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Dr,  Gustav  Holzmüller  , 

Director  der  Provirizial- Gewerbeschule  zu  Hagon.  •  -' 


(YergL  Jahrg.  XVIII  dieser  Zeittchr.  S.  228  eto.) 


§  1.    Ueber  Isothermensohaaren,   bei  denen  Symmetrie  und  Beciprocität 

auftritt. 

Eid  bekannter  Satz  der  Fnnctionentheorie  lautet  folgend ermassen : 
„Entspricht*bei  einer  analytischen  Function  einer  ste- 
tigen Folge  reeller  Werthe  des  Arguments  eine  stetige 
Folge  reeller  Werthe  der  Function,  so  entsprechen  con- 
jngirten  Werthen  des  Arguments  conjugirte  Werthe  der 
Function." 

Bei  der  durch  eine  solche  Function  vermittelten  Abbildung  entspricht 
daher  zunächst  einem  endlichen ,  continuirlichcn  Stuck  der  reellen  Axe  in 
der  Ebene  des  Arguments  ein  analoges  Sitick  der  reellen  Axe  in  der  Ebene 
der  Function;  ausserdem  aber  entsprechen  geometrischen  Gebilden  in  der 
ersteren,  welche  symmetrisch  gegen  die  reelle  Axe  liegen,  Gebilde  von  der- 
selben Eigenschaft  in  der  andern  Ebene. 

Die  einfachsten  orthogonalen  Isothermensysteme  in  der  Ebene  der 
Function  sind  die  den  Parametern  x  =  Xi  und  y  =  yi  entsprechenden.  Sie 
sind  im  vorliegenden  Falle  symmetrisch  gegen  die  reelle  Axe,  und  zwar 
geht  beim  Umklappen  um  dieselbe  jedes  Individuum  der  ersten  Gruppe  in 
sich  selbst  über,  während  jedem  Individuum  der  zweiten  Schaar  im  All- 
gemeinen ein  anderes  aus  derselben  entspricht.  Schneidet  im  speciellen 
Falle  nicht  our  das  erste,  sondern  auch  das  zweite  Isothermensystem  die 
reelle  Axe  orthogonal,  so  geht  auch  jede  Gruppe  der  zweiten  Art  beim  Um- 
klappen in  sich  selbst  über. 

Dieselben  Eigenschaften  kommen  im  Wesentlichen  auch  den  beiden 
Carvengruppen  zu,  welche  das  genannte  System  unter  dem  Winkel  +  45^ 

ZeitMhrift  f.  Mathematik  n.  Fhyiik,  XX,  1.  \ 


schneiden;  nnr  ist  dort  jedes  tfft  beiden  Systeme  nicht  gegen  sich  selbst, 
sondern  gegen  «Ins  andere  in  pt^^  "u'^  *'>'3  reelle  Axe  aym metrisch. 

Ist  nun  /*(:)  eine  Pnnotipn*  der  geninnten  Art,  so  tSsEt  sich  ohne 
Schwierigkeit  nntersucliPu^,  TuViefern  jene  Symmetrieverhältnisse  erhalten 
hieihen,  wenn  die  AbbiJ<]ii!%' durcli  eine  Fnoction  vnn  der  Form 

vermittelt  wird,  wj>"/I|*^'  c.  rf  reelle  Grössen  sind.  Denn  der  Factor  (n  +  fti) 
bedentet  bekRHoIlitAi'  nnr  ein  Drohunga-  und  VergrösserangsverhSItniss, 
wKhrend  der'2u8Stz  ''-|~i/i  einer  Verlegung  des  Nullpunktes  entspricht. 

Die  Sysjmptrie  gegen  die  reelle  Äxe  geht  ferner  in  Reciprocität  gegen 
einen  K|;di/i>her,  sobald  Z  eine  gebrochene  Function  ersten  Grades  von 

f(z)  i=.t.-.K' 

,ÄH.^telle  der- Function  f(t)  könnte  endlich  Uberttll  die  Function 

ttVWn,  wobei  jedoch  nicht  die  reelle  Axc,  sondern  irgend  eine  andere  Ge- 
rade in  der  Ebene  des  Arguments  als  Symmelrieaxe  antreten  würde. 

Offenbar  lüsst  sich  demnach  die  Betracliinng  einer  ausgedehnten 
Gruppe  von  Functionen  leicht  auf  den  im  AnTang  besprochenen  Fall  zu- 
rfickrJlliren.  Ueber  die  dort  definirten  Functionen  soll  jetzt  eine  Reihe 
allgemeiner  Sälae  ausgesprochen  werdcu,  wobei  nnter  /"(;)  stets  eine  Func- 
tion dieser  Art  vorstanden  werden  soll. 

l.    Hat    eine    der  Functionen  f{z)    die   Eigenschaft. 
daas  für  reelle  CuDstanten  «  und  *  die  Gleichung 


«  AO 


NO   gehtirt    zu   de 
>r  x  =  x,  ein  Krei 


Is 


:   den 


Radius 


um  de 
iselben 


I  Nullpunkt  I 
findet  Rccii 


id  gegen  d 
*'* 
beider  laothermeuBchaaren  statt. 
Der  Beweis   ISssl   sich  folgendermassen  führen.     Aus  der  genannten 
Gleichung  folgt  znnUcbst 

"•■'  =  . am:^,' 

SO  dasB  die  Function  auch  der  Relation 
/»■r(«±«) 


genügt.    Da 


rlcosv  +  i*'''V\  ' 


-  [eos{-g,')  +  ,ii»{-q>]], 

ielbe,  wie  din  Reihe  folgender  0^ 


Bo  leistet  die  Abbildung  -  _ das 

lioneii      .Uan  fiihre  anniichst  die  Abbildung  yx.fli)  durch,   traasformire 


Von  Dr.  G.  Holzmüller. 


dann  die  Isothermenschaaren  mittels  des  Einheitskreiscs  darch  reciproke 
Radii  vpctores  and  klappe  endlich  die  gcsamrote  Zeichnung  nm  die  reelle 
Axe.     Das  entstandene  Gebilde   ist  dann  gleichzeitig  das  der  Abbildung 

y»-f(z  +  a)  entsprechende.  Nach  unserer  Annahme  findet  aber  Sym- 
metrie gegen  die  reelle  Axe  statt,  so  dass  die  Operation  des  Umklappens 
erspart  werden  konnte.  Es  muss  demnach  jede  der  y-  Curven  sich  selbst 
reciprok  in  Bezug  auf  den  Einheitskreis  sein,  und  da  derselbe  die  ganze 
Schaar  orthogonal  schneidet,  so  gehört  er  selbst  zur  andern  Isothermen- 
schaar.  Jedes  Individuum  der  x  Curven  geht  durch  rociproke  Abbildung 
in  ein   anderes  derselben  Gruppe  über.    Der  Einheitskreis  kann  offenbar 


u 


nur  den  Linien  -^  =  +  —  entsprechen,  und  für  die  ursprüngliche  Abbildung 

•  l 

Z=f{z)  gebt  er  über  in  den  Kreis  mit  Radius  -^.    (NB.  Der  Beweis  würde 

ohne  die  Voraussetzung  der  Symmetrie  nicht  streng  sein,  da  der  Fall 
denkbar  wäre,  dass  der  Einbeitskreis  zwar  von  jeder  ^- Curve  orthogonal 
durchschnitten  würde,  dass  jedoch  joder  Durchschnittspunkt  ein  Wende- 
punkt für  die  entsprechende  Curve  wäre.  Durch  die  Voraussetzung  der 
Symmetrie  ist  dieser  Fall  ausdrücklich  ausgeschlossen.) 

Beispiel:     Aus  der  Gleichung 

K                   Jam(it±ti)          y% 
J am  (u  -t  n  j  = odcu-  —  \_ —    =    — 

folgt,  dass  die  ^am- Curven  reciprok  gegen  den  Kreis  mit  dem  Radius  j// 
sind,  welcher  den  Linien  a?=  +  — —  -  K  entspricht. 

II.     Hat  eine   der  Functionen  fi^z)   die  Eigenschaft 
dass  für  reelle  Constanten  ß  und  x 

iBt,  80  ist  gleichzeitig 


und    zu    den  Isothermen   mit  dem   Parameter   y  =  t/t   ge- 

l  .  ß 

hört  ein  Kreis  mit  Radius    -,   der   den   Linien  ^  =  +-7 

/x  *^ 

entspricht  und  gegen  den  Reciprocität  beider  Isother- 
menschaaren stattfindet. 

Der  Beweis  ist  dem  vorigen  analog. 

Beispiel:     Aus  der  Gleichung 

j/x .  sifi  am  (w  +  ih  ')  =  — ^       

j/it .  sin  am  {u) 


Weitere  Beiträge  znr  Theorie  der  ieogonaleu  Verwandtschaflei 


folgt  die  Beciprocitftt  der  stnam-CiiTven  gegen  den  Kreis  mit  Radius  --=, 
lifr  den  Linien  y^+  ~ Ä''  entspricht. 

III.     Hat  eine   der  Functionen  f(t)  die  Eige 
dASB  Tür  reelles  x  , 


findet   hoi    de 


Ahhildnng   Z  =  f{z)   ReciprocitHl 


gege 


pn    de 


Radius   — =   statt,   und    zwar  gehe 

einen    Schitar    in    die    der    ander 
bneidet   demnach    heide   Sahaarc 


die    Iseth 
aber.       D( 
nnter   +45*. 
Beispiel:    Für  den  Modnl  k=^/^  gilt  die  Gleichung 

cosam(iz)= . 

Die  durch  cisiim(i)  morf>i  =  j/J  dargeatellten  Isothermen  sind  demnach 
reciprok  gegen  den  Einhoiiskrcis,  der  aie  unter  45°  schneidet.  Daraus  folgt 
übrigens,  dass  zu  den  unter  ^^45"  schneidenden  Trajectorion  der  sinam- 
Curvon  und  ^om -Curven  iworf.x^J^ä  je  eine  Lemniseate  und  eine  gleich- 
seitig« Hyperbel  gebort. 

Auch  die  allgemeinere  Gleichung 

I 

cotam  I ;  = ,-■  ;. 

eosam{tn) 

lüaet  sich  geometrisch  dahin  deuten,  dass  die  Transformation  der  cnKini- 
Ctirven  mit  dem  Modul  x  mittels  recipreker  RadÜ  voctort^s  gegen  den  Ein- 
beitskreis  auf  die  cos  um  -  Cxuven  für  den  Modul  «'  führt.  Es  folgen  hieraus 
Sätse  über  die  ReciprocitSI  der  Lemnii^cate. 

Uass  dieselben  Ciirven  eine  Ahnliche  Reciprocität  gegen  den  Kreis  mit 


Radius 


/J' 


,  folgt  ans  der  Formel 
In  JlliiiUcher  Weis«  lassen  sich  «ine  Reihe  andei 


hie  allgemciniiiMi  Satxe  tlberA:).  'Üe  di 
■nsunsprecheii. 

Ven  einracbcri'ii  Funcliniieii  miigen  i 
«erden. 


tinam(ii  +  A'')=  + 


Kusammeuhangen,  sind  leicht 


Ans 


:h  Z^f'  lind  2=  Om:  gpnaiint 
=  -.  '■"Igt,  dasB  hH  der  AbbiMnng  Z^e'  der  Linie  ar  =  0  der 


Von  Dr.  6.  Holzmüller. 


.  -^,-».'*  j»  ^  *•  <»  •  -.^  <»  r'^v*  *■  "s.-^  ^v/>**.'^-^,  ^^.>\^^*^^^v/v  1 


Einheitskreis  entspricht,  gegen  den  Reciprocität  stattfindet.    Dass  unendlich 
viele  concentrische  Kreise  auftreten ,  folgt  ans  der  Gleichung 

A 


Aus  te«  I X  —  yi\:=^  — ; — : r  folgt  die  Beciprocität  der  /a«*Cur- 

n 
ven  gegen  den  Einheitskreis,  welcher  der  Linie  x=- —  entspricht 

4 

§  2.    Einige  Bemerkungen  über  die  Kreisverwandtschaft 
In  Folgendem  soll  die  involutorische  Ahhildung 

nach  einer  Methode  behandelt  werden,  welche  allerdings  etwas  künstlich 
erscheint,  jedoch  direct  auf  die  HaupteigensQhaften  führt,  welche  im  folgen- 
den Paragraphen  Anwendung  finden. 

Man  betrachte  die  Punkte  +  1  der  z- Ebene  als  Brennpunkte  und  be- 
zeichne die  von  ihnen  ausgehenden  Strahlen  mit  p  undpj,  die  Winkel  der 
selben  mit  der  positiven  Richtung  der  reellen  Axe  mit  ^  und  ^f.    Dann  ist 
für  diese  Transformation 

p,'  =  (l+Z+FO  (1+^-^0 
-d   I  ^  +  y'  +  ^\    A   .  ^-y«-H\_    4(a:>+j/') 

/;« =  (l -Z~  Fl)  (I  — ^+ FO 

V       x  +  yi-\)'\       x^yi^U'    (a;-l)'  +  / 
Folglich ; 

Der  hyperbo.lischen  Kreisschaar  ~=c  in  jeder  der 

beiden    Ebenen    entspricht    die    concentrische    Kreis- 
schaar r  =  c  um  den  Nullpu-nkt  der  andern. 

Da  ferner. 

j     p  .  cos  0^  =  A!"—  1 ,     p,  .  cos d'i  =  A'+ 1 , 

^  \     p  '  sinß  =  F,  p,  .  sin  {>,  =  F, 

so  folgt  27 

Setzt  man  hier  die  aus  Gleichung  l)  zu  berechnenden  Werthe  von  Ä  und  V 
em.ngmiicb  a^+y'-l  -iy 

«o  ergiebt  sieb 
4)  tan(9-»,)  =  -^. 


Weitere  Beiträge  zur  Theorie  dor  isogonalea  VerwaDdlscbafteo. 


Folglich: 


Punkte  ±1   in. 
BadienayBtetD 


leben   Kreisschaar  &,  —  9  =  q:    di 
eder  der  beiden  Ebeuen  eotspr 


cht  da 


1  der  au<i  er 


Ebene. 


Hai  uan  dciunncb  die  Gleichung  einer  Curvenschaar  in  Polarcoordi 
Ion,  f{r,  <p)  =  0,  nnd  sncbt  man  die  Curvengriippe,  welche  ihr  hei  der  Tr* 

formation  Z  ^=      ---    entspricht,  so  hat   man  r 

#,  —  9  an  Stelle  von  q>  zu  setzen,  so  dass  man 

Syatema  erhält 


^'    an   Stelle    von    r    nnd 
Gleichung  dos  gesuchten 


4^ -.-»)-■ 


Boispi  i;l :  Um  die  Gleichung  der  Carvensy^teme  zu  Buden,  welche  die 
elliptische  Kreiaschaar  durch  JL  1  unter  constantom  Winkel  schneiden  ,  hat 
man  statt  der  Gleicbaug  der  Ingarithmiscbcn  Spiralen  r=<*  k9  mtr  zu  setaen 


Ich  behandelte  diese  Curveit  im  10.  Jahrgänge  dieser  ZeitKcbrift 
beseichnete  sie  als  logaritbmiscbe  Doppelspiraleu.    Sie  Hessen  sich  defin 
als  stcreographische  Projeclionen  eines  Systems  loxitdromiKcber  Linien 
der  Kugelohetfläche.     Ihre  dort  nicht  nuegesprochene   Fiindamenlaleigen 
ecbafi  ist  also  (olgende; 


aur 


Dl 


s  VerbSitaif 
ch  ab  üdor  ! 


Radü    vectores 
>nn   die  Differen 


Uie  Abbildung  raittols  der  allgemeinen  gebrochenen  Tunction  ersten 
Grades  lüsst  sieb  auf  die,  soeben  bebandelte  redaciren.   In  einem  der  fol- 


genden  l'nragraphen  kommt   die  Ahbildang  Z  = 


indang. 


Behält 


oben  behandelte  :•  Ebene 

L>ai'au-i  ergiebt  sich 
spricht  der  coucentriscbi 


£+1 
£-1' 
gegeuseitigc  KntBpi 

+  1)0",  d 


ider  Ebenen,  wei 


Z    Eheue  um  —00»  dreht. 

Folgendes:    Bei  der  Abbildung  2=^ ent 

eisschaar  r^c  der  £  Ebene  die  byperbuliscbe 
id  der  Ka- 


Kraiascbaar  —=c  über  den  Punkten  +  i  der  Z-Ebeuo,  i 

P  — 

dienschaar  —  ^  'an  I  (p  +  _  j   iljo  ellrptii^cho  Kreitischaar    !>,  —  3  =  (p  ühei 


wobei  jeduch  Hie  fitrablou  p,  und  ji 
Ortluoputikle  zu  betrncLlea  siuJ, 


$  i.    Ermittelung  des  CnrTentystems ,  welches  die  sin„m-Carvea 
muilii=^z  —  ya  unter  dem  Winkel  +45"  sobaeidet 


Die  sijiiini-Curven  haben  durcli 
A.  Scbwnrs  im  77.  Bande  des  Crel 
aIg«braiaobe  iHotbarmen",  eine  funiUa 
wird  nSmlich  geioigt,  dass  sHmmlHclK 


Aufsatz   dee   Uorrn  Prof.  U. 
Iieo  Jourunls:    „Ueber  ebeua 
B    Bedeutung  tirhallen.     Dort 
algebraischen  IsotbertneDscIinarea 


«ich  darcb  Algebraische  Operalionen,  d.  h.  dincli  Abblldnngen  mit  Hilfe 
«Igebraiscber  t'nactioaen,  aus  drei  Fundamentnlsystemeu  berleiteu  lassen, 
Lfitstcte  siud 

1.  die  beiden  Scbaaren  orthogonalDr  pAralleleD, 

2.  (Ibh  System  concentriächor  Kreise  und  ihre  Radien, 

&.  das  System  der  smiini -Ciirveu  rur  l\Iod.»  positiv,  reell  und  <;i, 
E»  ist  TOD  Interesse,  auch  die  Trajectorieu  dieser  Fiindnmentalsysteine 
keancD  zu  lernen.  Das  erste  führt  wiederum  nuf  ParaÜDlenscbaaren ,  das 
«weilo  auf  ein  System  logaritbmiscber  Spiralen.  Eise  Anzahl  der  hierher 
gebürigen  Fälle  bähe  ich  im  lü.  und  Iti.  Jahrgänge  dieser  Zeitschrift  be- 
hudelt. 

Scbwiariger  gestaltet  sich  das  Problem  für  das  dritte  System.  Zieht  man 
nSmlich  !u  dor  Ebene  des  Arguments  der  elliplischeii  Function  2^  iiimmt 
oinc  beliebige  Gerade,  ao  weiden  im  Allgemeinen  unendlich  viele  l'erioden- 
reekt«clte,  und  k war  Jodes  in  besonderer  Weise  durcbscbuitten.  Daraus 
folgt,  dass  die  entsprechende  Curva  in  der  Ebene  der  Funcliou  Uuondltch 


viele  WfndoDgen  d 


inkte  +  l  und  +  -  vollführt,  Und  dass  ihre 


Gloiebnog  itn  Allgemeinen  Iraniicendent  ist.  Doppell  unendlich  viele  „Rie  - 
Bknn'scbe  BlJitter"  liegen  übereinander  und  die  Zeichnungen  in  denselben 
decken  sieb  uiuht. 

Vereinfachungen  tieten  auf,  wenn  die  Geraden  den  Diagonalen  des 
PcriodcDTecbteeks  parallel  sind.  Dann  werden  sSmmtliche  Rechtecke  im 
Wraentlichen  in  derselben  Weise  durchsehnitti-'u,  die  Zeichnungen  in  den 
eiiic«lDen  Blättern  decken  sich  und  man  orhSlt  zwei  Schaaren  geschlosbe- 

BM  Curven,   deren  eine  die  Funklo  +1  und uuigiebt,  wShrend  die 

andere  die  Fnukto  - 


p        Weitere  BeitrSge  aar  Theorie  der  isogonalen  VerwAndtscbsfleD.  i 
Dieaes  „DisgODalsystem"  kann  direct  durch  die  Abbildung 

gerunden  werden.     Von  besonderem  Interesse  sind  nur  dieFfilte,  ifo  die 
Cnrven  nlgebraiscli  sind,  in  welchen  also  die  Wertbe  des  Periodenv erhält- 

nissea  7^  so  beschafien  sind,  dass  zwischen  der  genannten  Function  Z  und 

ginam{x-^-yi)  ein  algehraiscber  Zusaumeuhang  existirt. 

Ebeuso  ergeben  siel;  Vereinfnchungeu   für  den  Fall,  dass  die  Trajec- 
torieu    das  llauptsyslem   unter    +45"  schneiden,     liier  werden  k.  Ü.  die 

Gleichungen  algebraisch,  wenn  das  PeriodenrerhäUnies  yr-  eine  der  fojgon- 

den  Grössen  ist: 

-8.4,2.  1.  4. i.J,.... 

Der  Fall  t-  =  ' .  «t'  welchen  der  Werlh  des  Modais  x  =  3  -  f^  ist, 

Boll  ans  zuerst  beschXftigen. 

Es  isl  bekannt,  dass  die  Function 


die  Abbildung  des  Rechtecks  mit  den  Eckpunkten  +  JiT  und  +K-fK'i  aar 
den  Einheitskrois  vermittelt,  und  zwar  so,  dass  die  I'eripherien  nnd  die 
Mittelpunkte  beider  Figuren  sich  entsprechen.*   Den  genannten  Eckpunkten 

a  l/'x  I  -  « 

entsprechen  dabei  die  vier  Bildpunkte  +  -^-  i '  rv~  ■  welche  Brenn- 
punkte des  isotfaermi schien  Systems  werden,  in  welches  die  Parallelen  zur 
teellen  und  imaginfiren  Axe  ttbergehen. 

Für  uusern  speciellen  Fall  "tt^  >  ist  das  Rechteck  ein  Quadrat,  nnd 

die  vier  Brennpunkte  sind  ±y'i  ±  i/^,  d.  h.  sie  bilden  selbst  ein  Qua 
drat,  dessen *Mitte  der  Nullpunkt  ist. 

Jochraann**  vereinfacht  daa  Problem  mit  Hilfe  der  Landon'schon 

Transformation,  indem  er  vom  Modul  n  übergebt  sn  -^— .  vom  Argumente 

I  SU  t  (l-f»],  also  von  x'  lU   -— —  and    vom  Periodenverhälluiss   ~  zu 

-p.    Schliesslich  setzt  er  :  —  A"j  an  Stelle  von  t,  wodurch  die  Abbildung  l) 

ttbergeht  in 


*  Vargl.  Sohwiir»:  „Uelior  eiiiigo  AbbilduDgs«ofE«ben",  Crelle 
linnd  70. 

**   Jguli  manu:  „Zur  AlibildiiDg"  elu-,  Jubrg.  14  dieser  Zeitschrift . 


,J^ 


uar  mit  dem  Uoterachiäde,  dastt  jetzt  die  Nallpunkte  beider  Ebenen  sieb 
entspTfichen  and  die  Eckpuukle  des  Recbteckfi  +  A'+  A''j  auf  die  Brenn- 
pnnkte  +  x  +  x'i  abgebildet  werden ,  die  wiodeiunt  nuf  dem  Einhoitskreise 

lieg(>n.    Für  dep  Fall  dee  Quadrates  ist  jetzt  -77  =  I  und  der  Modul  >t=y^. 

Seist  man  jetzt  ^4  (-  +  >')  ""  Stelle  vod  ;,  su  erhält  man  direct  die 
Abbildttiig,  weictic  anf  die  Gleicbuug  des  Curvesaystema  filbrt,  welches  das 
ni9|irUngticbe  unter  +  45°  scbneidet.  Der  Knclor  y\  bedeutet  nur  ein  Ver- 
gr9<serDDgaTerhfiItnisti  in  der  Gbene  des  Arguments,  kann  also  vernacblAs 
dgt  werden.  Jocfamnnn  bemerkt  nun,  dass  fär  den  Modul  K  =  j/t 
I  —  cusoin(;  — :i) 

Bbergeht  iii 

dus  «tso  alle  Curven,  welche  den  Parallolea  zu  den  Diagunalou  doo  (jaa- 
dimta  eolsprecheu ,  die  um  46"  gedrehten  cosam   Curvon  sind, 

DotQonch  findet  man  die  entsiirechenden  Trajectorien  der  sinara-Cur- 
v«D  uunt.K^3~yH  auf  folgendem  Wege: 


Die  Umkebrung  der 
1      l  —  Zi 


I)   cnthalteaeu  Abbildung   Z  = 


Dnrcb  die  letztere  v 


r.leo  die 


r  Punkte  + 


ht 


y--  Z-i  -  ^i  +  „-^    i+« 

k    :t  1  i>Bd  jz"   trausrormirt ,  wKbrond  das  der  Gleichaug  1)  entspre- 
die  «trfrini- Curven  Übergebt. 


ebenda  IsoihermenayHi 
£a  «i^iobt  sich  di 
UieGlei 
die  (tn. 


wieder  h 
.»Folgendes: 
lug  di-r  beiden  Cu 
-Curven  mtnln  =  }i —  j/s  ui 
scliueideu.  wird  direct  erhalten, 
welcbo  Curven  dem  Parallelen  z 
nJlren   Axo  bei  der  Abbildung 


clia 


in,  »elclie 
nkol  +«■ 
Qtersncht, 


<) 


»!,  =  /■ 


/s-r>    [//i  +  .yil' 

entsprecben. 
Diovo  Abblldaug  lierert  also  im  fVesentltcben  dasselbe,  wia 
s)  •  z=  ,m .™  |.-  (/i  +  f  ^'\)\    .,.„/  ,  =  a  -  j/^ 

Die  Abbildung  4)   soll   nicht  direct,    sondern  in  einzelueu  Stationen 
I  dnrcl^nibrt  werden.     Zunücbst  ist  die  Qleiclmng  der  um  ASt"  gedrehte» 
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Bedenkt  man  dabei ,  das»  />,  uod  p  vou  Aoü  Punkten  +  i  ausgel 
mau  tn  sctseu 


.0.(0.-»)=  ,     ■'•'  +  '"-■        . 
>'(-i->+i'  +  ii'-jj' 

Die  Gleicbung   geht  schliessHch  nach  den  entsprechenden   UmrorniungeD 
über  in 


/*  — 2/'  +  -2 


+  4r=o 

oder 


ffl'+l)''+- 


.  (/ J  («*+  u'  +  a fi"  .«"•»  +  a  fi <-»s9  ( /f* -  1) 


+  4  Ä  siVi  9  =  0. 

Vertntiscbt  mau  hier  R  mil  — ,  ao  bleibt  die  Gleichung  iingoäudert,  nnr 

wird  +  in  +  verwandelt.    Folglich; 

TrRaaformirt  man   das  Gebilde  reciprok  gegen  den 
Einboitokrcis,  so  i^ehtjedes  System  in  das  andere  über. 
Auch  die  SymmetrieTerbKltniiiMe  gegen  die  Axen  sind  an  der  Form  der 
Gleichung  zu  erkennün. 

Seist  man  schliesslich  fi.J/3— fä  an  Stelle  von  A,  bo  geht  der  Einheita- 


kreis  Über 


die  Brennpauktc  werden  +  1    and  +  - ,  di 


Onrven  selbsl  gehen  über  in  die  Trajectorieu  der  siwtm-  Curveii  an  +15°, 
und  Kwar  für  den  mod.3  —  ^8.  ßs  i^t  nur  noch  su  bemerken,  tlass  der  Para- 
meter i  =  «'H(iinj:  miiiy'^  ist  und  durch  die  Land  (>ii'Hcb<9  Tratisftiriiiation 
leicht   auf  die  eulNprocheude  Gröüsu  mtt  »lurf  3— f^»  ü borge tUbri  urrdeu 

llurt-li  <lie  Trausforrnatjoueu 

Z  =  |/J^^'   und    2=^1-«':' 
würde  man  die   Gleicliuugcn  der  entapiouheuden  Trajcctorioti  der  cosam 
und  ^am-Curven  mod  3— )/8  fiudeuj   gdometiisch    erreicht  mau  dasaelbe 
durch    Ueberirngnng  vou   Hyperbel    nnf  Uomplementnrhyperbel   im  Sinne 
meiner  bereits  citirten  Abhandlung,  wobei  die  Kegflüchuiitsyslcmn  mit  den 

Brennpunkten  +1,  rcsp.  +  —  zu  Grunde  ku  legcu  sind. 
Ka  sei  noch  bemerkt,  ä»ss  die  behandelten  Cnrven  a 


mil  Radia 


r  dem  Kreise 
ich  zwei  audure  Kroitto  umfassen,  welche  durch  die  Punkte 


Von  Dr.  G.  Hoi-zmüli 


In  PolKrcoordiuaten  Ii 
folgende  ForiD  bnugeu : 


B) 


(/f+l). 


i'- 


■.\i  die  GleichuDgea  beider  Systeme  auf 


Für  lalstere  Oleicbnug  kann  mau  aach  ecbreibea 


SflUt  man  aber  in  Gleicliung  5)  '-  na  Stelle  von  R,  so  geht  sie  aber 
a-C     /*  — 2/'  +  2 


7)     («•  +  ")- 


7=  + 


(/^+l)  nach  links,  go  stimmt  die  Gleicb- 


i-r '      i-r 

ond  bringt  man  hier  die  Grüsse 

DOg  Ciberein  mit  6*).    Folglich: 

Dio    eine    Isotbermenscbaar    ist    in    Bezug    auf   Uon 
Einbeitskreia    reciprok    gegen    die    andere,    und    beide 
werden   von    dem  Kreise   anter   dem   Winkel    +15"  ge- 
schnitten. 
So  bestfttigt  eich  die  in  S  I  über  diese  Carmen  ausgesprochene  Bebaup- 

liing.     B«ispiet$halbor  folgt  hieraus  für  diejenige  Leuiniscate,  welube  A«d 

Eiobeitskreis  unter  45'  schneidet,  dass  sie  reciprok  ist  gegen  eine  ihr  con- 

grtieoto,  um  90"  gedrehte  Curve. 


§  5,     DisouBiion  der  Abbildung 


./.=/.. 


Der  Factor  [/-'J  i'/^JI  bedeutet  eine  Urebung  der  cos  am  -  Cntveji  nm 
+  IS'.  Durch  diese  Drebnngen  geht  Gleichting5)  des  S  4  nach  einer  geringea 
Umfonanng  über  in 


Kau   bat  dadnrcb  sofort  die  beiden  orlhogonnlen  Systeme,  da  dio  beiden 
CwTODBcbaaren  congruont  waren. 

JeUt  ftlhro   man   dio  Abbildung   7^^^  durch,   indem  man  nath 


Uasagabo  des  S  2  - 
MtsL   HueibsU 


1  Stelle  von  R  und  (tf,- 0  —  1*0")  i 


^+aiä;+''^^/(^+')"-^['±""'*.-«-< 


^ie  GotadoD  anter    +45"  gehören,  go  folgt,  dass  zu  den  letzten  beiden  je 
oino  Lomniscate  uod  eine  Hyperbel  gehören. 

Gebt  man  durch  die  Landen'eclie  Transformniton  zu  neuen  Moduln 
über,  sei  es  nach  der  einen  oder  nncb  der  andern  Seite,  bo  gelangt  man 
stet«  auf  eUipliache  Functionen,  die  mitsin.jm  inml)/^  oder  3-  y'n  alge- 
braisch aaaanitn  OD  hängen.  Also  sind  die  Trajectorien  der  sinam-,  cosam- 
and  /ftm-CuTven  algebraisch  Tür  die  Feriodenverhältnisso 


2A- 


■i 


Aehnliches  findet  statt  Tür  die  Diagonaicurven  dar  Periodei 
e  sich  mit  Hilfe  des  Ädditionstbeorems  an  der  Abbildung 


K|i±0] 


§  7.     Die  allgemeinen  Trajectorien  der  stii'im-GarvBn  für  morlK  reell, 
positiv  and  <I. 

Die  principiolle  Lfianng  der  Anfgabe,  die  allgRoininGn  Trajectorien  der 
tinnm-CnTVp.a  zn  finden,  hietot  keine  besondere  Schwierigkeit;  explicite 
Lfisnngen  eiud  jedoch  znuHchf<t  nur  in  specicllen  Fällen,  wie  den  oben 
behandelten,  möglich.  Uie  allgemeine  Aufgabe  kann  auf  verschiedenen 
Wegen  angegrilFen  werden.    Einer  von  denselben  ist  folgender. 

Bei  der  Abbildung  Z  =  sinamz  entspricht  der  Linie  t-  =  x,  die  Curve 


1)         (.?'+}■■•)'  + (.!■•  + KM 
oder  nach  Siebeck: 


l+x' 


'■(i-0_ 


Berechnet  man  ans  einer  dieser  Gleichungen , 
Werth  von  /,  so  erhält  man 


.  B.  der  zweiten,  den 


-y^i^ 


+  />'«* +-!»•' +  f/(S*)i'-Hfl')('  +  4«')'  —  4K*^'S' 


~—  2k/) 

SetKt  man  jetzt 


«*=  (;>,+?)'  =  M-*'+J''+"+K't-y*+'"+i)*-4-n 


/>•=  ( p,  -pr=2  |.v'  +  F'+ 1  -  j/(.r'+ 1-+  !)•-  4>r'| . 

so  ergiebt  sich  nach  den  uöthigeu  Umformungen  als  Wurzel  der  genannten 
Gleichung 


.  0.  HoLÜMÜLLEB, 


In  ShnlicliPr  Wrise  nrhSll  man  nis  Wurzel  der  Oloiclinog  >]m 
Systems 

die  OtSssc  k  =  sinnmi/i. 

DomnRcl)  enlspreclien  allgemeiD  den  Geraden 

i  +  |=. 

din  dnrch  folgend«  Gleichung  dorg  est  ollton  Curven: 


'Jv. 


wo  f  nntl  1  An  Wnrseln  der  Gleiclmngen  2)  und  3)  sind. 

§  3.     Bigensohftften  der  Diagonalcnrven ,  die  bei  der  Abbildung 
Z  =  sin  um :  anftreten. 

Oline  die  vorlior  bctinndclte  Aufgabe  cspUcite  dnrchzufUbren ,  h»nn 
amo  eine  Reihe  iloi  Eigenschartea  der  DingoDAlciirven  ohne  Weiteres  nua 
dar  Ki^ontniss  der  Abbildnng  Z^^smamt  herleiten. 

J.  Durch  jeden  Pnukt  geht  eine  und  nar  eine  Gurre  ans  jeder  der 
beiden  ßcliaaron.  8ie  scimeiden  sieb  unter  demselben  Winkel,  wie  die 
Diagonalen  dea  Feriodenrecbteeks.  Die  ganze  Ebene  wird  in  ein  System 
von  Parallelogrammen  eingetbeilt,  die  mit  KUnebmender  Kleinheit  der  Aebn- 
lictikeit  lustreben. 

3.  Die  Cnrvon  sind  geschloBaene,  sie  umgeben  entweder  die  Brenn- 
der  —1  nnd  -\ — , 


ponkle  + 1  nnd  - 

3.   Der  Kreis  mit  Radiui 


?  wird  von  jeder  Curve  zweimal  gescbnit- 


leo,  nnd  swar  in  I'unkteu  auf  derselben  Seite  der  ;c-Axe  und  in  gleicher 
Eutferaong  von  derselben. 

4.  Jede  Curve  der  einen  Schaar  ist  reciprok  derjenigen  der  andern 
SobAAT,  die  den  Kreis  iu  denselben  beiden  Punkten  schneidet. 

6.  Die  beiden  dnrch  den  Nullpunkt  gehenden  Curven  gehen  auch 
i%t€h  +  — -:  und  haben  Asymptoten,  Beide  sind  cougriient.  Sonst  kommt 
Jede   CnrvengP«talt  viermal  vor,  und  »war  in  symmetrischtT  Lage  g^gon 


Weitere  BeilrSgo  ptc.    Von  Dr.  G.  Holzmüller. 


6.  Die  durch  die  Pnnkte  +  I  and  +  —  gehenden  Curven  haben  dort 

Rdckkehrpnnkle,  Sie  sind  als  Doppellinien  so  betrachten,  obwohl  sie 
scheinbar  einfach  sind. 

7.  Bildet  man  das  dreiaxtge  Ellipsoid  auf  die  gKnze  Ebene  ab,  so 
sprechen  zwei  bestimmten  8j' et emen  von  Trajectorien  der  KrUmmangsIinien 
unsere  Diagonal cnrven.    Bei  denjenigen  Eilipsoiden  also,  deren  Abbildnnf 

anf  das  Rechteck  auf  solche  Periodenverbältnigse  -r-r  führt,  fü»  welche  dii 

in  S  8  angegebenen  algebraischen  Beziehungen  gelten ,  sind  bestimmte  Sy- 
steme von  Trajeclorieu  der  Krilmmungslinien  algebraische  Curven.  Aehn- 
liebes  gilt  von  den  Trajectorien  rier  sphärischen  Kegelschnitte,  deren  stereo- 
graphiscbe  Projectionen  die  von  nns  behandelten  Curven  sind. 

Ich  verweise  schliesslich  auf  die  Resnilate  des  Herrn  H.  Mylord  h 
der  Abhandlung:  ..Etliptiake  Koordinaten.  Anvendehe  lil  B^alemmelse  fU,' 
Zeulhen  Tidsskr.  (3)  /.  33.  Dort  werden  die  Gleichungen  der  Trajectorien 
der  Krümmungslinien  des  EJlipsoids  in  impliciter  Form  gegeben,  während 
eine  explicite  Darstelleng  zunächst  nur  für  die  angedeuteten  Specialf%U« 
mSglieh  ist. 


II. 

Die  harmonischen  Mittelpunkte  für  ein  Punktaystem  von 

vier  Punkten  in  Bezug  auf  einen  gegebenen  Punkt 

als  Pol. 


MlUNOWSKI , 
OlicrIeLrcr  iti  WaisHenlmrg  im  EUhqs. 


Die  Bigdwicliafteii 
mitlliirR  äfT  Jiarliiiiiu^ 
Im  Iwbo  ieh  im  Progr 
At.)iitni)liiog  „Dii- 


ilor  tiBrmnnisclifiii  Mittelpunkte  sind  bie  jetzt  nnr 

ormittclt  wordrn,     Kür  ein  System  von  droi  I'iink- 

uam  (ips  Tilsiler  Gyiunssinras  Toin  Jabre  1872  in 

Pnlaren    der  ebenen  Oiirven    dritter  Ordnung  mit 

Dopp^lpniikton",    die    Eigenscbnften  der  barmoniscbrn    Mittelpunkte   (Ion 

natn  and  aweiten  Grades  nua  i>inigen  Eigenscbaften  des  ebenen  Ureiecks, 

»iWn  mil  den  Hilfümitti^tn,  welche  die  Oeoraelrie  der  Lage  bietet,  abgeleilel. 

Ctpinnnii  bat  (Einleitimg  in  eine  geomelriscbe  Tbeoric  der  ebenen  Onrven) 

^tflgt,  wie   man  von  Sülx^n  über  b«rmooi3cbe  Millelptinktn  zu  solclien 

BlifT  Polaren   von  Cnrven  gelangt.     Wenn  also  die  EigenncUarten  der  bar 

mrmiitebeD  Miitelpiinkle  fUr  drei  Punkte  bekannt  sind,   sc  lassen  sich  ans 

iiiD«o  die  der  Polaren  besHglicb  einer  allgemeinen  Cnrve  dritter  Ordnnng 

fnlfefn.     Auf  demselben  Wege  kann   man  weitergehen  nnd  mit  Hilfe  der 

SiUt  flher  die  Polaren  der  Hutven  dritter  Ordnung  Hie  Eigenscbaften  der 

hannonischen  Miltelpnnkte  eines  Systems  von  vier  Punkten  aus  den  Eigen- 

»ch«flen  des  ebenen  Vierstüts  herleiten  ond  «na  ihnen  dann  die  Theorie  der 

Polaren  in  Being  nuf  eine  beliebige  Curve  dritter  Ordnnng  folgern.     E* 

lebeiDt  sogar,  als  ob  dieser  Weg  allgemein  zur  Theorie  der  Polaren  führt, 

tairtn  man  dieselbe  Methode  snr  Erforscbnng  der  Eigenschaften  der  har- 

nonisebfn  Mittelpunkte  eines  Systems  von  ftinf  Punkten  ans  denen  eines 

elwnen  riinfseitg  anwenden  knnn.    SncceBsive  gelangt  man  an  den  Eigen- 

Kbaflen  der  harmonischen  Mittelpnnkte  eines  Systems  von 6,  7,...  Punkten. 

In  den  folgenden  Blattern  wird  der  Versucb  gemacht,  anf  rein  syntheliacbem 

RVgediB  bekannt  enSttlzr  über  die  harmonischen  Mittelpunkte  eines  Systems 

ron  vierPnnklen  herzuleiten.  Dnzn  werden  vom  Dreieck  die  folgenden  Sütie 

gebrancbl:  Verbindet  man  einen  Punkt  P  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ^BC, 

itmoD  Sotten  BC,  AC,  AB  mit  a,  b,  c  bezeichnet  werden  mögen,  mit  den 


Ecken,  nennt  tlie  Schnittpnnkte  von  ^ P.  BP,  CP  mit  den  Seilen  n.  b,  r 
bezüglich  «,  ß,  y,  so  liegen  die  harmonisclien  Qegenpanklo  «',  (J*,  y  dicsor 
Pnnkte  in  Bezug  auf  die  Eckenpnarfi  BC.  AC,  ,<*  «nf  einer  Geraden  p  und 
umgekehn.  Wenn  man  p  die  gerade  Polare  von  P  nnd  /■  den  Pol 
von  p  lieziiglich  der  dreiseitigen  Cnrve  {nhc)  oennt,  so  folgt  aus  projee- 
tivischen  Beziehungen:  I,  die  Pole  aller  Geraden,  welche  durch  einen  Punkt 
/"gehen,  liegen  «nf  «inem  Kegelscl.niit  re,  der  d  ie  conische  Polare  von 
P  heiast.  2.  Die  geraden  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  g  werden 
von    einem  KegelschnitI  ff  ambüllt,  den  man  die  Pnloconik  von  g  nennt. 

Vier  Gerade  abcrl  schneiden  sich  in  sechs  Punkten  ABCDEF,  so  di 

ABF&ni  a,  BCE  rnfh,  CDF  ii\x{  c,  A  DE  anf  <i  liegen  und  ABCDEF 

Rpihenach  die  Punkte  (ad).  (06),  {6c).  {cd),  (6d),  (oc)  vorstellen.   Uie  i 

Geraden  bilden  vier  Ureiseile  (abd)aAer  AB  E,  {bcd)oAti  C  DE,  (acd)  oder 

ADF,{abc)  oder  BCF.  DiinugiU  für  die  vieraeitige  Cnrve  (ofc cd)  der  Satz: 

Die  geraden  Polaren    eines    beliebigen    Punktes    P  bO'. 

aflglicb  der  vier  dreiseitigen  Cnrven  (abd),  {bcd),  (acd),  (flfrdjj 

sebneiden  die  Geraden  c.  a,  b,  d  in  vier  Punkten  einer  Ojfl 

raden. 

Ehe  dieser  Sati  in  seiner  Allgemeinheit  bewiesen  wird,  soll  dies  tncrst 
für  die  drei  Fälle  geschehen ,  das»  der  Punkt  P  X.  auf  einer  der  vier  Seilen 
alicd,  2.  auf  einer  der  Geraden,  wejche  eine  Ecke  dos  volUlJiadigea  Viar- 
ecka  nbcd  mit  einem  der  drei  Diagnn alpunkte  verbinden  nnd  3.  auf  eioM' 
der  drei  Diagonalen  liegt. 

Es  sei  1.  t  ein  Punkt  nnf  der  Geraden  6,  so  fallen^Reiue  geraden  Po- 
laren bezüglich  der  Dreiseite  {abc),  {abd),  (bcd)  mit  b  Knsammfn  und 
seine  gerade  Polare  in  Bezug  auf  (acd)  schneidet  li  in  einem  Punkt  p' ;  du 
die  ächnitlponkto  von  b  mit  n,  c,  d,  nämlich  die  Pnnklo  5,  C,  ^  auf  A, 
Hegen,  so  liegen  dio  vier  Punkte  B.  C,  E,  P*  in  einer  Geraden.  ^ 

Die  drei  Diagonalen  des  vollständigen  Vierseils  sind  AC,  BD,  £« 
sie  schneiden  sich,  und  zwar  AC  und  BO  in  0,  AC  »nii  EF  in  O',  BDuni- 
und  EF  in  ff'.  Nun  liege  2.  der  Punkt /' auf  einer  der  aechs  Linien  EO, 
f  0,  B<r.  7)0*,  AO",  Cn",  etwa  auf  Fl).  Um  die  geiado  Polaro  von  P  in 
Itexug  auf  da.s  Dreieck  ÄßE  od^r  Drel.scit  (ul/d)  zu  conNlruiren,  zitiba«., 
wir  die  Transversalen  ^P.  BP,  EP,  welche  dio  Seilen  flß,  ^  £,  ^Ä  b 
»üglich  in  et,  ß,  i  schneiden,  nnd  suchen  die  barmonisiben  Gegenpunl 
«',  |3',  e'  in  BcKUg  auf  dio  Eckcnpaare  A  ii',  .4  A',  ,d£,  dann  liegen  a 
einer  Geraden  p,  welche  r  in  M  schneidet.  Aufdiosidhe  Art  cunstruiren 
wir  die  gerade  Polare  p,  von  P  bezüglich  der  dreiseitigen  ("nrve  (bed), 
indem  wir  P  mit  den  Ecken  6'.  f>,  E  verbinden  und  zu  den  Schnittpunkten 
X,  d,  c,  der  Verbindungslinien  mit  c,  d,  b  die  harmonischen  (ieg'-npankte 
/,  &',  f,  in  Bezug  anf  die  Eckonpanre  DE,  CK,  CD  suchen.  Die  Polare  p, 
(icbneide  a  in  M,.  Da  nnn  dio  drei  Punkte  E ,  i .  c,  in  einer  Gfrndcn  Vielen, 
so  mnss  «lies  niu-h  mit  ileii  Punkten  F.  i',  t\  der  Tall  sein  nnd  dnhci 


P»J 


lunltll 


[  «ick  wagen  der  linrmoDischeD  Bigeascbarten  des  voIlBtXndigen  VierBeite 
I  ts,i  c'i  Et'  die  Oetadfin  tt',  nnd  i  t,  in  einem  Punkt  R  von  FO  schneiden. 
N»c)i  der  Construction  sind  ßß'AK  and  yy'llE  je  vier  harmouisclie  Punkte, 
I  «Im  dir  BU-chel  t'  (/S^'.^  £)  -md  t',  (j-y  fl£)  harmonische  Büschel.  Bei  ihnen 
Fattta  die  Strahlen  t'k'  nud  «',  E  in  eine  Gerade,  also  liegen  die  Rchnitt- 
poakte  ft,  ven  t'ß'  und  (',  /,  R  von  t'^  und  t',  y  and  f  von  et  und  t,  t,  in 
«invr  Geraden,  die  durch  0  geben  muss,  weil  /'fl  durch  0  geht,  Oarana 
folgt  dann  wifdor,  liaas  die  Punkte  M/H,  E  in  einer  Geraden  liegen  nnd  da 
die  gerAdeu  Polaren  von  P  heiiiglich  der  Ureiseite  (ncrf)  oder  ADFanA 
(«6r)  wler  BCF  die  Seiten  b  und  d  m  E  sohneiden ,  so  igt  der  oben  ao- 
gefähile  8»t*  auch  fiir  diesen  zweiten  Fall  erwiesen. 

Wenn  3.  /'ein  Pnnkt  auf  einer  der  Uifl|,'onalen,  st.  B.  «nf  ^Cist.  ao 
cutMtraiit)  mau  sunüchst  wieder  die  beiden  geraden  Polaren  p  nnd  p,  von  P 
bearilglich  der  Drei-eite  (afcrf)  oder  ,*ß£und  (ficrfj  "der  CDB,  welche  die 
ävites  thd  nnd  cbä  in  t  tf  ^  und  c'.dV  schneiden  mägen.  Wie  vorhin 
•el«n  tCfi  nnd  t,i  A  die  hannoniscben  Gegeiipunkte  in  Bezug  auf  die  Ecken 
der  br«iecke  ABE  und  CD E.  Da  { c,  £  in  einer  Geraden  liegen,  so  mUssen 
mach  t  i\E  in  einer  Geraden  Hegeoj  diese  schneidet  AC  in  P\  dann  sind 
ACPP'  vier  harinonische  Punkte.     IJie  harini.nisehen   BüBchel  i{ßß'AE) 


einer  Geraden,  da 
nktvont'jSundf',^, 
vollBtKndigen  Vier- 
n  .Jßund  CD  bar- 
nionische  Strahlen. 


DDd  t\(A^LE)  schneiden  sich  in  drei  Punkten  RR,F 
r'fntidt',  £  zusainineof  ollen,  und  zwar  sei  Ader  Schniltpn; 
H,  Akt  von  i'^  und  i'.f  und  F  der  veu  lA  nud  «',  D.  Im 
tele  AP't  RCt\  wird  die  Diagonale  P'Ä  durch  die  äeite 
monUcb  eotbeiit.  also  sind  FA,  FC,  FR.  FP'  vier  bar 
UjtaaohFJ,  FC,  FP,  /V' vier  harmonische  Strahlen  sind ,  so  fallen  f-il 
nad  FP  zusauiineo,  also  liegen  die  Punkte  R  R,  PF  in  einer  Gerftden.  Des- 
halb nuHfl  auch  die  Gerade,  welche  die  Schnittpunkte  Q  von  t  R  nnd  e',  A, 
und  0,  von  t  It,  und  t\Ii  verbindet,  durch  P' nnd  T  gehen,  und  os  sind 
et»,  l»'f  vier  barmoiiiflcbe  Punkte  und  also  aneh  »tyAt  Fand  MCt  ,F,  wenn 
M  UDd  iV,  die  Scbuiti punkte  von  p  und  )>,  mit  CD  und  ^£  sind.  Von  den 
h-mnHii.cbpn  Bancbeln  /»"{^l/.^f'ff}  und  /'(tfCr',  f)  lallen  drei  Paar 
Stfkblen  snnammen,  also  muss  dies  auch  mit  dem  vierten  Paar  der  Fall 
Min.  daher  fallen  die  Strahlen  P' M  a.D\\  P'  JU,  zusammen  und  die  drei  Punkte 
MM,  P'  liegen  in  einer  Geraden.  Be  mag  diene  Gerade  die  Seilen  AD  und 
»(■  in  -V,  und  Ä  schneiden,  dann  sind  F.(^N,N,P'F)  und  E(MNP'F)  harmo- 
DiKcba  Strablenbilscbel ,  weil  Af,AiF  nnd  WCt',F  je  vier  harmonische 
f*iuiii.lL-  «ind.  Durch  den  Punkt  P"  gieht  es  aber  nur  eine  einzige  Gerade, 
Mf  welcher  die  Schnillpunkte  mit  A /t  nnd  JD,  sowie  mit  CR  und  CP  von 
P^  darcli  EF  harmonisch  getrennt  sind,  —  Cnnstrnitt  man  die  geraden  Po- 
Ureo  van  P'  bvstUglieh  der  Dreiseite  (abc)  und  {aciTj,  s»  müssen  diette  die 
8«iien  tt  and  /-  in  awei  Punkten  X,  und  .Y  achneiden,  deren  Verbindungslinie 
1  P'  |;*bt  und  dieselbe  Eigenschaft  hat,  wie  MM,.  Dieselbe  muss  daher 
:  ilir  »sammenfallen  nnd  alun  müssen  auch  X  und  X,  mit  JV  und  N,   sn- 


Die  hm 


•nischon  Mittplpiinklo  i'lc 


iDTnllen.  Der  obige  Sali  ist  daher  anch  für  Pankle  niif  i>i»i>r  der  drd, 
DisgODslen  bewiesen. 

Um  ilm  endlicli  anch  für  den  Fall  eines  betiebigeo  Pniiktos  / 
euweiscn ,  nebmeu  wir  eine  beliebige  Gerade  5  und  anf  ihr  einoa  vnriableM 
Punkt  P,  dessen  ebenfalls  variable  gerade  polaren  bezüglich  der  Itroiaeil 
(afcrf)  nnd  (&rrf)  mil  p  nnd  p,  bozeicbnel  werden  mögen.  Dann  werden  al)9, 
p...  Von  einem  KegelscbniU  6  und  alle  p,  ...  von  einem  Kegelschnitt  S^ 
umhüllt,  den  Poloconiken  von  g  bezüglich  {abd)  nnd  (bcd).  Lasi 
je  zwei  Polaren  p  nnd  p,  desselben  Punktes  P  einander  entsprechen,  so  at'^ 
baiton  wir  zw%)  krnnme  projectiviscbe  TangentenbDschel.  Die  Tangentaa 
p  ...  schneiden  die  Gerade  c  in  einer  Pnnktreihe  1^,  ...;  dorch  jeden  Pauk 
M,  gehen  zwei  Tangenton  an  6,  die  geraden  Polaren  zweier  Punkte  aufj 
bezüglich  («6rf);  ihnen  entsprechen  zwei  Taugenten  von  6,,  nämlich 
Polaren  derselben  Punkte  von  g  in  Bezng  auf  {bcd)  und  diese  Tangen' 
achneiden  «  in  Zwei  Punkten  MIH'.  Es  enlaprechen  also  jedem  Punkt 
von  c  Bwei  Punkte  !H  ,V'  von  a  nnd  etenso  jedem  Punkt  M  von  a  zwei 
Punkte  M,/H',  von  c.  Die  Punktreihen  .V..,  auf  n  nnd  Jl/,...  anf  c  sind  alao. 
in  zwei-sweigliedriger  Verwandtschaft.  Wenn  JI  der  Schnittpunkt  von 
mit  g  ist,  so  treffen  sich  die  geraden  Polaren  von  ß  in  Bezng  auf  die  bei 
Dreiseite  (nftrf)  und  (6  cd)  im  Punkt  F,  denn  EO  schneidet  die  Geradi 
und  .'  in  den  harmonischen  Gegenpunkten  von  F  bezuglich  der  Ecken  J  und 
n  auf  a  nnd  C  und  ß  auf  c.  Daraus  folgt,  dass  der  gemeinschaftliche  Punkt 
F  der  Geraden  a  nnd  i;  in  der  zwei -zweigliedrigen  Verwandtschaft  sich 
selbst  entspricht  and  dass  also  die  Enveloppe  der  Vorbindungslinien  entspre«. 


chender  Pnnkto  eine  Cnrve  S,  dritte 
genlen  hnt.  Von  jedem  Pnukt  anf  einer 
lassen  sich  an  jene  Enveloppe  nur  zwei 
raden  nämlich,  welche  Q  mit  den  beiden 
verbinden.    Dem  Punkt  /'entspricht  anf 


ist,  welche  auch  a  nnd  c  zu  Taii' 
der  beiden  Geraden,  z.  B.  Q  auf  ai 
Tangenten  ziehen,  diejenigen  Ge-' 
ihm  entsprechenden  Punkten  anf* 
u  sowohl,  wie  anf  c  nur  ein  Punkt; 


nnd  deshalb  sind  a  und  c  einfache  Tangenten  der  Enveloppe  nnd  diese  ist 
von  der  drilten  Classe. 

Da  die  geraden  Polaren  der  SchnittpnTikto  (hg)  and  (dg)  bezüglich  dar, 
beiden  Dreisette  (<ibd)  und  (Aerf)  die  Geraden  b  und  rfsind,  so  berührt  jeiitt 
Curve  6,  alle  Seiten  der  vierseitigen  Curve  {abcd)^  —  Die  conischcn  Pw- 
laron  der  Punkte  von  c  bezüglich  der  dreiseitigen  Cnrve  (afcd)  bilden  eil] 
Ki'gelschnillbiischel,  welches  g  in  den  Pnnklpaaren  einer  Involution  schnei- 
det ;  eine  zweite  Involution  wird  auf  5  durch  die  Schnillpunkte  der  conischeo, 
Polaren  der  Pnnkte  von  a  in  Bezug  auf  die  dreiseitige  Curve  (fccrf)  gebrld«!* 
Beide  Involutionen  haben  ein  Pnnktpaar  gemein;  es  sei  OO',  dann  treffen 
die  geraden  Polaren  q;)'  beider  Punkte  bezüglich  (abd)  und  q,  q',  in  Beznfp 
«nf(6crf)  die  Gerade  c,  reep.  ain  DJtj,  rcsp.  3)1;  also  entspricht  dem  Punkt  HS 
von  a  der  Punkt  W,  auf  e  doppelt  und  umgekehrt  und  die  Curve  6,  hat  i\it 
Gerade  UliSK,  znr  Dnppeltangente. 


Nehmen  wir  die  beiden  Ori>iseite  {abe)  aod  (ocrf),  so  treffeG  die  ge- 
ndta  TuUren  der  Paukte  von  g  die  Seilen  i/  und  b  in  zwei  Punktreilien 
>V,..,  und  N...,  die  in  zwei  Kwf^i^^licLlrigKr  VerwaiullBchal^  sicli  beSudeu 
nwl  den  ächaitlpaukt  E  von  h  unJ  ''  nio  feicli  eutsprecheodcti  Punkt  be- 
«Isen.  üie  Envclo|ipe  der  Vcrbindiingatiiiien  ontaprecheuder  Punkte  ist  eine 
Cnrre  S*,  dritter  ClaBse,  die  ebenso  wie  ^,  rine  Uoppeltiingcnte  liat.  Beide 
Cnrven  haben  13  gemeinecliarilicbe  Tangenten:  1.  die  vier  Seiten  »6c(/> 
a.  fallen  nenn  Linien  MM,  mit  neun  Linien  N IV,  zusammen,  diejenigen  nttni- 
licli,  welche  den  ScbnittpunkCeo  von  ij  mit  den  drei  Ui&gonalen  und  den 
*edi«  Geraden  £Ö,  FO,  BO',  D0\  Äff',  CO"  entsprechen.  Daher  fslll  E', 
mit  6,  zasammen.  Lassen  wir  die  Geraden  M iV, . ..  nud  ^iV,  . . .,  welche 
■u  deumelbea  Pankt  von  g  gehören,  einander  entsprechen,  bu  erhalten  wir 
tu{  (S,  iwei  prnjectivische  TaugentenbUscbel ,  die  tdcutiscb  aein  mUaaen, 
weil  ia_Mal  eutspreuhende  Tangeuten  »usammeufallen.  Daraus  schliesBen 
wir,  dut  die  lu  einem  bestimmten  Punkt  /'von  ^  gehörenden  Geraden  MM, 
und  A'ti,  in  eine  Gerade  suaammnufHllen,  und  haben  also  den  schon  anrangs 
eitirten  Sat»,  der  von  Cayley  harrührf,  bewiesen: 

1.  Construirt  man  iuHesug  auf  dieDreiaeite  (abc).  {abd) 
[■aed),  {bed)  die  gevadenj'olaren  /i,  p, ,  p, .  p,  eines  Punktes  f, 
so  liegen  die  vier  Schnittpunkte  {dp),  {cp,),  (ipi),  (oj),)  in 
einer  Uetadeo. 

Man  nennt  diese  Gerade  die  dritte  oder  gerade  Polare  des 
.Fvoktes  P  in  Beieng  auf  die  vierseitige  Curve  l^abcd)  nnd  umgekehrt  i'deo 
Pol  jener  Geradon.  —  Mit  Beuutauug  diBEer  Bexcicbunug  Usst  sieb  das 
«orber  erhaltene  Uesultat  in  folgenden  Satz  lUHamutcnfassen: 

2.  Die  geraden  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  g 
besBglich  der  vierseitigen  Curve  {•ibfd)  werdyn  von  einer 
Carve  g,  dritter  Ülasse  mit  einer  Düppeltangente  umhüllt. 

Diese  Onrvo  heisst  die  dritte  Polare  ven  g  bezüglich  {abcd). 
Die  geraden  Polaren  der  Punkte  von  g  bezüglich  der  Dreitieite  (nbd) 
mid  {bcd)  schneiden  die  Seiten  e,  resp.  a  in  xwci  Punktreiliun,  die  in  zwei- 
eigliodrigcr  Verwandtschaft  stoben  und  den  gcmeinNcbafilichen  Punkt  als 
««h  selbst  entsprechenden  haben.  Die  t^nvctoppe  der  VerhiuduugKgeradcu 
ents preschender  Punkte  ist  eine  Curve,  welche  a  und  c  zu  Taugouten  bat, 
■ad  «as  dem  Umstand,  das«  sich  veu  jedem  Punkt  einer  dieser  Tangenten 
nocb  sw«i  andere  an  die  Enveloppe  ssiebcu  lashcn,  schlosBeu  wir,  dass  diese 
I  der  dritten  Classe  Int.  Es  fehlte  der  Nachweis ,  dau»  fielt  von  Jedem 
Puukt  der  Kbeno  drei  Tangenten  an  die  Euveloppe  ziehen  lassen,  und  dieser 
M>ll  jctxl  gegeben  werden.  Dabei  gehen  wir  von  der  reuipreken  Aufgahu 
tarn  ani]  stellen  aie  gleichzeitig  nllgeueiner: 

Aar  iwei  Kegoleebuitten  Jt  und  A*,  befindon  sieb  die 
projeciiviscben  Punktreihen  .JT...  und  ^, ..  .  Wir  verbinden 
a  iopp  beliebigen  Punkt  /'  mit  allen  .1',..  und  einen  andern  Pi 


mit  allen  X,...;  velcliea  iot  dei 

PX...   und  l',X,...? 
Wir  sclineiiieii  die  b(^i<U 
?)■ 

»uwMiNeu,  eolli 
Sj-atciupu  »icli  »eil.»!  nw\  dv 
danD  wird  itein  Kvgelscliiiilt  A',  ein  an 
ö{qo  prujuctiviBclio  J  ...  mif  /!■'  entspr 
reih(-n  X.  .  auf  Ä'  and  .V'...  auf  K' 
Strahlen  dus  Büsclii-U  {/')  tchii.-idcü  K 
lutinii,  weklier  aoT  Ü'  ein?  nnrlcr«  entsjiric 
einzelneii  I'niiktpnnre  deraelb«'!!  schneiden 
hinr     i-iii    dem    büachel    (/*]    projectivisuhi 


ioc  Gerade  g 

aijs  din  Gerade  q  in  beifl 
in  Puuki  f  iu  £'  cutsiirief 
r'  und  der  Punklreilie  .V,J 
daher  sind  nuch  die  I'n 
projectivischer  Beziehung. 
II  den   Puaktpai 
lil,  und  die  Verbiudangslin 
iiuh  in  einem  Pankt  P  und  fa 
s    SlnthlenlibBch^l   (/•']. 


elcher  K'  \\  vi^r  Fniil 
>  scIiTiuidct  die  Gerade 
u  di>r  eine  C  dem  l'uiikt  | 


BüKchfl  przrugfn  einen  Kogi-liicImiU  [/'/'']> 
«uhoeidet.  lut  fj  einer  dieaer  Schnittpunkte, 
deu  Kfgebcbmtt  H  in  xwei  Punkten,  vi>n  dei 

projectiviavh  eniBpritbl,  Also  ({iebt  es  diiri^b  /'  vin  Sir^ihlen.  welche  da 
eiitspreuheiiilc  l'unkle  dor  pmjectivihuben  Punkireiben  X,..  »mX  K  i 
X'...  »nt  K'  (;<'heu,  El^iner  di.>i*«i'  Slrableu,  ¥Q,  scltu>>ide  g  iu  O; 
rnchneti  /'D  zum  .Sjrstnm  £',  dann  rnns»  der  ihm  entsprechcndn  Strahl  il 
System  £,  der  .Srrnhl  />,0  sein,  weil  die  Oornde  g  sieb  kpILbI  enttpridij 
Im  Punkt  O  ralleii'aber  {'nlsprccbende  Punktr  der  prujectiviecben  HunM 
reihen  *^  .  .  und  ^,  . . .  suHaniini-n  ,  und  weil  eu'dnrch  /'  vier  Gerade  giolif 
weluh«*  entäprecheudc  Punkte  der  projeilivischen  Punktreihi 
und  A"..  ttRilcn,  m  giebt  es  iu  der  Punktreihe  ^,  '..  vier  Punkli>,  wnloli 
lult  ihren  ünlsprecheuden  iu  der  I'unktreihe  '^ . ..  EUHRiiiuienrnllen.  [ 
ihnen  Kchneideu  dich  onl^precbeiide  Strahlen  der  BUbcbel  (/')  uud  (/>,),  i 
da  als«  niiC  jeder  Gernden  vier  Schuitlputikte  eutsprecbeiid«r  Strahl« 
dieser  beiden  Biiscliel  liegen,  so  ist  der  Ort  dev  Sdinittpui 
sprechenden  'SlrableD  eine  Curve  vierter  Urdnung.  weluhn  in  V  und  i 
awei  Uoppelpni.kie  hat.  'l'rifft  die  Gerade  /'/',  die  Kegelschnitte  K  und  K 
in  enlsprechendeii  Punkten  der  projectiviücben  Punklieihen  X .. 
so  ist  sie  salbst  ein  'I'heil  de«  Urtes;  der  übrige  int  hUo  eine  Giirve  dritU 
Ordnung.  —  Utermii  wßre  der  verlungte  Nacbwei«  gerührt. 

Die  Busuhel  \P\  und .(/',)  stehen  übrigens  in  xwei  sweigliedriger  E 

ziebnng  and  dns  erhall eue  KeKulixt  käunen  wir  auf  Tolgeude  AitnusdrÜckeD:'* 

Uer    Ort   der    iSehnil  t  punkte    eiitspre  chend  er    Strablen 

sweier     BUtfvhel,     die    in    z  we  i   x  w  eiglied  riger    Bcsiehuag 

stehen,  ist  eine  Gnrve  viertel'  Ürdnuug,  welche  die  Suheitftl;^ 

•zu  Doppelpunkten   hat.     Entspricht  d  n  r 

Strahl   sich    »etbst.    t>o   i^t    der    Urt   eine 

Ordnung.    ...-Übe    die    .Scheit.l    der    Bli»chel    iiu    ciniacbej 

Puukleu  bal. 


dem  Salz  1  kann  man  aucb  auf  rulgendem  Wege  gelnngeD.     Sind 

JBCDdit  Bckou  eiue»  TetraeiJ^rs,  itit  Q  «ine  beliebige  [Cbonp,  welclid  die 

lä\fMa.4ffC  «der  ®  in  ö,  ABU  oiet  6  in  y,  ACÜ  oder  S  iti  |3  und  fiC/> 

oittfmtt  aclmeidelj  sind  Ü' .  C,  B\  A'  der  Heibe  uacb  die  Polo  von  &,  y, 

Aabeiflgliobder  Dreieckp  ABV,  A BD,  ACÜ.  BCD,  so  lÄBst  sioli  zoigen, 

iiMilieOeraiieu  Aa'.  Bf,  Cl',  DD'  sicli  in  einem  Punkt  £  treffen.      Wir 

Uaiion  DAmlicb    den   Ranm,  in  dem  eich  das  Tetraeder  ABCD  und  die 

Eben«  @  bufindoii ,   coUinear  auf  einen  nndcrn  Knniu  so  beziehen ,  dnss  der 

KbtiKlS  die  uneudlich  entfernte  Ebene  €^  und  dem  Tetraeder  ^ßC'/J  ein 

imlnrtt«  A,B,C,D,    niitaprichl.     Die    Ebene   (^„  scbtiuidet  Jude  Seile  des 

kUMrea  in  der  unendlicb  entfernten  Geradon  derijelben,  nAmlicb  A,  B,  C,  in 

4,,  ^,6,/',  in  y„.  A,C,t/,  in  /?„  und  ß,  (.', />,  iu  o„.     Die  Pole  dipeer  Ge 

niuu  boiQglicb  der  Ureiecko,  welcbe  das  Tetraeder  begrenxen,  Kind  die 

SebwBrptitikto  dieser  Dreiecke.    Es  ist  eine  bekannte  EigenscbRft  dm  To- 

infldm,dt)«8  die  vierScbwerlfnien  dpseelben  sieb  in  einem  Pnnkl  üchneideu, 

UiMor  tci  in  nn^erem  Falle  £,.     Ibm  cntsiiricbl  eoUrucar  ein  Pnukt  B,  iu 

«»ledern  aivb  die  den  Scbwcrlinleu  enlBiireiljonden  Geraden  KitlmeiUen.    Ist 

ff,  der  Pol  von  S^  und  sogleidi  der  Scbw^rpnnkt  von  A,  ß,  (',,  so  ist  dii^  dor 

Schneriinin  ß,D',  eolspreubondii  die  Gerjid<^,  welcbe  B  mit  dem  Pol  V'  von 

dbnDgiicb  de»  Dreiecks  J  ÜL' verbindet.     Also  sulmeideii  sieb  AA',  B  B\ 

tV,  blf  iu  dem  Punkt  Ä;  i>n  folgt: 

1  S<:bnei.J«t  man  die  vier  SnÜen  H,  S,  g,  'S  eines  Te- 
Uaedara  A  BCBdarah  eine  Ebene  ß  in  der  Geraden  a,  ß,y  ä 
■  «il  eoDsIruirt  die  Pole  dieser  Geraden  in  Bezug  auf  die 
Uratnekfl,  in  deren  Bbunen  »ie  liegen,  so  treffen  sieb  die 
OBradon,  welche  diese  Pole  mit  den  s-'gen'lljerli  cg  en  den 
Kekou  des  Tclraeder  6  verbinden,  in  ei  nem  Pn  nkt  £  nn  d  — 
nngekf!  Iirt. 

Man  ueiint  6  dte  Polurebeuc  von   H  und  umgekebrt  ß  Jon  Pol 
nein  li-nv-  auf  lUa  Tetraeder  .4  B  C  Ü. 

J«  dioi  in  i'inxr  Kcko  xusammenslusKende  Kbunen  des  Teiracders 
Triedfr.  Man  erbiilt  die  Bigenscbafteu  Heiner  PoUrfificben  uns 
PoUfU  flner  dreiseitigen  (,'nrve,  Botracliton  wir  da«  'l'rieder 
ifl  diir  äpHso  A,  dnnn  lindon  wir  die  PoUrebone  irgend  eine»  Punktes 
',  indsin  wii  durcb  /'  und  die  Knuten  des  Trieders  Ebenen  logen,  ilie  sieb 
einer  Geraden  J f>  sebneiden,  ihre  Schnittlinien  mit  den  Heilen- 
dos  Triodpr»  und  »n  jrdri  KdniiLtlinle  dun  barmonischeu  üegen- 
rahl  liaKlIglieb  der  Knnirn  bestimmen.  Die  drei  harmonischen  Gegen- 
»nklen  liegen  in  einer  Ebene  $ ,  welche  durch  die  SpitKo  A  des  Trieders 
IfieBc  Ebene  ^  hcisst  dio  Pnlarebene  dos  PnnklOH  Pin  Uesug 
■r  du  'l'rirdcr  nnd  nmgekriirt  I'  der  Pol  von  ^.  Unmittelbar  folgt,  dasa 
funkt  auf  der  Gerndon  AI'  dieselbe  Polarobcne  bat  nnd  dnaa  der 
1  V  VB»  ^P  uxd  ir^tiud  eiuei  Ebene  O,  wekbe  iIh  TriCKl»  ia 


Di<3  haimoDUchen  Mittelpaukte  e 


atnem  Dreieck  und  ^  i 

anfdieaes  Dreieck  ist. 

4.     Legt    mal 

«reiche  ein  Triei 

gerade  Pülare    ^ 

larebeiie  von   P 


•m 


1  einer  Geraden  q  schneidet,  der  Pol  von  g  ii 

durch  irgend  einen  Punkt  P  eine  Ehen» 
er  in  einem  Dreieck  schneidet,  ao  liegt  Um 
00  /'bezüglich  dieses  Dreiecks  in  der  Po 
n  Bezug  aaf  das  Trieder. 


Dem  Satz  iu  3  lässt  s 

5.    8iod  ABCO  d 

die  PoUrebeuen  ei 

vier  Trieder,   dere 


ch  nun  folgende  Fassung  geben: 
e  Ecken  eines  TetrAeders.ao  schneide! 
les  beliebigen  Punktes  P  beiOglich  de 
1  Spitzen  die  Ecken    A,  B,  C\  D  des  Ta 


Wir  legen  dnrch  P  e 
des  Tetraeders  in  den  Ge. 
P  bezüglich  der  Trieder 


.ed^rs  sind,  die  dicken  Spitzen  gegenüberlio-cndeu  Sei 
)  desselben  in  vier  Geraden,  di  e  in  d  er  Polarebene  von  Ü 
züglich  des  Tetraeders  liegeu, 

;  beliebige  Ebene,  welche  die  Seiten  ^SCS 
laden  <i6 cd,  ferner  die  Polarebeupu  91'©' g"®'  tob 
Ott  den  Spitzen  ABCÜ  in  a^fi  und  die  Polar 
t' das  Tetraeder  iu  p  schneidet,  daao  müssen  di« 
Scbniltpunkle  (n«),  \}i^) ,  (c^) ,  (da)  auf  q  liegeu,  weil  die  Ebene  $  die 
Schnittlinien  (3191'},  (S£')>  (€€').  (£)£')  n«ch  5  enthSit.  Hiermit  ist  d« 
Satz  I  nochmals  bewiesen. 

Der  Satz  in  3  Usst  sich  anch  direct  beweisen,  ohne  den  Satz,  dasa  dia 
Schweclioieu  eines  Tetraeders  sieb  in  einem  Punkt  schneiden,  zu  benntseo.' 
Die  Ebene  €  schneide  die  Kanten  AB^  AC,  AB,  BC,  BD,  CD  d' 
Tetraeders  ABCß  in  den  Punkten  .V,  N,  0,  /',  Q.  B,  deren  harmonische 
Gegenpuukte  JU',  N',  (f ,  /'',  Q' ,  fC  sein  mögen,  so  dass  also  ABMM' 
ACNN', ...  je  vier  harmonische  Punkte  siud.  Die  Ebene  S  schneide  die  Seiten 
ABC,  ABD,  ACB.  ßVB 
in. den  Geraden      d,  y.  ß,         a, 

und  es  seien      //',  C',         B",         -i* 

die  Pole  dieser  Geraden  bezüglich  der  Dreiecke,  in  deren  Ebenen  die  Qe- 
rndeu  liegen.  Der  Pul  A"  von  c  bezüglich  BCB  Hegt  im  Schuiitpuukl  dct 
Goraden  DP'  und  BR';  dar  Pol  B'  von  ß  bozUglicb  des  Dreiecks  JCl» 
liegt  im  Durchsclinill  von  /)  i\'  und  ,■*  R'  und  der  Pol  D'  von  d  in  Bezug  auf 
das  Dreieck  ABC  liegt  im  Durchschnitt  der  Geraden  AP  uud  &A".  Di« 
Geraden  Aa'  und  B  B'  liegeu  iu  der  Eheuo  ABB'  und  schneiden  sieh  daher 
in  einem  Punkt  C-  Da  die  Gerade  DE  die  Schnittlinie  der  EboncD 
A  AB  uud  B  BD  oiler  mit  anderer  Bezeichnung  der  Ebenen  APD  und  B  N'B 
ist,  SU  folgt,  dasH  B  E  durch  den  Punkt  D'  geht.  Ebenso  lässt  sich  zeigen, 
dass  die  Gerade  Ct'  anch  durch  E  geht  und  es  folgt,  dass  die  vier  Geraden 
A/f,  BB',  C(f,  DD'  sich  in  einem  Punkt  schoeidcn.  —  Aus  diesem  Sats 
lassen  sich  die  haujjtsächliohatcu  Kigenschaften  der  Polarflfichcn  des  Ti 
trneders  nnd  aas  ihucn  die  der  harmonischen  Mittelpunkte  eines  Systems 
von  vier  Punkten  ableiten. 


a  MlLlHOWSSi. 


VIIt  keliren  zur  Betrachtung  der  «ieraeitjgen  Curve  (abcd)  zurück, 
bie  gerade  Pulare  p  vou  P  bezjiglicli  ilersdbon  schneide  a  ia  /^,,  e  in  M, 
'^If.d  in  A'i,  daher  inüssen  die  geraden  FaUreu  von  P  hesiigliuh  der 
UteiiMite  (bed),  {abd),  {acd),  («6c)  rfurch  die  Pnnkte  fl/,.  M,  N,  N,  gehen. 
Cmgekelirt  liegt  der  Pul  P  also  aardeu  uunJGcben  Polarco  n, ,  ^,  v.  v,  der 
hakte  M„  M,  fl/,  y,  ia  BeEu|  auf  die  g^nanuteD  Dreiseite.  Zwei  conisclie 
Fuhren  ».  B.  fi  nod  n,  Bcbcieiden  steh  iu  P,  E  und  ausserdem  tiocli  in  swei 
hikteo,  die  entweder  beide  reell  oder  beide  imaginär  sind.  Wir  nennen  sw 
ihr»  geraden  Polaren  bezüglich  der  Dreiseite  (Act/)  und  {abd) 
cb  Sf  uud  iV,  geben  and  dahi^r  inttssen  die  geraden  IVilareu  vou 
tSDil  S  bc^llglich  [."-</)  und  (übe)  «uth  durch  iV  und  N,  gelirn  oder,  mit 
udeiOD  Worteu,  die  Punkte  Q  und  H  haben  bezUglicL  des  Vterseits  {abcd) 
diwelbe  gerade  Polare  wie  P,  oder: 

0.  Jede  Gerade /f  hat  besüglicb  einer  vierseitigen  Citrvc 
{«kd)  drei  Pofe. 
Von  diesen  drei  Polen  ist  einer  stets  reell;  die  beiden  anderen  sind  isa- 
gltieb  beide  reell  oder  beide  imaginär.  Da  nach  deni  Vorigen  auch  die 
toabchua  Polaren  vund  v,  dureb  die  Punkte  /'^ß  gehen  müssen,  tiu  folgern 
«ir  omL  den  Sats : 

T.Scbneiüet    man  die  Seiten  <i{'<:(f  eines  Vierseits  durch 

«ine  Gerade  ;»  in  den  Punkten    M,NMN,,  e,o  treffen  sich  die 

CODtjehen     Polaren     f.vftf,     der    lotatereu     besilgHch     der 

Dr«i»eilo((.Cd),  {<ic,l),{nb<rj,  (uif)  in  drei  gemeiuschaftUcheo 

Punkten  PQR,  von  denen  jeder  in  Be2ugauf(atii:<f)  dieGo- 

radopsur  geraden  Polare  bat, 

Oardi    einen    belielrigeu    Punkt    /'  lege   man    beliebig   viele    Gerade 

fjjf"...,  Bu  hat  jede  von  ihnen  in  Uezug  auf  die  vierseilige  Cnrvo  {ahcä) 

J«i  Pole.     Der  Ort  dieser  Polo  soll  gofundon  werden. 

Za  dem  Zweck  nennen  wir  die  ijcliuiu punkte  von  a  uud  c  niil  jenen 
Gerailen  ^,  ^,  .V"i . , .  und  MM'M"...,  dann  sind  die  Puuktreihou ')/,.. . 
KUf...*projcctivi8i;h  nod  nbenso  die  BUecbel  couischer  Holaron^i, fi',  fi", .•■ 
V  fl,W,,^\...  baaügücb  (tcd)  und  ^^y ...  vaa  MM' M'...  bexliglich 
•  DreiseilH  (abd),  wenn  je  zwei  L-ontsche  Polai'cn  einander  zugeordnet 
ir<nl«n,  deren  Polo  in  den  projectivitichen  Puiiktreiben  eulsprecbeudo 
l*aakle  «ind.  Je  awei  einander  outüprccliondo  Kegelscliuitto  der  beiden 
BtUcEiol  «cknridtin  »itb  in  den  drei  Polou  einer  durcb  P  gebenden  tioraileu 
od  lU  die  Uarve  der  Durclisebuittüpunkte  der  enlspiechcnden  KcgcUuhnittu 
w  d(r  Werten  Ordnung  ist,  so  int  auch  der  Ort  der  Pule  aller  durcb  /' 
tbandia  Geraden  von  der  vierten  Ordnung.  Eine  der  Geraden  p...  gebt 
Dnii  den  Hohiiittjjuukt  F  von  n  und  e,  so  d«88  also  in  F  zwei  entsprechende 
'■akto  der  projectiviucbon  Patiktrnibeu  M.  .  und  M,...  vereinigt  sind. 
»  CDoiiichen  Polaren  <p  nnd  ip,  von  /'buzüglieh  der  Druiseite  {abd)  and 
iB^-Alitf  cjitHfiuuhcudo  Kegelschnitte.     Weil  aber  ip,  daa  Geraden- 


Die  hBrmnniachen  Mitlelpunkte  * 

pftjir  (£0,  n)  DDil  ip  dfts  Geradenpiiar  (,E0,  c)  ist,  su  tniuis  je<]er  Punkt  von 
EO  mIh  Ein  Punkt  der  Ciirv«  vierter  Ordnuiig  betracbtot  werdon.  Dieselbo 
stTrüllt  nis»  in  die  Gürade  EO  und  eine  Cmve  n  der  dritten  Ordnung. 
Diceelle  wns»  ilurcL  die  wcli»  Puukle  JBCIIEF,  die  Sulitiiltpunkto  der 
vier  tii-rnden  ahcd,  girliou,  weil  CA  £  drei  Dasispunktn  des  BübcIicIh  f^,  ... 
und  JBE  drei  Uasitipuukto  d<-s  BüHuIielü  ^...  siud  und  weil  in  Fdin  Ge- 
raden a  und  c  oder  dia  beideu  cluaudor  entfiprecbeudeu  KogelDehnitta  p 
und  <p,  sich  sclmeideu.     Wir  Tolgern  dnrtiUK  den  SntK: 

a  Die  Pule  aller  Gera  den,  woULe  durch  eiocu  Punkt/' 
geben,  beaüglicb  der  vierteiligen  Ourvo  (abcif),  liegun  auf 
oiner  Gurven  der  drilteu  Urdnung,  walcbo  durcli  diesocb« 
»chnittpunkte  der  vier  Goraden  nbrd  geht. 

Die  Curvc  ji  heissl  diu  erste  uder  cubiso he  Polare  de»  Pnnktva 
/'und  umgekehrt  Fiht  Pol  bezäglicb  der  vicmeitigeD  Ciirve  (aftrrf). 

Wenn  der' Punkt  /' mcIi  niif  einer  Geradt-n  (/  bewegt,  so  gvtit  aeine 
ciibiAelie  Polare  x. immer  diiruh  die  drei  Pole  Q^S  dieser  Gi^rnden  und 
HUHHerdem  durch  die  sechs  Punkte  ABCDEF.  Daher  bilden  alle  c»bi<ichf>D 
l'nlaieo  n...  dor  Punkte  iduer  Geraden  ein  Büschel,  da  sie  m-un  gemain- 
snuie  l'unicte  haben. 

S.  Die  e  Ulli  sehen  Polaren  all  e<  Punkt  n  einer  G  e  raden  9 
hild>-n  ein  Ua^chel   von  neun  geinninxa  men   Punkten. 

IhI  /■  irgend  ein  Punkt,  n  seine  cubische  Polare,  Q  ein  beliebigor  Punkt 
auf  derselben,  »o  ist  Q  der  pnl  einer  durch  /'gehenden  Geraden  oder,  was 
daiiaolbe,  die  gerade  Polare  von  Q  gabt  durch  /*.  —  Wenn  umgekehrt  g  die 
gerade  Polare  eines  Punklea  ^  und  /'ein  l'unkl  auf^i»!,  dann  mUfia  diit 
cubische  Polare  «  von  /'  duruh  V  gebeu,  weil  (»  der  Pol  von  g  \sl.  Daher 
wird  gefolgert: 

10.  Liegt  ein  Punkt  C  «'il  dti  .ubiscbfn  Pohire  eine« 
andern  P,  so  tiugt  dieser  au  I' der  geraden  Polare  d««  ersten 
und  umgekehrt. 

Dios«^'n  Snta  erhalten  wir  aus  dH»i  »atis  1.  l-'Ui  letxteren  sind  swei  üt,'- 
weiKe  Kei;,d,eii,  einen  mir  IMIfe  des  Satzes  -i,  einen  nndern  ohne  den  SntB  t 
KU  liouutimii,  aus  btereometrisiben  Uetraulitungen.  Verniillidst  de«  letjjleren 
kütineu  wir  ji'tzt  einen  swoileu  Ueweia  de»  äaixea  2  geben.  IhI  uJimlieb  g 
eine  hnliebige  (ierade,  P  irgend  ein  Punkt  auose.r  ihr,  so  schneidet  diu 
cnhi>.cbo  Polare  >r  de>.H«tbcn  dio  Gerade  g  in  drei  Punktun,  deren  gerade 
Pntarwn  luiuli  10.  durch  t'  gehen  milsseii.  Von  den  geraden  Polaren  aller 
Punkti»  von  g  geben  nlxo  nur  drei  dnich  einen  Punkl,  oh  werden  diot;plb«n 
«lau  von  einer  Gurve  IS,  driller  Glaesü  Hnihllllt.  Liegt  ein  Punkt /■auf 
dlavcr  Gurvu  S„  »a  fallen  Kwei  vow  den  drei  TangenTttn,  diu  tilch  van  joHem 
PnnlEl  an  diei<e1tje  stehen  lassen,  mit  der  Tangente  in  P  Busnmmen  und 
dabei  luu^s  <li>'  cubischi^  Polare  n  von  P  diu  tierado  g  i»  einem  Punkt  \in- 
I1191S  andern  itehneidou^  au  dass  also  die  Uurve  (Sj  dritter 
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Classe  sogleich  als  Ort  der  Pole  derjenif^en  cubischen  Polaren  erscheint, 
welche  ^  herühren.  Um  die  Ordnung  der  Cnrve  S,  zu  finden ,  slichen  wir 
die  Anzahl  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer  beliebigen  Geraden  /.  Die  cubi* 
sehen  Polaren  der  Punkte  von  /  bilden  ein  Curvenbüschel  der  dritten  Ord-' 
nang;  vier  von  ihnen  berühren  die  Gerade  g  und  daher  giebt  es  auf/  vier 
Schnittpunkte  mit  Sn  nämlich  die  vier  Pole  derjenigen  cubischen  Polaren 
der  Punkte  von  /,  welche  g  berühren. 

Da..(£,  von  der  dritten  Classe  und  vierten  Ordnung  ist,  so  muss  sie  eine 
Üoppeltangenle  haben  und  wir  erhalten  somit  den  Satz  2  zurück ,  der  fol- 
gende etwas  erweiterte  Fassung  annimmt: 

11.  Die  geraden  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  g 
werden  von  einer  Curve  6,  dritter  Classe  vierter  Ordnung 
umhüllt,  welche  zugleich  der  Ort  der  Polo  derjenigen  cu- 
bischen Polaren  ist,  welche  g  berühren. 

Zunächst' suchen  wir  die  Pole  einer  der  vier  Seiten  abcd^^x  Cjiirvi>. 
Die  conische  Polare  von  A  bezüglich  (bcd)  ist  ein  Gcradcnpaar  {dit)^  wenn 
it  die  Gerade  durch  C  ist,  welche  D  und  E  harmonisch  von  J  trennt;  die 
conische  Polare  von  Iß  in  Bezug  auf  AB K  ist  ein  Gcradeupaar  {ädf'),  wenn 
d^  die  Gerade  ist,  welche  durch  B  geht  und  die  Punkte  A  und  AMiarmouisch 
von  Iß  trennt.  Die  Pole  von  d  bezüglich  (ahcd)  sind  also  dio  Schnittpunkte 
von  (dd!')  mit  (c/d").  Von  diesen  yivt  Schnittpunkten  fällt  nur  der  Schnitt- 
punkt (d\  dC)  nicht  auf  //;  da  d  und  d  sich  in  jedem  Punkt  von  (/  scheiden, 
so  bat  die  Gerade  d  auf  ihr  selbst  unendlich  viele  Fole,  daher  muss  die 
cnbische  Polare  irgend  eines  Punktes  von  d  aus  dieser  Geraden  und  einem 
Kegelschnitt  bestehen.      Also : 

\t.  Jede  der  vier  Seiten  ahcd  h  a t  ii n e n  d  I  i  c h  viele  Pole, 
die  auf  ihr  selbst  liegen,  und  nur  einen,  der  nicht  auf  ihr 
liegt;  die  cubische  Polare  irgend  eines  Punktes  einer  der 
vier  Seiten,  z.  ß.  </,  besteht  aus  dies  erSeite  und  einem  Kegel- 
schnitt, der  durch  den  Pol  (//',  </")  un<i  die  drei  Punkte  Z^CF 
geht.  Daher  bilden  die  cul)i sehen  Polaren-  aller  Punkte 
von  c/  a  u  H  s  e  r  /^  e  i  n  K  e  g  e  1  s  c  h  n  i  1 1  b  ii  s  c  li  (^  I  ni  i  t  d  e  n  v  i  e  r  G  r  u  ii  d  - 
punkten  BCF  uud  (//,  iC),  Die  drei  in  diesem  K  ege  Ischnitt- 
büxchel  vorkommenden  Geraden  paare  bilden  in  Verbin- 
dung mit  d  die  cn'bischen  Polaren  der  dr.ei  Doj)  pelp unkte 
/#  />  £  d  e  r  0  u  r  V  e  (ahcd)y  welche  a  u  f  </  1  i  e  g  e  n ,  s  o  d  a  s  s  a  1  s  o  d  i  e 
cubische  Polare  eines  der  sechs  Doppeljiuii  k  te  der  (Jurve 
{aöcd)  eine  dreiseitige  (^urve  ist,  welche  die  im  Doppel- 
punkt sich  schneidenden  Seiten  gleichfalls  zu  Seiten  ha t. 
Aus  der  letzten  Eigenschaft  folgert  man  noch : 

13.  Die  gerade  Polare  eines  jeden  der  sechs  Doppel- 
ponkte  von  (ab cd)  ist  unbestimmt  und  kann  jede  Gerade 
sein. 


tJm  dio  Pole  der  DiAgunale  ÄC  vx  tioden,  suobe  man  die  Durchschnlt: 
der  couiscIiED  I'olnren  vou  A  iu  Bezug  auf  (ficrf)  und  von  C  iu  Bezug  h_ 
{atid).  l'^rstere  iüt  das  Geradenpaar  {il<{'),  die  letztere  ein  Gierftdeii|)».. 
(A6') ,  weiiQ  b'  die  Gerade  durcb  A  ist,  welclie  l>  und  E'  barmoniacii  i 
trennt.  Ibre  Öcbaitlpiiukle  sind  (6,  ä),  (h,  rf"),  (6',  d)  uod  (6',  rf")  oder 
A  uud  0",  also  sind  C,  A  uiid  O"  die  drei  Pole  vüq  AC.  Dies  giebl  1' 
S«U: 

U.  Die  drei    Poleeiuei  Diagonale  aind  ihre£ndpanki 

Qtid    der  ScliDittpunkt  der  andcreu  beiden  Diagonalen, 
oder: 

Jeder  Schnittpunkt   zweier    Diagonalen    bat    die  dtit4 

zur  geraden  Polare  in  Besug  auf  (^ahcä). 

Ist  P  ein  beliebiger  Punkt  von  AC,  so  findet  man  die  Polo  aller  dutti 
P  gebenden  Geraden  als  Durcbscbnitte  der  entsprechenden  Kegelschnit' 
zweier  projeettvUcben  Kegel  st  bnittbüsc  bei.  Drei  Baeispankte  des  ersten  Btt 
schels  bind  ABB,  drei  des  andern  C D E.  Bin  Kegtlscbnitt  des  zweiten  fil 
acbels  geht  durch  A,  ihm  entspricht  ein  anderer  im  er»>ten  Büschel,  dann  ii 
die  Tangente  in  A  an  letzteren  zugleich  Tangente  in  A  an  die  von  beidn 
BQsuhelu  erzeugte  Onrve,  also  An  die  cubische  Polare  von  p.  Der  durch  A 
gebende  Kegelacbuiti  des  zweiten  Büschel«  igt  in  unserem  Falle  dio  e« 
niscfae  Polare  von  A  bezüglich  (beä),  also  das  Geradeupaar(d<^');  ihr  ( 
spricht  die  coniscbe  Polare  ijib')  vou  V  in  Bezug  auf  {abd).  AU  Tangent 
in  A  an  dieses  tieradeopnar  ist  aber  b'  selbst  zu  betrachten,  daher  ist  b'  di 
Tangente  in  ^  an  die  cubische  Polare  n  von  P\  ebenso  iüt  d"  Tangente  i 
C  au  n.  Beide  Tangenten  schneiden  sich  in  O" .  Wir  fanden'  Trüber ,  du 
die  gerade  Polare  p  von  P  bezUglicb  der  vierseitigen  Curve  {abcd)  durc 
den  Pnukt  P'  von  AC  gebt,  welcher  /'  vou  A  und  6' harmonisch  trennt 
Daher  musn  auch  die  gernde  Polare  von  P'  durch  P  und  wegen  des  S«Ue 
11.  auch  die  cubiscbe  Polare  n  von  P  durch  P'  geben.  Du  diese  cnbisc 
Polaro  n  durch  0"  gebt  und  dio  G<^rad.-n  ff'A  uud  0"C  oder  ft'  und  d"  T«» 
genteu  an  dieselbe  sind,  so  ItUtit  sich  uacbtveiseu,  das»  O"  ein  VVeudepunk 
vou  X  und  also  0" P'  auch  Tangeute  an  n  in  P'  ist.  Die  conische  Polar 
vou  '/'  in  Bezug  auf  n  niuss  durch  ^^0  0' geben,  weil  .^  and  C  UorUhrnnga 
punkte  di'r  vou  ff'  aii  n  gezogenen  Tangeulen,  0  und  ff  aber  die  harmo 
nischen  GegeNpunkle  von  ff'  bezüglich  der  Pimkto  BD  und  £Fder  Cur* 
»  siud.  Bs  liegen  aber  dio  vier  Punkte  ACOU'  iu  einer  Geraden,  also  L 
diese  ein  Tbcil  der  conischen  Polare  vou  ff  bezügüoli  n;  der  andere  Th«i 
ist  daher  auch  eine  Gerade  und  diese  muss,  weil  ff'  ein  I'nukt  von 
Tangente  in  O"  au  n,  also  eine  Wcudetaugoute  sein ;  O" ist  daher  ein  Wende' 
puukt  und  0"P'  die  dritte  Tangente  vou  0"  an  ».     Daraus  Tulgt: 

15.   Die  cubische  Polare  n  eines  Punktes  /'irgend  ein« 

der    drei    Diagonalen,    z.    U.    AC\    schnoidot   diese    noch 

barnionisohen    Qegonpunkt    /''    vuu    P  beziigliob   der   £ad 


punkte  A  nnd  C  dor  Diogmialo  nnd  hntim  ßchoittpiinkt  0" 
i»r  andern  beiden  DiagonBlen  BD  und  EF  einen  Wende- 
punkt 

ido  Polare  von  PboBiiglich  der  Carvc 
gen,  daas  0"p'  die  gerade  Polnre  von 
on  P  ist.  Daaa  die  gerade  Polare  von 
,  folgt  daratis,  dnifs  /' auf  der  harroo 
'Iglich  n  lit'gl ,  nnd  dasH  die 
ans,  dnes  die  Cnrve  n  dnrch 


Wir  fanden,  dass  0"P'  die  f 
(•tfifjitt;  es  ISflst  sich  aber  aacli 
f  btiUgiicli  der  cubiseben  Polare  i 
^bdüglicli  n  dnrch  0"  geben  mi 
»i«li«D  Polare  jtC  des  Wendepunkte»  0' 
(»«de  F'olare  von  P  dnrch  P'  gelil,    folgt  di 


Jitdrpi  I'uuklo  ACP'  geht  und  der  letzte  durch  P  von  den  beiden  anderen 
hirmoniscb  getrennt  wird.     Also: 

le.  Die  gerade  Polare  p  eines  Punktes  /»einer  der  drei 

iigonalen   bezU  gl  ich  (aJ>crf)  ist  zu  gl  eicb  die  gerade  Polare 

iD/^bezUglicIi  seiner  cubiscbon  Polare  «. 

Dio  geraden  Polaren  aller  Punkte  von  FO  schneiden  sich  in  F.'.   Wenn 

FO  dio  Gitraden  d  and  fc  in  F'  nnd  F"  schneidet,  so  ist  d  die  gerade  Polare 

rwi/^towohl  bezüglich  der  Cnrve  {abc<i\  als  der  cnbischen  Polare  von  F', 

di»  Gerade  rf  ein  Theil  dieser  Polare  ist.     Gleiches  gilt  von  der  ge- 

Polare  von  F".    Die  cnbische  Polare  von  /"besteht  aus  den  drei  Ge- 

Ld»  (a,  c,  F.O) ;    weil  die  gerade  Polare  von  F  bezüglich  seiner  cnbischen 

nlare,  da  F  ein  Doppelpnnkt  derselben  ist,  jede  Gerade,  also  auch  EO, 

JD  kann,  so  fölll  die  gerade  Polare  von  F  bezüglich  (abcd)  mit  der  ge- 

4»  Polare   von  F  in  Bezug    atif  seine  cubiscbe  Polare  znaaimnen,  — 

'«nter  finden  wir,  dass  die  gerade  Polare  von  0  bezüglich  (hcd)  die  Seile 

nf  und  bezüglich  (nl-e)  die   Seite  rf  in  f  schneidet,  dass  also  S^'die 

rad*  Polare  von  0  in  Bezug   nuf  (abcd)  ist.     Nach  dem  vorigen  Satze 

•ber  auch  EF  die  gerade  Polare  von  0  in  Bezug  anf  die  cubische  Polare 

I  0.  Diese  besteht  ans  der  Geraden  FF  und  einem  Kegelschnitt,  welcher 


ia  ß«rrad«n  0"j,  0"C,  (YB,  O'D  ii 
E>  bilden  die  geraden  Polni 
iked)  oiu  SirahlenbUscbel  mit  de 
Pnnkte  ein  projectivi 
noer  bilden  die  geraden  Polare 
ibbclieii  Telarcn  ebenfalls  eii 
latGch  0  ein  holtebiger  Punkt, 
tt  in  I)a«cbpl  der  cnhischen 


b1I< 
I  Strahlt 
so  bilde 
Polaren 


[,  C,  B,  D  berührt. 

aller  Punkle  von  FO  in  *Bezng  auf 
Scheitel  E  und  die  cnbischen  Polaren 
lOs  Curvenbiiscliel  dritter  Ordnnng. 
■  Punkte  von  FO  bezüglich  ihrer 
büschel  mit  dem  Scheitel  K.  Ist 
seine  coniachon  Polaren  in  Bozng 
projecfiviachea  Kegel- 


ibOacbel.  Iietaterea  ist  daher  auch  projectivisch  znr  Reihe  der  Pole 
ItrcaUccIion  Polaren  des  Büschels  und  achneidet  fO  iu  einer  quadratischen 
Puktinvoinfinn .  die  zur  Reihe  der  Pole  projectivisch  ist.  Beide  Punkt- 
vibcD  hal>^n  drri  geineinscbafiliche  sich  selbst  entsprechende  Pnnkte  nnd 
I  geraden  Polaren  dieser  Pnnkte  bezüglich  ihrer  cubischen  Polaren  sind 
«  ainxigen  von  deugieraden  Polaren  aller  Punkle  auf /'fl  bezüglich  ihrer 
ibüetirn  Polaren,  welche  durch  Q  gehen.     Wir  folgern  daher,  dass  die  ge- 


Mltlel^nk" 


nt(]«d    PoUreu   dft  Punkte  Ton  FO  in  Beng  atif  die  cnbischan  Pol« 
difwer  Pankt«  vod  «indr  Cnrve  der  dritten  CAts»e  nialiflllt  wt-riletu  Ob  ab  j 
dnreb  deix  Punkt  E  vi«r  solchi-r  Geraden  gehen,  s«  bl  £  ein  Tbeil  <liM 
Corve.     Dareb  E  gelien  «l>et  die  gerkden  Polaren  der  f'aokU  FF" F"S 
oln«   gehen  die  geiadeu  Palaren  aller  Punkte  van  FO  beiüglicli  ihrer  e 
sehen  Polaren  durch  E.      Wir  haben  aUo  In  E  swei  SirahlenbQMhel ,  i 
beide  mit  dem  BüBcbet  der  L-nbiBcben  Polaren  nnd  >lab«T  oniereinander  itt>3 
projecliTiscber  Ileziebaog  Mefaeo.  Uiesellien  liaben  riet  Paar  enlfpreclii 
Strahlen  gemeiDschaftlicb,  da  die  geraden  Polaren  der  rier  Punkte  Ffi^M 
bezüglich  (ofii-if)  mit  den  geraden  PoUren  derselben  Pnnkte  besugltcb  Üa 
cnbiscbno  Pnlareo  losammenralleti ;  also  «ind  die  beiden  Suahlooblii 
in  £  identisch  and  wir  erhallen  (ut  die  Punkte  von  FO  nnd  auf  dieMli 
Art  fQr  die  Punkte  der  fauf  Reradcn  £0,  B0\  HO',  A(f,  Cff  den  äal« J 
IT.    Die    gerade   Polare    eine»  Punktes  einer 
Linien  £0.  FO,   B0\  PO',  JO',  CfT  besfislicb  («»«■(*)  fXlU  »itl 
der  geraden  Polare  diese*  Pnnkte«  besagliefa  seiner  enbi- 
scben  Polare   tneanmeiL 
Beitknfig  folgt: 

IS.  Die  enbische  Polare  des  8  cbnillpunktea  0  aweier 
Diagonalen  bestohi  ans  der  dritten  Diagonale  tf(f  nad 
einem  Kegelschnitt,  «ol«b«rdie  Geraden  ifT,  CCT,  BCf,  BCf 
in  A,  C,  B,  D  berührt. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  P  legen  «ir  eine  Gerade gr.  Diflgera<la 
Polaren   aller  ihrer  Punkte  in  Besng  a&f  {ubed)  «erden  t 
(>,  dritter  Clasae  eingehüllt.    Gana  wie  im  vorigen  Beweise  Iksd  sieb  n 


gerMlaj 
rCartfäl 


10.  Die  geraden  PnlareB  der  Pankle  «iner  beliebigen 
Geraden  g  besagljck  ihrer  cnblucben  Polaren  werden  von 
einer  pnrve  €',  der  dritten  Classe  eingehüllt. 

Denn  int  Q  ein  beliebiger  Punkt,    >d  bilden  «eine  citniscbcn  PolarOffl 
bexuglicb  des  R9MbeU  eubivcber  Polaren  der  Punkte  von  g  ein  BOack^tl 
welrhea  g  iu  eiurr  xnr  Punktteibe  der  Pole  der  cubi>cb«  Polaren  project'l 
livinehen  quadratiKchen   Punktincolation  »ehneidet.     Die  grradnn  PotaraBiJ 
der  drei  Doppelpunkte  jener  Pnnktreihe  und  dieser  I  ovo  Iniion  l>oalglielkJ 
ibmr  culiüirbcn  Polarea  lund  die  einsigeo  ,  »elclie  durch  (>  gehen,  also  li 
die  KnvrUppe  der  geraden  polaren  der  l'nnktr  von  g  beaQgltch  ihrer  c■l^ 
•eben  Palarr-n  eine  Carve  S',  dritter  ria^^e.      Die  Gerade  p  »«hneidet  di«l 
Geraden  a,  U.  r,  <  AC.  Bü,  FF.  AO' .  VO",  Rff,  l»'\  >J(.  ^"fl  awl  die  geraden 
Polaren   diesnr   IS  •Schniltpunkl*  ImsHgticli   ihr"!   cubiwben  Pnlaieii   fallen 
älitdaa  geraden  Polnrt-n  dieser  Punkte  in  Reaog  auf  (itkri/)  aasatnmen,  nnJ 
^Bp«  nad  6*,  diese  13  Geraden  al«  gerne imtcbaltl ich e  Tangrnieo  haben ,  |^| 
^^Kf«i^KitsammenfalI«n,  also  bat  jeder  Punkt  P^img  bvaBfUeh  swa^| 


Von  ,\Ih 


nnd  bpxaglich  iaheii)  Hiesslbe  gerade  Pokre.      Es  Tolgl 


n  /'hesljglich 


ügli. 


nbuclieti   Polai 
du  Sin : 

WJ.  t>ie  gpradn  !'ol»re  cinei 
tsblicUcnPoUre  fsllt  mit  soin 
il«r  Tinrscitigen  ('nrve  (o&crf)  zosammon. 

Wimtellen  jßtEt  die  Ftoge  iihcIi  ilnm  Ort  drv  IJoppolpoIc  Nnnnen 
^Dlmlicli  aie  tlroi  Pole  einer  Geraden  in  Bezug  auf  (iftcrf)  vcrbi.n- 
lae  Pol«,  so  kann  es  vtitknninieii,  dass  zwei  solcher  verbandenen  Pole 
ciDen  Doppelpol  zusammen fHllea.  Sind  |u . . .  die  coniscben  Polaren 
«  Pnnkto  von  c  beiüglich  ilor  draiseitigen  Curve  (alid)  und  fi|  , . .  die 
Maitchen  Folnren  der  Punkte  vi>n  □  benüglicli  t^lic  il),  sind  ferner  JW . . .  und 
U,.  .  die  I'dU-  diesor  conisch^n  PnUren,  »o  «ind  die  drei  Punkte,  in  denen 
lieh  («ei  uunische  Polaren,  wie  fi  undft, ,  nnasnr  im  gemeinscbnfilichcn 
SchiiiltpQuk:  der  Geraden  b  nnd  d,  Bcbnciden,  die  drei  Pole  der  Gernden 
MM,.  BeiHbren  sicli  aIdo  awei  KogeUcliniTto  fi  und  u, ,  an  ist  der  Be- 
rfbraDgspnhkl  ein  Ünppelpol.  Da  sber  jeder  Kegelschnitt  (t  von  vier 
KegtlieboitlfiJ  (i,  ..  berührt  wird,  so  Hegen  auf  jedem  Kegelschnitt  ^  nur 
Tier  Ünppnl pole  und  daher  ist  der  Ort  der  Doppelpole  ein  Kegelschnitt  H', 
»eleher  die  Hesse'  sehe  C  n  r  "  e  von  {«  h  c  d)  beisst.     Also : 

II.  Der  Ort  der  Doppel  pole  oder  die  Uessc'scbe  Curve 
roti  {abrtt)  t»t  ein  Kegelschnitt  H\ 
Itt  .Veia  beliebiger,  aber  fester  Punkt,  und  beslimmen  wir  seine  geraden 
PoUren  in  Bezug  nuf  alle  cubischen  PoUren  von  {abcd),  rechnen  wir  ferner 
4*  Uttteren  zu  einem  System  £  und  die  ersteren  zu  einem  «ndoren  System 
J),  K  entspricht  also  jeder  cnbischen  Polare  von  S  einä  Gerade  von  S,  und 
■WiBeltBhrl.  Sind  nn...  die  cubischen  polaren  eines  Büacbels,  welche  sich 
b  dm  drei  Punkten  OffQ"  nu8»er  in  ABCDEF  schneiden,  so  achneiden 
i  dift  geraden  Polaren  von  X  hezliglich  itn...  in  einem  Punkt  Q,. 
Um  drei  verbonJenmi  Polen  OQ'Q"  von  E  entepriclit  ein  Punkt  (J,  in  i', 
d  daai  Punkt  0,  eniGprechen  jene  drei  verbnndeuen  Pule  Q  p'f>". 

Die  cDbischen  PöUren  aller  Punkte  einer  der  vier  Seilen ,  a.  B.  n,  he- 
adiFn  ntM  drr  Onrndon  o  nnd  einem  Kegelschnitt  «,  welcher  durch  vier 
h»U  Cnnkle  (:i>g%  gnhi,  «o  dass  also  die  beiden  anderen  mit?!  verbnndenen 
l'«b>  a'iR"  nuf  II  liegen,  und  zwar  kann  jeder  Pnnkt  v 
•aü'?»r.ben  w.-rd<-n.      Dem  Punkt  21  entspricht  ein  feste 

»I  l'nnkl  von  ii  i-ntspricht  also  derselbe  Pnnkt 
l»«fieliiniti  wollen.  Umgekehrt  entspricht  dem  I 
V<n\\  v,.n  n  nnd  ilaher  diese  Gerade  selbst.  Ebi 
rri  Hnnkte  ©,G,Xi,,  denen  in  i:  die  drei  Oeind 
J«dei  -ler  .e«l>-  Punkte  ABCDEF  entspricht  nllei 

Hil  Hilf«  der  zwi«chfln  den  Systemen  £  und  £,  aufgrs(ol|l<.n  gen. 
«Mriiehon  Verwand Ixchnrt  llbi>.t  aich  die  Frage  nach  dem  Ort  der  den 
l*nkt«i  «in«  Curve  verbundenen  Pole  beftntworien. 


in  «  nU  91'  oder  ?l" 
fester  Punkt  in  S, ,  und 
von  E,.  den  ^.ir  mit«. 
'unkt  «I  von  S,  jeder 
nnso  giebl  es  in  S,  noch 
en  brd  enis]irechpn.  — 
I  Punkten  von  £,. 


WcoD  t  eine  beliebige  Gerade  »t,  m>  «Blspricbt  ihr  In  £,  <äoo  Cnrva  J 

Dk  g  Tou  jetler  CDbischeo  PoUr<»  in  dr«i  Pnakien  ge^chnitteo  wird  nnd  jedi 

eine  Gerade  in  £,  entspriclit ,  so  mn»  jeiln  iHraer  Geradeo  die  Cnrve  AT,  j 

drei  Ptinbten  seliiM^ideii ,  also  ist  ancb  A,  ron  dar  drilt«D  Ordonng. 

Bodern  Geraden  g'  von  £  entspricht  eine  CurT«  A",  in  £x.     Die  Corren  i 

nod  X't  schmriden  sieb  ansser  in  3(i9|15,Ti  noeh  in  fünf  Panklon. 

einen  von  ihnen  entspHchl  der  SchnKtpunkl  von  g  und  g  ;  jedem  der  ands) 

entspricht  ein  Paar  Tcrbandener  P'de,  von  denen  der  eine  mntg.  der  andei 

aar  g    liegt.     Aar  jeder  Geraderti  <;'  liegen  abo  vier  Pnnkle ,  die 

Pnttkten  auTjp  »ier  Paare  perbaadenrr  Pnle  bilden,  »der  mit  andern  Wort 

Zt.    Die  den  Punkten  einer  Geraden  pTerbandenen 

liegen  auf  einer  Cnrre  C   vierter    Ordnnng,    welche  i 

dnreb  die  Schniilpnnkle  -roa  g  and  ff*  gebt. 

Ist  A"  ein  beliebiger  Kegel«ehnitt,  so  eDtspn'chl  ihm  in  £,  eine  C 
K,.  Da  A**  von  jeder  cnbiseben  Polare  in  sechs  Pankten  gescUnitten  wird,  g 
mnss  A~,  von  deu  Geraden,  weiche  diesen  cobiccben  Polaren  entspfecbfli 
aneh  in  lech»  Punkten  geschnitten   werden.     Also  i«t  A',  von  der  secbsti 
Ordnung   und    werde    mit  A',*    beaeiebnet.      Diese  Cnrre   bat   die  I 
!t|!Bi6,^,  an  Doppelpunkten,  weil    A'*  jede  der  Geraden  obrd  in  zw 
Punkten  schneidet.    Einer  beliebigen  Geraden  g  entspricht  eine  Cnrve  ü 
die  anch  durch  die  Punkte  %  S<  6i'?i  gebt.     Beide  Cunren  schneiden  aM 
in  18  Punkten;  acht  von  ihnen  liegen  in  ?(|i?,(Fi^i.    Von  den  fibrigen  * 
entsprivheu  swei  den  Schnittpunkten  vnu  g  nnd  AT    Pen  ührig  bleibeadu 
aeht  Schnittpunkten  enls|irerben  in  £  aeJit  Paar  rerbundener  Pole,  co  du 
von  jedem  Paar  der  eine  Pol  auf  y,  der  andere  auf  A"  l<e^.     Daher  g 
es  acht  Punkte  auf  A",  deren  je<ier  einen  verbundenen  Pol  auf  der  bi 
bigen  Geraden  g  bat.      Daraus  folftt: 

n.  Die  den   Funkten   eines  Regelaebaitles  A**  ferb 
denen  Pole  liegen  aufeinertTurve  achter  Ordnun;;,  we 
auch  darch  die  vier  Sehnt itpnnkie  von  JT*  und  AT*  geh 
Znr  Ahleitnng  dieses  Saties  benniaten  wir  den  Satt,  das«  eine  Cm 
dritter  Ordnung  and  eine  Cnrve  sechster  Ordnnn^  )S  Rdiniltpnnkte 
Da  der  lelsler«  SaK  Bynihetijich  nocb  nicbl  bewiesen  iit,  so  in  ein  andt 
(vergl-  Cremon  B,  Cinleiinng  in  eine  geninetnscbe  Theorie  der  e1»enrnC 
ven,  Art.  IflS]  voraaxieben.  —  Drr  Ort  dar  den  Punkten  von  /j  verbwitdeiM 
Pole  ist  eine  Cnrve  vierter  Ordnung,  wecke  A'*  in  acht  Punkten  tchn< 
Also  in  der  Ort  der  den  Punkten  von  A'  verhsndenen  Pole  eiiwt  ( 
achter  OrdnQDg. 

WWilen  wir  fT  statt  A'*,  wa  aerfSUt  der  Ort  der  ihren  Punkten  verfc 
Pole  in  ff*  und  eine  Cnrve  t*  seehsler  Ordnung.     AI«o: 
M.  Der  Ort  der  den  Punklen  der  Hesaesehon  Onr< 
ihsBianea  Pole  lal  eia«  Cvrwe  C*. 


Alle  enbischi<n  PoIaroD,  welche  durch  einPti  Pnnkt  (OR)  von  ff'  gebpii,  be- 
'  ralirnn  »ip)i  in  diesem  Punkt  und  Iinben  in  ihm  eine  gemeioäclmrtlichn  Tad- 
gentc.  Welches  ist  die  Enveloppe  allfir  dieser  TangPnten?  Dn  in  (0  Ji) 
sieh  ftDch  zwei  Kegetsclinilte  fi  und  v  berühren,  bo  elollt  sich  die  Frage 
Hcb  nach  der  Envelopjie  der  in  den  Beriihrnngspunkten  der  Kegelschnitte 
p...  nnd  V...  gexogenen  gemeinschafllicben  Tiingeiitpn.  Ist  P  ein 
bdiebiger  Punkt,  so  liegen  dio  BerUhrnngspunkte  der  von  ihm  an  die 
RftgeUchnitln  (»...  und  v  ...  gezogenen  Tangentfln  auf  *wei  Curven  dritter 
OrinongSm  und  %  weil  allPfi...  ein  BUscbel  bilden,  nnd  ebenso  allov.... 
Die  beiden  Carven  ^  nnd  9t  schneiden  sieb  ausser  in  P  noch  in  acht 
Paukten,  deren  Verbindungslinien  mit  P  die  acht  mßglicben  Tangenten  an 
ilie  grsuclite  Enveloppe  sind.  Diese  ist  also  vno  der  achten  Classe,  Sie 
ttineirl  eich  aber  auf  einen  Eegnlschnitt  «nd  die  sechs  Punkte  ^  PC  DE  F. 
Alle  Kegelschnitte  fi  und  v  haben  nämlich  den  Punkt  E  gemein  nnd  es  giebt 
IUI  jeilem  Biiscbel  einen,  welcher  PE  berührt.  —  Die  Kegelschnitte  fi... 
indv...  sind  die  cnniochen  Polaren  der  Punkte  von  c  bezüglich  {abd)  nnd 
im  fl  bcaügifcb  (bcd).  Nehmen  wir  su  ibnoii  noch  dio  coniachen  Polaren 
I...  der  Pankte  vnn  b  bezüglich  (acrf)  and  s  . , ,  der  Punkte  von  rf  bezüglich 
(dir),  so  berühren  auch  zwei  Kegelschnitte  p  und  e  die  Gerade  PE  in  E, 
■»Ü  PS  clete  vier  Kegelschnitte,  aus  jedem  der  Biischel  ft  ...  v ...,  q..., 
('..  einen,  giebt,  welche  aicb  in  denselben  drei  Punkten  schneiden.  Daher 
tiebl  es  anch  in  jedem  der  Biischel  einen  Kegelschnitt,  welcher  PA  in  A, 
/■ffln  ff, ...  berührt  and  wir  haben  den  Satz: 

i&.  Di«  Bnvelnppe  der  gemeinschaftlichen  Tangenten 
in  den  Berübrnngspankton  aller  cubischen  Polaren  ist  ein 
Kegelschnitt  C,V 
Die  coniachen  Polaren  der  drei  Punkte  A,  E  anü  F  la  Being  anf  ein 
fittchel  cobiscber  Polaren  bilden  drei  projectivische  KegeUchnittbUBube), 
«WtBmanje  drei  conische  Polaren  einander  entsprechen  lässl,  dio  sieb  auF 
diinlbe  cubische  Polare  beziehen.  Der  Ort  der  Schnittpunkte  bomologer 
K*|«l(ehnitte  der  coniachen  Polaren  von  A  und  E  ist  eine  Ctirvo  vierter. 
Ordpnng,  die  nnn  der  Geraden  rf  nnd  einer  Curve  C  dritter  Ordnung  besteht. 
Zitnta  schneiden  sich  die  bomologeii  Kegelschnitte  der  coniscben  Polaren 
na  A  nnd  F  auf  a  und  einer  Curve  C,'  dritter  Ordnung.  Die  Curven 
(rf,  C*)  und  (n,  r,')  haben  18  Schnittpunkte.  Reebnen  wir  hiervon  die  vier 
Qmndpankte  des  Bilschets  couischer  Polaren  von  A,  ün  denen  A  und  je  ein 
Punkt  anf  ci  und  d  geboren  ab,  so  bleiben  zwölf  Schnittpunkte  übrig  nnd 
die»«  «iad  bekanntlich  die  Doppelpnnkte  derjenigen  Corven  des  Btiaehela 
«nWclier  Polaren,  welche  solche  besitzen.  Es  giebt  im  Büschel  vier 
Curven,  die  ans  einem  Kegelscbnilt  nnd  einer  Geraden  ausammengeaetzt 
•ind,  also  zwei  Doppelpnnkte  haben ;  also  «ind  in  jedem  Büschel  cubtscher 
PoUren  nur  vier  Cnrvcn  mit  einem  Doppelpunkt.  Da  aufjedcr  Geraden 
»Im  rier  Pole    von    solchen  cnbiachen  Polaren  liegen,   welche  nnr  einen 
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Di<>  bsrmonischeB  Mittelpunkte  ete. 


Doppelpunkt  haben,  ao  ist  der  Ort  dieser  Pole  von  der  vierten  OrdnnTt^ 
Cr  hcisst  die  Steiiier'sche  Cnrvc  von  (ahcd)  and  es  Tolgl  der  SAta: 
S6.  Der  Ort  der  Pole  solcher  cubischen  Polaren,  welc 
nur    einen    Doppelpunkt  haben,    ist    eine    Cnrve  S*    vier 
Ordnung,  welche  die  Steiner'sche  Cnrve  von  (o6cd)  iat. 
Wir  fanden,  dasa  ea  auf  jeder  Gernden  vier  solche  Pole  giebt,  der« 
cnbische  Polaren   nnr  einen  Doppelpunkt  haben;  anf  jeder  Geraden  dnres 
einen  der  Dingonalpunkte  OO'O"  giebt  ea  aber  nur  iwei  solcher  Pnnkte,  we= 
jeder  dieser  Pnnkte  der  Pol  einer  cubischea  Polare  ist,  welche  zwei  Doppo—  —^ 
punkte  hat;  also  folgt: 

27.  Die   drei    DUgonalpunkte  OffO"  des  Vieraeits  (abei 
'     sind  drei   Doppelpnnkto  der  St einer'achen  Cnrve  S*. 

Ist  Pein  Punkt  von  B',  so  berühren  sich  in  ihm  nnendlicli  viele  cabisctiE.  ' 
Polaren  und  haben  in  P  die  gemeinschafttiche  Tangente  p  anr  geraden  P« 
laro  von  P.  —  Die  gerade  Polare  von  P  hezilglich  irgend  einer  ander* 
cnbiscben  Polare  und  daher  in  Bezng  auf  alle  underen  cubischen  Polat»^ 
schneidet  p  in  einem  Pnnkt  Q.  Daher  ist  H*  der  Ort  der  Pole,  deren  gft  ■ 
rade  Polaren  bezilglick  der  cubischen  Polaren  von  {ab cd)  darcb  einen  Punk '4 

Wenn  P  ein  Doppelpunkt  irgend  einer  cuhiachon  Polare  ist,  so  hitbed 
alle  cnhischen  Polaren,  welche  dnrch  /"gehen  und  ein  Büschel  bilden,  itM 
P  xwei  gemeinschaftliche  Punkte,  d.  h.  sie  berühren  sich  in  P  und  diesem 
Punkt  ist  nUo  ein  Punkt  von  ff',  so  daas  also  B'  der  Ort  der  Doppelpunkte 
derjenigen   cnbiscben  Polaren  ist,    welche 
Ansserdem  Hegen  anf  B'  die  drei  Paare  vo 
Polaren  von  00  0"-   sie  sind  die  Solinittpni 
naleu  O'O".  0"0 ,  O  f/. 

Es  folgen  also  die  SStxe: 

28.  Die  Hesse'scbe  Cnrve  if'  ist  der  Ort  der  Po 
gerade  Polaren  bezüglich  der  cubischen  Polaren  von  («6 cd) 

,  »ich  in  einem  Punkt  treffen;  sie  ist  ferner  der  Ort  der 
Doppelpunkte  der  cubischen  Polaren,  welche  nur  einen 
I)  o p )) elp an  kt  haben,  enthält  jedoch  auch  die  drei  Paar eV na 
Doppelponkteu  der  cubischen  Polaren  der  Punkte  OO'O",  der 
Diagonalpunkto  von  {ab cd),  und  schneidet  in  diesen  Doppel- 
punkten die  drei  Diagonalen  O'O",  0"o,   Off. 

I  Punkt  P  der  Uesse' sehen  Curvc  B*.  als  Doppel- 
n  Polare  aufgefasst,  den  Po!  Q  derselben  auf  der 
)  .S*  entsprechen,  so  sind  die  Funkte  P.  .  iLftt  B*  nad 
ivischer  Beziehung.  Den  drei  Doppelpunkten  OO'O"* 
B  Sohnittpnnkle  von  B'  mit  00",  0"(i,  0  0'.  —  Nach 
len  sich  in  Q  die  geraden  Polaren  von  P  für  alle  cnbiscben 
isi  p  die  gemeinschaftliche  Tangente  der  cnbiscben  Polaren 


inen  Dopoelpunkt  haben. 
9  Doppolpunkteu  der  cubischen 
ktn  von  //'  mit  den  drei  Diago- 


LSsst  man  jedei 
pnnkt  einer  cnbischei 
Steiner'schen  Curv» 
0...  anf  S^  in  projecli 
von  S*  entsprechen  i 
Obigem  sehne 
FoUrcn.    Don 


l.«K   nnil  « 


Von  MrttNowsKi. 


nnd  «',  die  sich  in  P  berflhreo,  sebneidet  ferner  dio  gerade  Polare  von  P 

betflglich  irgend  einer  andern  cnbtaclien  Polaro  die  Tangente  p  :n  Q",  so 

t.i-pfF«D  sich  die  geraden  Polaren  von  P  in  8ezu^  auf  alle  cnbisclion  Polaron 

It»  0'  und  daher  schneiden  sich  die  conischen  Polaren  von  Q'  rti  Dezng  anf 

mlh  cQ bischen  Polaron  in  P.     Ist  p'  irgend  eine  gerade  Polare  des  Pnnktes 

J*,  80  gehen  die  coniscben  Polaren  aller  ihrer  Pankte  durch  P  nnd  P  ist 

d«hflr  ein  Doppelpankt  einer  cabiscben  Polare.     Seine  cnbische  Polare  sei 

V,  dtnn  mnss  auch  die  gerade  Polare  von  P  bezüglich  n*  oder,  was  dasselbe 

ist,  beiüglich  [abed)  durch  Q'  gehen  nnd  Q'  muss  mit  Q  susammenfallen. 

Die  Bnveloppc  der  Geraden  PQ,. . .  ist  daher  nach  25)  der  Kegelschnitt  C,' 

and  es  folgt : 

».   Die    Enveloppe    der    Geraden    PQ,...,    welche     ent- 

iprechende  Paukte  P  nud  Q  der  Uesse'scbcn  nnd  Steiner- 

leheuCorve  vorbindet,  ist  d  er  Kegelscbn  itt  C,'.    (Vergl.26.) 

Eine  Tangente  q  der  Steiner'scben  Cnrve  herfibre  dieselbe  in  P.  Die 

euliischen  Polaren    aller  Funkte    von  q  berühren   sitli  im  entsprechenden 

Paukt  P  von  Q  auf  der  Hesse'  sehen  Cnrve ,  so  dass  also  P  ein  Pol  von  q 

betllglieh  {abcd)  nnd  q  die  gerade  Polare  desselben  ist.     Daraus  folgt  fQr 

liifigteiaer'scbe  Cnrve: 

ao.  Die  Steiner'sohc  Cnrve  ist  die  Enveloppe  der  ge- 
tiiisn  polaren  der  Punkte  der  Hesse'scben  Curve. 
Diese  Eigenscbaft  macht  es  leicht,  die  Classe  der  Steiuer'schen 
Cnive  an  bestimmen.  Ist  nämlich  ft  ein  beliebiger  Punkt,  q*  seine  cubische 
Pnlwe,  so  gehen  durch' Ä  die  sechs  geraden  Polaren  der  Schnittpunkte  von 
^  mit  der  Hesse 'sehen  Cnrve  jff',  woraus  folgt ,  dnss  die  Steiner'sche 
Carre  von  der  sechsten  Classe  ist,  —  Wenn  R  auf  einer  der  vier  Seiten 
f^cd.  z.  B.  anf  a  liegt,  so  besteht  seine  cubische  Polare  aus  a  und  einem 
K«gMichaitt  e*.  Die  geraden  Polaren  der  Schnittpunkte  von  a  und  ff' 
Mira  mit  a  zusammen,  so  dass  also  a  eine  Doppeltangente  der  Steiner- 
Cune  ist  nnd  von  Jedem  ihrer  Punkte  sich  nnr  noch  vier  Tangenten  an  die 
■^ive  itebeu  lassen.     Wir  scbÜassen  : 

31.  Die  Steiner'sche  Cnrve  ist  von  der  sechsten  Classe 

Uni)  bat  die  vier  Seiten  abcd  der  vierseitigen  Cnrve  {abcd) 

in  Doppeltangonien. 

Wenn  7t  anf  a  liegt,  so  findet  man  die  vier  Tangenten,  die  sich  von  R 

'n  die  Steiner'sche  Cnrve   legen   lassen,    als  die  geraden  Polaren  der 

•  inkle,  in  dienen  ff'  von  der  conischen  Polare  jn  von  Ä  in  Bezug  auf  das 

Bfiieit  (bctf)  geschnitten  wird.    Der  Punkt  R  durchlaufe  -.tle  Gerade  a,  so 

'^thrtibt  die  conische  Polare  ^  bezüglich  {bcd)  ein  Kegchohnittbüschel, 

'*"  tleiscn  Kegelschnitten  sechs  die  Cnrve  ff'  berühren.     Von  den  Polen 

■ÜMer  sechs  Kegelschnitte  bezüglich  (hcd)  lassen  sieh  daher  an  die  Stei 

"«''(che  Cnrve  S*  nur  je  drei  Tangenten  ziehen.     Roclmen  wir  hierzu  die 

*i#t  iu  den  beiden  Berllhmngfipiinkten   dpr  Doppeltangente  n  vereinigten 


Pnnkto ,  so  folgt,  dass  es  snf  der  DoppeUnngente  a  10  Punkte  giebt 
denen  sicli  weniger  nis  vier  Tangenten  au  die  Envelnppe  der  geraden  Po- 
laren der  Punkte  von  ff'  ziehen  lassen.  —  Dasselbe  Resultat  erlialien  wir 
etwas  allgemeiner  anf  folgendem  Wege.  Es  bewege  sieb  ein  Pnnkt  Ä  anf 
einer  Geraden  g,  so  beschreibt  seine  ciibiache  Polare  p'  ein  Büschel,  des§en 
einielne  Carven  H'  in  Punktgrnppan  von  je  aecbs  Punkten  schneiden.  Die 
Gruppen  von  je  15  Vcrhindungtilinien  dieser  Punkte  werden  von  einer  Cnrvo 
der  fanften  Claase  eingehüllt,  denn  von  jedem  Pnnkt  aaf  ff'  lassen  sieb  an 
die  Enveloppe  jener  VerbindnngsliDieo  nur  füuf  Tangenten  eiehen,  die  Ge- 
raden nKmlich,  welche  den  Punkt  mit  jenen  fünf  Punkten  verbinden,  welche 
mit  ihm  eine  Grnppe  von  sechs  Punkten  bilden.  Diese  Curre  t^nFter 
Classe  bat  mit  ff'  zehn  gemeiuschaftliche  THngonten,  so  dass  es  zehn 
cubische  Polaren  p'  giebt,  welche  ff'  berühren.  Mit  anderen  Worten:  Anf 
jeder  Geraden  g  giebt  es  lehn  Punkte,  von  denen  sich  an  die  Enveloppe 
der  geraden  Polnren  der  Punkte  ff'  nur  je  fünf  Tangenten  sieben  lassen. 
Diese  zehn  Punkte  lie^^en  entweder  anf  der  Stein  er'scheu  Curve  S'  oder 
auf  deren  Wendetangenien.  Da  S"  von  der  vierten  Ordnung  ist,  so  bat  sie 
sechs  Wöndelangenlen. 
Wir  schliessen  daher: 

31.  Die  Enveloppe  der  geraden  Polaren  der  Punkte  von 
ff'  besteht  aus  der  Stoi  ner'schen  Cnrve  S*  nm  deren  sechs 
Wendetangenten.  — 

Gleichzeitig  folgt: 

32.  Ist  0  ein  Wendepunkt  der  Stoiner'scben  Curve  nnd 
/•der  entsprechende  Punkt  auf  der  neaae'schen  Corvo  ff*, 
80  ist  PQ  die  Tangente  von  ff'  in  P.  Da  es  sechs  Wende- 
punkte auf  S<  gieht,  so  giebt  es  sechs  Büschel  cnbischer 
Polaren,  deren  einzelne  Curven  sich  dreipunktig  berühren. 
Diese  Berührungspunkte  liegen  natürlich  aaf  ff'  und  in 
ihnen  wird  ff'  von    C  berührt. 

Ilal  eine  cubiscbe  Polare  eine  Spitze,  so  entspricht  ihr  eine  Spitae  det 
Curve  von  Stoiuer.  Diese  kanu  aber  keine  Spitxe  haben,  da  sie  böcbslena 
drei  Doppelpunkte  haben  kann,  wenn  sie  eine  einfache  Curve  ist  Wenn 
wir  nämlich  00' O",  die  drei  Doppelpunkte  von  S\  als  Tripelpnnkte  eines 
Kegelschnittbüschels  betrachten  und  jedem  Punkt  den  ihm  bezüglich  des 
ßUsehels  coujugirten  Punkt  zuordnen,  so  stehen  alle  Punkte  der  Eben«  zu 
den  ihnen  conjugirlen  In  einer  geometrischen  Verwandtecbaft  zweiten  Gra» 
des,  welche  Dur&ge  die  Steiner'scbe  Verwandtschaft  genannt  bat. 
Jedem  Kegelschnitt  durch  .die  Punkte  00' (f  entspricht  eine  Gerade  nnd 
umgekehrt.  Da  jede  Gorade  g  die  Ste  iuor'sche  Curve  S*  in  vier  Punkten 
schneidet,  so  schneidet  der  Kegelschnitt  y',  welcher  der  Geraden^  ent- 
spricht, die  der  Steiner'  sehen  Cnrve  entsprechende  Curve  in  vier  Punkten 
nnd    daher   ist  letztere  ein  Kegelschnitt  «'.     UHtte  S^  nucli  einen  vierten 


DopjKipttDkt  A,  so  würden  die  KegelscliDitte  ^...,  welche  den  Strahlen 
(Jnrtb  J  entsprechen,  ein  BÜBchel  bilden,  dessen  RegelEcfauitte  in  dem 
Pnakt  y,  welcher  dem  Punkt  A  entsprechen  soll  und  auf  o*  liegt,  mit  o' 
iwei  insammenrallende  Punkte  gemein  haben,  und  dies  geht  nur,  wenn  ö* 
ia/eiacu  Doppclpunkt  hat,  also  in  ein  Paar  gerader  Linien  zerfSIlt.  In 
&HDI  Falle  aber  wäre  die  dem  Kegelschnitts  c'  entsprechende  Cnrve 
ntrter  Ordnung  ein  Paar  von  Kegelschniltoa.    Es  folgt: 

J3.    Eine  ein  fache  Curve  vierter  Ordnung  hatböohBtena 

drai  Doppelpunkte.    Daher  giebt  es  in  dem  Netz  cubiseher 

FtUreo  von  {iihcd)  keiue,  welche  oiuo  Spitze  hat. 
Im  Obigen  fanden  wir,  dase  die  gerade  Polare  eines  Pnnktes  bezüglich 
liitu  eubischen  Polare  sagleicb  die  gerade  Polare  dieses  Punktes  in 
Bttng  auf  die  vierseilige  Curve  ('i6^if)  ist.  Hieran  anschliessend,  wollen 
vir  unter  der  conischen  Polare  eines  Punktes  bezüglich  {ahcd)  die 
Mtiache  Polare  dieses  Punktes  in  Hesug  auf  seine  cnbische  Polare  ver- 
lUliM  und  onigekehrt  unter  jenem  Punkt  den  Pol. 

Wir  beseicbneu  mit  PP,  P,  ...  die  Punkte  einer  Geraden  ?,  mit 
i('V«i'---  ihre  cubiscben  und  mit  k'x,'«,'...  ihre  coniscben  Polaren.  Von 
IcDMieti  geben  durch  irgend  einen  Punkt  Q  uur  zwei,  denn  die  geraden 
Paiven  99, 9, . . .  von  Q  in  Bezug  auf  n'wi'ii,',..  bilden  ein  diesem  Büschel 
cnUtcber  Polaren  projectiviacbes  Strahlenbuscbel  und  treffen  fr  in  einer 
PimklrPihe  ÄÄ,  fl,  .,,,  welche  mit  der  Punktreihe  ??^T^...  in  projectivi- 
tcber  Betiehnug  steht.  Da  dud  swei  Punkte  der  ersten  Keihe  mit  ihren 
ntiprscbenden  in  der  zweiten  zusammenfallen,  so  schneiden  sich  ihre  coni- 
kIicd  polaren  boaüglich  ihrer  eubischen  Polaren  in  f  und  au 
M  keioDu  pQokt  auf  g,  dessen  conische  Polare  bezüglich  s 
Coltio  durch  Q  geht.    Wir  folgern : 

3t.     Die   coniscben  Polaren    der  Punkte  einer  Geraden 

betaglicli  der  eubischen  Polaren  dieser  Punkte  bilden  eine 

Biibe  von  Kegelschnitten  vom  Index  2. 
Alle  diese  coniachou  Polaren  haben  als  Knveloppe  eine  Curve  ffl,  welche 
}oilt Polar«  in  denjenigen  vii^r  Punkten  berührt,  in  denen  sie  von  der  un- 
^licli  benachbarten  geschnitten  wird,  Da  durch  jeden  Punkt  Q  zwei  von 
■liurDcouisehcu  Pularen  gehen,  so  müssen  sie  zusammenfallen,  falls  Q  ein 
fiinkl  von  ft  ist,  also  bat  jede  conische  Polare  nur  vier  Punkte  mit  ft 
gvoein,  in  denen  sie  ft  berührt,  und  daraus  scbliessen  wir,  dass  £  von  der 
•icrteo  Ordnung  ist.  —  Wenn  Q  anflS  Hegt,  so  müssen  seine  geraden  Po- 
Umh  beidgliub  «'tt,"...  die  Gerade  g  in  einer  s. 
«iKiien  Pnnktroiho  AA,  n, ...  schneiden,  dass 
ttll  Mioem  entsprochendea  in  der  ersterou  a 
PdUreu  mQsaen  sieh  in  einem  Punkte  von  g 
(Brada  Polare  eines  Jeden  Punktes  von  ft  in  I 
Poltten  »r*. . .  eoin. 


bnen  giebt 
eubischen 


leben  zu  fP,  T,  . , .  projecti- 
inr  ein  Punkt  der  letzteren 
ifallt;  oder  alle  geraden 
dineiden,  il.  h.  j/  muss  die 
izug  aaf  eine  der  eubischen 
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Die  ünimon lachen  MilttrlpnuJcii; 


Polare  k„  vou  P,  besUglicfa  n,'  moas  doreh  die  conjugirten  Funkle  91.  iBtS,  3>, 
von  P,  and  dnrch  die  vier  Pole  ^  ß,  C,  «,  oder,  was  dasseltie  tat,  31,  Ö«6.S)| 
von  y  in  Bezug  auf  n,\  also  durcb  die  scbt  Punkte  St,  äJ,  ß,  Ci  %,  *.  6.  ?. 
gehen.  Durcb  dieiiclben  acht  Pankte  gebt  aber  auch  die  conische  Polare 
Xfi  vou  Pf  in  Bezug  auf  n,',  so  dasd  also  x„  and  x,,  zusammen  Tal  Ion.  Uaraua 
fliuBBt  der  wichiige  Satz: 

38.  Sind  n,'n,'  die  cubiscben  Polaren  aweier  Punkte 
P,P,  bezüglicb  der  vierseitigen  Cnrve  (abce/),  so  fnUen  die 
cottiscben  Pnlareu  Kj,  von  P,  bezüglich  n,'  und  x,,  von  Pf 
boKüglicb  n,'  in  einen  KegeUcbni tt  ausaniuen.  Man  nennt 
ibu  die  gemischte  conisube  Polare  von  />,  und  />,.  Sie 
schneidet  die  zweite  Polare  St'  der  Geraden  g  in  sveimat 
vier  Punkten,  in  denen  sie  von  den  cenischeo  Polaren  x, 
nnd  «,  von  P,   und   P^  berübrt  wird. 

Da  »,  und  Jt„  die  vonischen  Polaren  von  P,  und  P,  in  Being  auf  n,' 
»iud,  so  fällt  die  Polare  von  /',  beisüglicb  x,  mit  der  von  /',  bezttglicb  x„ 
itubauiuieu  in  die  gemischte  gerade  Polare  von  P,  nnd  /',  iu  Bezug  auf  n,'. 
Die  Polaro  von  P,  nach  x„  kann  man  auffassen  ale  die  zweite  Polare  von 
P,  nach  a,'  oder  auch  alii  die  erste  Polare  vuu  P,  bezüglich  der  ersten  Po- 
Inro  von  P,  nncb  ^'  und  ebenso  die  Polare  von  P,  nach  x,  als  die  ertte 
Piilare  vou  /",  bezüglich  der  eratan  Polare  von  P,  nach  n,'-  Da  aber  dia 
erste  Polare  von  P,  nach  n,'  die  zweite  Polare  von  P,  nach  (aficrf)  kt, 
so  folgt: 

S9.  Die  zweite  Polaro  von  P,  iu  Bezug  auf  die  erste 
Polare  voui',  bezüglich  (a  b  c  d)  fSllt  mit  der  ersten  Polare 
vou  />,  bezuglich  der  zweiten  Polare  von  P,  beattglicb 
(abcd)  in  oine  Gerade  p,^  zusammen. 

Hremona  bat  für  die  eben  bewiesenen  Sätze  3S  und  39  einen  Beweifl' 
gegeben  (£inleitaug  in  eine  geometrische  Theorie  der  obonon  Curven,  iib«r- 
xetat  von  Curtze,  8.258),  der  hier  nicht  unmittelbar  anzuwenden  war,  woU 
er  folgende  Sätze  voraussetzte: 

40.  Bestebl  eine  Curve  vierter  Ordunag  ans  vier  in 
einem  Punkt  zusammenlaufenden  geraden  Linien  {ab'c'if), 
so  besteht  die  cubische  Polare  eines  jeden  PuuktesbosUg- 
I  ich  (u'i'cV)  aus  drei  in  demselben  Punkt  zuaam  monlau  fen- 
dou  Geraden. 

41.  Schneidet  man  die  vier  Seiten  a^cd  der  vierseitigen 
Curve  (alicd)  durcb  eine  Gerade  r  nnd  verbindet  einen  be- 
liebigen Punkt  mit  diesen  vier  Punkten,  so  schneiden  di« 
Verbindungslinien  die  Seiten  ahcd  noch  iu  zwölf  Punkten, 
die  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  liegen. 

Um  den  ersten  dieser  beiden  SUtze  zu  beweisen,  darf  mau  iu  den  vier- 
seitigen CurvQu   {abcd)  nur  anl  irgend  eine  Weise  die  Geradeu  a  und  c  so 


loBetog  jknf  (aheii)  nnd  aoob  der  Ort  der  Fola  dieser  Ge- 
i*d«D  ID  Besog  auf  die  cnbisclien  Polaren  ihrer  PuuktB. 
Jdder  Doppelpankt  J  des  Bäsvlieb  ni'. .  der  cubisclieu  Polaren  didsb 
ufdar  Curvv  ^  liegim,  denn  ein  Dolcber  hat  für  alle  Curven  des  BUsuIioIb 
ilimalbe  gerade  Pglare,  welche  17  in  einem  Punkte  Hclineidet,  und  dieser  ist 
dgr  niiuige  Punkt  von  ^,  dessen  coDische  Polare  bezUgücb  (abcä)  durch 
dpbL 

Die  coDischen  Polaren  der  Schnittpnnkte  vun  g  mit  den  vier  Geraden 
4lctfiiiid  Geradenpaare  (nii,),  ('''',).  {er,),  {<til,),  so  daKS  aläo  tiowohl  ahcä, 
i\^^\t^d,  Doppeltaugeuleu  von  ^  sind. 

Unler  den  Curven  n'...  gieht  es  vier,  welche  g  berühren.  Ist  Jf  einer 
JuBeTbhrnngspunkta,  dann  ist  g  die  gerade  Polare  von  M  beaiiglich  der 
iujf  berührenden  cubisdien  Polare,  und  daher  schneiden  sieb  dio  geraden 
fflUreu  von  M  besUglich  aller  cabischen  Polaren  n*...  in  einem  Punkto 
>M  j,  dosaen  conische  Polare  bezüglich  seiner  cnbischen  Polare  durch  M 
lv\A.  Ua  durch  M  kleine  weitere  coniache  Polare  eines  Punktes  von  ij 
liMü^licb  {abrii)  geht,  so  ist  M  ein  Punkt  von  £'.    Darans  folgt: 

H.     Die    zweite    Polare  ^    von  g   bezUglinh   (a!>cil)   geht 

ilBicb  die  swüirUoppelpunkte  dos  Büschels  7t*...  cuhiscbor 

Pplareu    und   durch    die    vier  Punkte  von  g,    in  denen  diese 

Gacade    von  Curven    des  Büschels   ;t'...    berührt   wird.     Sie 

hit  die  vier  Seiten  abcti  xu   Doppeltangenten  und  berührt 

»in  in   den    acht   Doppelpunkten    cuhiacher   Polaren    w".  ., 

•  •lehe  auf  g  liegen. 

Wir  fanden    ft'    als    üurcbscbuitt   entsprechender  Kegelschnitte   der 

coaiKbcD  Polaren  $'|,'.-.   und  1/ >;,'...  zweier  Punkte  X  und  T  von  g  in 

ßnKf  aof  die  cubiauhcu  Polaren  aller  Punkte  von  g.     Auf  dieser  Cnrve 

Bepn  aaob  die  Oiaudpunkte  der  BüHchel  |*^,'. . .  und  ^'ti'. . .  oder  die  con- 

jngitlco  INinkte   von  A'  und  ¥  bezüglich  des  BUscbela    cuhtscher  Polaren 

in  Punkte  von  17.     Da  fi*  sich  nicht  ändert,  wenn  man  statt  der  Punkte  A' 

(m]  i'andere  Punkte  nvt  g  wählt,  so  folgt: 

37.    Der  Ott  der  coujugirten  Punkte  aller  Funkte  einer 

Giiradcn  g  in  Uezug  auf  das  Büschel  der  cubischen  Polaren 

aieier  Punkte  ist  die  zweite  Polare  ß*  von  g. 

Dio  cabischen  Polaren  zweier  Punkte  P,  und  P,  von  g  seien  n,'  nnd 

V  J,ß,C\0,    und  J,l),C,D,  dio  Pole  von  g  in  Bezug  auf  diese  Curven, 

•*lli<h«,©,6,Xli  und  ?l,5Ü,ei1>,  die  conjugirten  Punkte  voa  P,  und  />,  in 

Ba(i{  anf  das  darcb  n,'  tinil  »,'  bestimmte  Büschel.     Anf  der  coniseben 

l^olirc  a,  vntt  P,  beaüglich  n,'  lie^jen  die  acht  Punkte  J,  /f,  C,  D,  %,  $,  (£,  £), 

ni  anf  der  copischen  Polare  »,  von  P^  in  Bezug  auf  n,'  liegen  dio  acht 

Pwikl«  /f,»,',A,a,S,6,S,.    Ua  alle  lö  Punkte  auf  fi*  liegen,  diese  Curvo 

Bit  t,  aber  nur  vier  Punkte   gemeinsam  bat,    so  müssen  A,li,CiJ)i  mit 

1liB|lii!I)i  und  J^DtC,b,  mit  %,33,U,2)(  zusammen  fallen.    Die  conischo 
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aaf  Pi  Dehmen  wir  nocb  einen  Pankt  ^, ;  dnrch  ibn  gehen  die  Kegelschnitte 
/',*  und  0,'.  Ordnen  wir  dann  die  KegoUclinitte  beider  BÜBuhel  einander  *u, 
iuJem  wir  f  und  Q',  /',*  und  0,*  einander  und  das  beiden  Büscbelu  gemein- 


lelbst  < 


same  Geradenpaar  (y.ff,]) 
projeclivitich  aufeinander  bezogen 
ist  eine  Carve  x'  vierler  Ordnung, 
noch  eine  vierte  ;>,,  enlbKlt,  also 
Solleu  diese  vier  Geradon  in  eii 
Ueweis  nur  soweit  abzuändern,  d 
ächnittbilecheln 
Fankt  berühren. 

Ad  deu  Satz  3t)  auki 
d.  b.  er  liege  auf  der  Polare  p„  von  Pt  benüglicb 
von  -V  bezüglich  «, ,  d.  i.  die  etete  Polare  von  !U  n: 
von  P,    durch  P,  gehen.     Hiese  fallt  aber  mit  der 
bezüglich  der  eraten  Polxre  von  M  zusammen  und  d: 


ntsprechen  lasseo,  bo  sind  die  BUsobel 
d  der  t)rt  ihrer  UnrchschuittspnDkt« 
lebe  drei  Gerade  g,g„p,  und  deshalb 
>  den  vier  Geraden  g,guPiPii  bestehL 
Punkt  suKammcDlrofi'en ,  so  ist  dtir 
projectiviachen  Kegel- 


ines wShlt,  dessen  Kegelschuille  sich  säuimtlich  in  eiaem 

pfeud, 


sei  ein  Punkt  von  p,f, 
dann  muiis  die  PnUre 
cb  der  zweiten  Polmrtt 
weiten  Polare  von  P^ 
raus  folgt; 

42.  Liegt  ein  Punkt  M  anf  der  zweiton  Polare  p„  eineA 
Punktes  P,  in  Itezag  auf  die  erste  Polare  n,'  eines  Panktes 
/', ,  eo  liegt  Pt  auf  der  zweiten  Polare  von  P,  nach  der  erstes 
Polare  von  M. 

Ein  Punkt  N  liege  auf  der  gemischlen  conisi:hen  Polare  x,,  der  Punkt« 
/',  und  /;.  Well  iV  auf  der  coniscbon  Polare  h„  von  P,  bezüglich  der  cnbi- 
scben  Polare  n,'  von  P,  nacb  {alicdj  liegt,  so  uinss  P,  auf  der  geraden  Po- 
lare von  iVbenüglicb  j»,'  liegen.  Es  gehl  also  die  zweite  Polare  von  f/  nach 
der  ersleu  Polare  n,'  von  P,  durch  P,  oder,  wpgeu  39,  die  erste  Polare  von 
/*,  beziiglioL  der  zweiten  Polare  von  fl  geht  durch  P,.    Uiorans  folgt: 

43.  Liegt  ein  Punkt  iV  auf  der  ersten  Polare  x„  von  /*. 
in  Beang  auf  die  erste  Polare  n,»  von  P,,  d.  i.  auf  der  ge- 
mischten conischen  PuUre  der  Punkte  P,  und  P,,  so  liegt 
P,  auf  der  ersten  Polare  von  /',  nach  der  zweiten  Polare  « 
von  Ä  boaüglich  {abcd). 

Da  P,  auf  der  Polaro  von  /',  bezüglich  v  liegt,  so  sind  P,  und  P,  coa- 
jugirte  Paukte  in  Bezug  auf  v.    Also: 

44.  Die  couischeu  Polaren  v ...  aller  Funkte  iV..  [bo- 
züglich  (ahcd)]  der  gemischten  conischeu  Polare  Xtf  zweier 
Punktq  P,  uud  P,  schneiden  die  Gerade  P,  P,  in  zwei  Punk- 
ten, welche  durch  P,  und  />,  harmouiscb  getrennt  sind. 

Fallen  P,  und  /*,  in  einen  Punkt  P,  zns.immen,  so  geht  die  gemischl 
coniscbe  Polare  von  /',  und  P,  in  die  conisuhe  Polare  von  P,  über.    Da  dl 
SatB  44   bostobou  bleibt,   so  niuss  einer  der  Schnittpunkte  der  conischeB 
Polare  v  von  N  mit  der  Geraden  P,  P,  zusammenfallen  mit  dem  Punkte  P, 
denn  wenn  zwei  zugeordnete  Punkte  von  vier  harmonischeu  Punkten  aiw 


Von  HiLiNo 


m,  BO  mit  ftoch  einer  der  beiden  anderen  sii geordneten  Funkte 
«uammeD.    Uies  giebt  den  Satz: 
«.    Liegt  ein  Punkt  iV  auf  der  ironischen  I'üUre  «,  eine« 
»ndernA.  so  liegt  P,  auf  der  uoniäclien  Polare  wo n  iV,  diu 
coniaelien  Polaren  in  Bezug  auf  (abcd)  genommen. 

Wir  bestimmen  zunächst  die  zweite  Polare  einer  der  vier  Seiten  abcd, 
.  B.  der  Seit«  a.  Wie  uabiscben  Polaren  aller  Punkte  von  ii  bestehen  aus 
ir  Garden  i  und  einem  Kegelschnitt  eines  Hilschtils,  dessen  Gruudpunkte 
uui  findet,  weuQ  man  die  Durcbschuittspunkte  der  cubiscLen  Polaren  irgnud 
tveiet  Punkte,  etwa  J  und  B  bildet.  Es  ist  aber  die  cubiscbe  Polare  von 
J  au  Dreiieit  {a,  d,  CO")  und  die  von  B  das  Dreiaoit  (a,  h,  D(J')  und  es 
Hlioeidco  Hieb  die  Geradenpaare  (d,  CO'")  und  (b,  bO")  in  deu  vier  Punkten 
Cit£C,  von  Jenen  CDE  drei  Eckeu  der  vierseitigen  Curvo  (abcd)  sind. 
Die  drei  Doppelpunkte  des  Büscbels  sind  die  Schnittpunkte  S  oder  (rf,  CO"), 
^  oder  {}i,IKS)  und  S,  oder  (c,  EO).  Unter  den  coniscben ^Polaren  der 
?unkt«  von*H  versteht  mau  Geradenjiaare,  deren  einer  Tbeil  stets  n  ist, 
wlhrend  der  andere  die  Polare  des  Puukteb 
wotcber  einen  Theil  der  cubiscben  Polai 
ditM  iweiten  Theile  der  ooniscben  Polai 

ckchniit  äR  umhüllt.  Denu  ist  Q  e 
den  »cb  seine  Pularen  in  Uezug  auf  die 
kll,i\...,  welche  mit  a  susnmmeu  die  cubis 
biLdec,  in  einem  Punkt  O,  und  treffen  a  in  eine 
ititicbon  Punktreibe,  die  ihrerseits  wiede 
Mir  Pnuktreibe  der  Pole  der  cubiscben  Polaren  (n,  A"),  (u,  Ä",),  . . . ;  die 
bviiltn  projectiviscben  Pnuktroihon  auf  a  haben  zwei  Doppelpunkte  und 
Jene  Polaren  bezüglich  der  ihnen  entsprecbciiden  Kegelschnitte  des  Bü- 
££, . , .  sind  68 .  welche  durch  0  gehen.  —  Wenn  wir  statt  des  be- 
Bcliigen  pDnktei  (>  den  einen  Doppclpuukl  f>'  wählen,  so  bat  dieser  fUr  alle 
Keetlschaitto  A".  .  dieselbe  Pularc,  und  ist  S  der  Schnittpunkt  derselben 
lil  a,  so  ist  die  Polare  von  @  bezüglich  des  ihm  entsprechenden  Kegel- 
•^iltu  die  einzige,  welche  durch  S  gehl.  Daraus  folgt,  dass  der  Doppel- 
fnulu5,  und  ebenso,  dass  5,  und  .!>',  auf  !K  liegen.  Dieser  Kegelschnitt 
lidet  die  Gerade  a  in  den  beiden  Punkten  AI  und  N,  in  denen  u  von 
**<i  Kegelschuitteu  /f„  und  £*„  des  Büschels  g...  berührt  wird,  und 
füll  daher  mit  dem  Pularkegelscbuitt  von  a  bezüglich  des  Büschels  X... 
uinameo,  denn  SS,  St  sind  die  Pole  von  a  in  Bezug  auf  die  drei  Geradeu- 
fUN  du  fidschsls  uud  MN  sind  die  Pole  von  a  in  Bezug  auf  jV„  und  it„. 
Bi  folgt: 

«.  Die  euniseheu  Polaren  dei  Punkte  einer  der  vier 
8«il«n  »bcd  haben  aU  Enveloppe  einen  Kegelschnitt,  der 
*ng1eieb  dor  Polarkegelschniit  dieser  Seite  in  Bezug  auf 
**•*  Bftschol  der  Kegclscbuitt»  hA\...   ist,    welche  mit  diu- 


i  bezüglich  des  Kegelschnittes 

3  jenes  Pnuktes  bildet.    Alle 

a  der  Punkte  von  a  werden  von 

biger  Punkt,  so  schnei- 

Kegelschnitto    des    Büsuhels 

chen  Polaren  der  Punkte  von  a 

r  zum  Kegelscbuittbüschel  pro- 

1  projectiviscber  Beziehung 
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eite    zusammen    die  cubiscbcD   Polaren   ihrer   pDakt 
bilden. 

Wir  fanden,  dass  die  cooiscbon  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden 
bezüglich  {abcd)  eioe  Kegeltjcbuittreibe  vom  Index  2  bilden.  Wieviele 
ibuen  berühren  eine  Gerade  y'/  Weisen  wir  alle  Kegelscbnitte  der  ReitM 
einem  System  X  zu  und  die  Polarea  eines  Punktes  Z  bezüglich  derselbei 
I  System  2,,  so  erhalten  wir  zwei  geometriecb  verwandt 
Systeme.  Im  SyBtein  £,  werden  alle  Polaren  von  einem  KegeUcbaitt  j 
nmhüllt,  welchem  in  £  die  Corve  Ä*,  die  ümbüllnugscurve  aller  coniachi 
Polarea  der  Punkte  von  l,  entspricht.  Der  Geraden  g  entspricht  in  £,  ei» 
Curve  /,'.  Den  Schnittpunkten  einer  coniächeu  Polare  mit  g  entaprecbei 
in  .£,  die  Scbuillpunkte  der  Polare  von  Z  nach  jener  coniscben  Polare  nü 
y,',  also  ist  y,"  von  der  zweilcu  Ordnung  und  werde  mit  y'  beEeichnel 
Die  beiden  Kegelschnitto  %,'  und  y,'  h.iben  vier  gemeingcbartliche  1 
£  die  vier  couischen  Polaren  entsprechen ,  die  g 


47.  Unter  allen  Kegel  schnitt  an  einer  Reihe  vom  Indes 
giebl  BS  vier,  welche  eine  bestimmte  Gerade  berühren,  nnd 

Die  Pole  aller  conischeu  Polaren, 

rado  berühren,  erfüllen  eine  Cnrve  Sf 

Da  von  allen  conischen  Polaren  der  Punkte 

durch  eiuen  Punkt  gehen,  so  folgt  umgekehrt,  < 

Polaren,   welche  durch  einen  Punkt  gehen,  nu 

einer  Geraden  haben.    Daher: 

48.  Der    Ort  der    Pole   der  coniscben   Polar 
durch  einen  Punkt  P  gehen,  ist  ein  KegeUchoitt  ^. 

Wählen  wir  P  auf  a,  dann  gehen  die  conischen  Polaren  aller  Pnokl 
von  a  durch  P,  also  ist  a  ein  Theil  des  Ortes  iß,  der  andere  Tbeil  ist  den 
uach  eine  Gerade  n,.  Wenn  P  sich  äudort,  so  ändert  sieb  auch  die  Gurad 
a,  i  alle  diese  Geraden  u, . . .  werden  aber  von  einem  Kegelschnitt  9t  ob 
gehüllt.  Denn  gingen  durch  einen  Punkt  Q  mehr  als  zwei,  etwa  drei  vo 
dou  Geraden  ir,a',u",,  so  müsslc  die  conische  Polare  von  0  durch  die  in 
diesen  Geraden  entsprechenden  Punkte  PP'P''  gehen;  dies  geht  aber  niob 
da  die  conische  Polare  von  Q  ein  Kegelschnitt  ist,  welcher  die  Geiada 
nicht  KU  einem  Theil  hat.  Für  die  Punkte  JBF  von  a  sind  die  Oerter  dt 
Pole  der  durch  diese  Punkte  hindurchgehenden  coniscben  Polaren  atuser 
die  Geraden  dbc.  also  ist  der  Kegelschnitt  'Jt  dem  Dreiseit  (bcd)  eb 
geschrieben.  Die  cunische  Polare  irgend  eines  Punktes  .V  von  d  schneid 
ausser  in  A  noch  in  eineoi  Punkte  .1'',  also  geht  die  Gerade  x',  der  Ort  di 
]>ole  aller  conischen  Polaren,  welche  durch  J"  gehen,  durch  X.  Der  PnnK 
A"  ist  ferner  der  Doppelpunkt  einer  coniscben  Polare,  deren  Pol  F  aof 
liegt;  dann  ist  .1'  V  die  iweite  Taugente  von  X  an  9t.  Da  die  oooische  1 
lare  von  S  das  Qeradonpaar  (d,  AC)  ist,  welches  In  J  einen  Doppelpttd 


eiche  dieselbe  G< 

ierter  Ordnung. 

iner  Geraden  nur  «w 

,  dass  von  allen  conisctit 

r  zwei  ihre  Polo  auf  irgei 

«relek 
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,  so  isl  die  zweite  Tangente  von  S  an  91  wieder  d,  d.  Ii.  S  liegt  snf  91 
'  Vti  obenao  liegen  die  aDdorea  Doppelpiinlcte  S,  ttnd  S  auf  St,    Jeder  der 

Kogiliehnitlc  ^    nnrl  9i  berfllirt  daher  die  Geraden  bcd  in  den  Pnnkten 

5,.SS  nnd  darans  Tolgl,  dnss  SR  nnd  91  zasHinmenfallcn ,  ond  wir  eriialten 
für  die  Bweite  Polare  von  a  die  neue  Detinition: 

«.     Ist   P    ein    variabler    Punkt   einer  der   vier  Seiten, 

K.  B.  a,  80    wird   dit)  Gerade  a,,    der  Ort   der  Pole  der  coni- 

«eben    Polaren,    welcbe    dnrob    /■  galien,    von    der    2weiton 

PoUff    ron    a    eingehüllt;    denn    sie    berührt   die     anderen 

drei  getten  bcd  in    den    Doppelpunkten   der   drei  Gciadon- 

I        paare  de«  BÜBchels  i'A*,...    der  K  egclBclinitle,   welche   mit 

h     ■  tnsamnien  die  cnbiachen  Polaren  der  Pankle  von  a  bilden. 

I        Die  Pole  PP,P^...    der  cnbischen   Polaren  {a,  K) ,  (a,  H,),  {a.  K^) ... 

HnD<)  in  projecti  vis  eher  Besiehnng  mit  den  Kegelachnitten  KK,K,  —    Die 

H  Polaren  PP,P,    . .  bexöglich  A'A',  A', ...  aeipn  pp,pt  ■  -.;  dieselben  worden 

H  «DD  dem  Kegekchnilt  2)1  umhüllt;    sie  mügen   a  in   P' P',  P',  schneiden 

■  BdiI  e»  seien  iia\a\...    die  Oerter  der  Pole   der   coniscben  Polaren    der 

H  Pankle,  welch«  durch  /»'P",  P\...  gehen.    Diese  werden  von  demselben  Ke- 

H  {«Uchnilte   eingehüllt  und    es  sind    die  Tangentenbfischel  pp,p,...    nnd 

H  <>'a,a',-Bnf  IBl  in  projcctiviücher  Beziehung.     Da  sie  ausserdem  drei  ent- 

H  «pr*cliend  gemeinsame  Strahlen,  nämlich  bcif,  besitzen,  so  sind  sie  identisch 

H    Bsd  wir  ichliessea : 

H  W.     Liegt   ein    Punkt  p  «nF  der  conischen   Polare   {a.p) 

H  sloei  Punktes  P  der  Geraden  a,  so  liegt  umgekehrt  P  auf 
H  d«r  tonischen  Polare  des  Punktes  Q.  Oder:  Der  Ort  der 
H  Ptle  der  conischen  Polaren,  welche  durch  einen  Punkt 
^1  TOD  a  gehen,  ist  die  coni  sehe  Polare  (i, /))  dieses  Punktes. 
^1  Sind  P  nnd  X  zwei  Funkte  von  a,  {a,  p)  and  {a,x)  ihre  conischen  Po- 

^B  lir«n,  90  liegen  P  nnd  A'  auf  der  conischen  Polare  vom  Schnittpunkt  (px), 
^M  tiod  wenn  X  und  P  gnsammenfallcD,  also  der  Schnittpunkt  [pp)  der  Bo- 
^P  rtbnutgspankt  Q  von  p  nnd  IUI  wird,  so  moss  dessen  conische  Polaro  die 
T    (mtde  a  in  P  berühren  ,  und  daraus  folgt  für  den  Kegelschnitt  211  noch  die 

1      DeGnition; 

U.   Der  Kegelschnitt  an,  die  zweite  Polare  der  Geraden 

L        •,  i«l  der   Ort  der   Pole  der  conischen  Polaren,   welche  a 

1        kfliahren. 

I  ScUwtverstSndlich    gelten   die  Sätze  50  nnd  51  anch  für  die  anderen 

I     Stilen  i!"r  vierBcitigen  Curve  («ftrrf). 

I  Der  Ort  der  Pole  aller  conischen  Polaren,  welche  durch  einen  Punkt  P 

^k  [rt«n,  iti  ein  Kegelschnitt  $.  Ist  P'  ein  beliebiger  anderer  Punkt,  so  ist 
^1  in  Ort  der  Pn|e  aller  dnrch  P'  gehenden  conischen  Polaren  ein  Kegel- 
^M    tcbBln  f ;  beide  Kegelschnitte  ^  nnd  $'  schneiden  sieb  in  Tier  Punkten, 
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(lersn  conische  Polaren  dnrch  P  und  P'  gehen.  Auf  der  Geraden  PP'  giebt 
es  keinen  Punkt  von  der  Lage,  dass  der  Ort  der  Pole  der  durch  ihn  gehen- 
den conischeii  Polaren  durch  einen  Schnittpunkt  von  $  nad  $'  ginge;  denn 
wäre  f  ein  solcher  Punkt,  'ü"  seine  Ortscarve,  nnd  ginge  dies"  durch  einen 
Schnittpunkt  von  $  nnd  ^',  so  m(iBste  dessen  conische  Polare  dnrch  di«  drei 
in  gerader  Linie  liegenden  Punkte  PfP'  gehen,  was  unmöglich  ist.  Dieser 
Fall  könnte  nitmlich  nnr  dann  eintreten,  wenn  P P'  ein  Theil  der  conischen 
Polare  jenes  Schnittpunktes  von  Iß  und  ^'  wäre.    Daraus  folgt: 

62.  Die  OrtskegelBchnitte  der  Pole  der  conischen  Po- 
laren, welche  durch  die  Punkte  einerGeraden  gehen,  bil- 
den eine  Kegelscbnittsrei  he  vom  Index  3. 

Alle  diese  Kegelschnitte  werden  also  von  einer  Carve  vierter  Ordnung 
Ä"  eingehüllt,  welche  jeden  Kegelschnitt  in  den  vier  Punkten  beräfarti 
welche  er  mit  dem  unendlich  benachbarten  gemein  hat.  Sind  P  und  P'  tra- 
endlich  benachbart  anf  g  und  ist  P  der  Schnittpunkt  von  g  und  o,  so  berttl 
S"  den  Kegelschnitt  ^  in  den  vier  Punkten,  in  deueu  er  von  iß'  geechnitt 
wird.  Der  Kegelschnitt  ^  ist  aber  die  conische  Polare  (na)  von  P  be«( 
lieh  der  vierseitigen  Cnrve  (abcd).  Da  sie  auch  die  Curve  Ä,  die  Umbül 
lungscurve  der  coniscben  Polaren  aller  Punkte  von  g,  in  denselben 
Punkten  berührt,  so  haben  die  Curven  S  und  $t"  dieselben  vier  Berflbrnngi- 
pnnkte  mit  den  Doppeltsngenten  a  und  n.  Dasselbe  gilt  von  den  coniscbflO 
Polaren  (f>b'),  (c/),  (dtf)  der  Punkte  {hg),  {cg),  {dg).  Weil  also  die  Cnnrw 
8  nnd  £"  die  acht  Uoppeltangenten  nbcdat/'c  (t  iu  denselben  16  Punkten 
berühren,  äo  fallen  sie  zusammen.  Denn  nehmen  wir  wieder  einen  beliebi- 
gen Punkt  Z  und  seine  Polaren  bezüglich  der  conischen  Polaren,  welch« 
von  S  eingehüllt  werden,  nnd  anch  bezüglich  der  Ortskogelscbnitte  $ 
welche  von  S"  eingehüllt  werden,  so  werden  die  ereteren  einen  Kegelschnitt 
6,  die  anderen  einen  Kegelschnitt  ß"  einhüllen.  Beide  KegetschniUe  ba 
rühren  dieselben  vier  Geraden,  nSmlich  die  Polaren  von  Z  bezüglich  de 
Gerndenpaare  (aa),  (fifi'),  {cc).  (dif)  in  denselben  vier  Punkten  nnd  fall« 
also  zusammen.  Daher  ist  dasselbe  mit  ft  und  S"  der  Fall.  Wir  kSnn« 
nns  demnach  die  Cnrve  S  auf  zwei  Arten  erzeugt  denken,  erstens  als  Bd 
veloppe  der  Kegelschnitte  $  . . .  und  zweitens  als  Enveloppe  der  conischa 
Polaren  der  Punkte  von  g.  Diese  Kegelschnittatangentenbüschel  sind  n 
projeotivischer  Beziehung,  und  da  viermal  entsprechende  Kegelschnitt 
zusammenfallen,  nämlich  die  den  Punkten  (n^),  {l'g),  {cg),  {dg)  entspra 
cbenden,  so  fallen  alle  Paare  entsprechender  Kegelschnitte  zusammen.  Ii 
also  P  ein  Punkt  von  ff,  so  füllt  der  Kegelschnitt  ^,  der  Ort  der  Pole  d« 
durch  P  gebenden  conischen  Polaren ,  mit  der  coniscben  Polaren  von  P  i 
sammen.    Also: 

Et3.  Der  Kegelschnitt  $,  der  Ort  der  Pole  der  dnrel 
einen  Pnnkt  gehenden  coniechen  Polaren,  ist  die  coniaclii 
Polare  dieses  Fnnktes.     Oder: 


Vnn  MiLittowBRi.  47 

Liegt   eto  Pnnkt  Q  anT  der  coniachcn  Polare  einee  an- 
dem  P,  BO  Hegt  dieser  aof  der  cnnischen  Polare  des  ersten. 
So  wJiren  wir  also  auf  eiaem  ajidem  Wege  an  dem  Satze  46  gelangt. 
Beicbutitig  Tolgt: 

M.  Der  Ort  der  Pole  derjenigen  conischen  FoUrea, 
elobe  eine  Gerade  g  berilliren,  die  Ctirve  fi'  (vergl.  47)  ist 
i«  xweile  Polare  dieser  Geraden. 
Efl  sei  nnn  W  ein  Fuaki  der  gemiscbten  conisclien  Polare  h,«  der  Pnnkt« 
und  ff,  e«  Jiege  also  JH  anf  der  coniscLen  Polare  von  P,  bezüglich  der 
cnhiicheD  Polare  von  P,  oder,  was  dsascibe  ist,  aof  der  coniscben  Polare 
Ton  P,  nach  der  cabiscben  von  P, ,  dann  moss  die  gerade  Polare  von  IH  be- 
;Aat;liob  der  ctibiechen  von  /*,  durch  P,  geben.  Nennen  wir  n,'  die  cnbische 
Polan  ton  f, ;  da  iV  anf  der  geraden  Polare  von  P,  bezüglich  tt,'  liegt,  so 
at  P,  anf  der  coniscben  Polaren  von  jV  boKüglicL  n,'  liegen.  Uarans  folgt ; 
55.  Ist*  ein  Punkt  der  gemischten  conischen  Polare  «„ 
iweier  Punkte  />,  und  />„  so  liegt  P,  auf  der  eonischen  Po- 
Uro  »00  *  beaUglicb  der  cnbiach  en  Polare  «,' von  />,.  Oder: 
Gebt  die  conische  Polare  von  />,  beeUglich  der  cubi- 
»cbenPolArc  von  P,  durch  M,  so  geht  die  gerade  Polare  von 
r,  in  Bcsug  nnf  die  coniacbe  Polare  von  jH  durch  /*,. 
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ä»f  eoniichen  Pola 
Oie  conixcIiQ  Polare  irgend  eines  Punktes  P  schneidet  die  Hesse'scho 
^n»  in  vier  Punkten,  deren  conische  Polaren  in  Geradonpaare  zerfallen, 
too  denen  ein  Theil  durch  P  geht ;  also  folgt : 

N.     Di«    F.nveluppo   der   eonischen   Polaren,    welche  in 

S«tadenpaare    zerfallen,    ist  eine  Curve  vierter  Classe  C^. 

Wenn  der  Punkt  P  sich  anf  einer  Geraden  g  bewegt,   so  dDrchlttuft 

«•in»  »niache  Polare  w*  eine  Kegelschnittrelbe  vom  Index  2.    So  oft  ein 
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Die  bnrmonischen  Mittelpunkte  etc. 


Kegelschaitt  der  Reibe  die  Qesse'scbe  Corvo  berührt,  so  oft  wird  d« 
Funkt  P  bei  seiner  Bewcgang  auT  der  Carve  C^  Itegeti  um  dio  Af»«l 
dieser  Kegelschnitte  zu  finden ,  weisrn  wir  «lle  Kegelschnitte  jt*.  . .  eint 
System  E  zu  nnd  ille  Polnrpn  p,...  eines  beliebigen  Punktes  Z  in  Beang  ■ 
jene  einem  System  i',.  Es  werden  aiic;  Polaren  p, . . .  von  einem  Kegel- 
schnitt^,* amtiiillt  Der  tlesse'sclicn  Ciirve  Ä*  sn  i gerechnet,  entspricht 
in  X,  eine  Curvo  ü, ,  und  soviel  genieinscbartliehe  Tangenten  ft,*  nnd  J 
haben,  soviel  Kegelschnitte  Jt'  berdhriin  die  Hesse'sche  Cnrve  tf*.  .  D* 
dnrch  jeden  Pankt  zwei  Kegelschnitte  n'  gehen,  so  bestimmen  i 
Büschel ;  nlle  diese  nnzKhligen  Büschel,  welche  dnrch  je  zwei  Kegelschnitt« 
TE*  bestimmt  werden,  bilden  ein  Netz.  Die  Tripeleurve  dte»:ea  Net«« 
oder  die  Hesse'sche  Cnrve  desselben  bezeichnen  wir  mit  ff'  und  i 
Cayley'schc  Cnrve  mit  C,.  Zwei  von  den  Kcgelsclinitien  des  Netsni; 
w*  und  u,',  bestimmen  mit  dem  Kegelschnitt  H'  ein  neues  Netz, 
Hesse'sche  Onrve  ff,'  und  Cayley'sche  Curvo  C,  sei.  Die  bsidoi 
Hesae'schcn  Carven  ff'  «od  ff,'  haben  die  drei  Tri |iol punkte  der  Keget 
schnitte  n*  und  n,*  gemeinscbartlich  und  die  beiden  Cayley'schen  Carv« 
C,  und  C,  haben  die  sechs  Verbindungslinien  der  vier  Grnndpankte  < 
Kegelschnittbüscbels  (n*  n,')  als  gemeinsame  Tangenten,  ausserdem  • 
noch  drei  gemeinschaftliche  Tangenten,  sie  seien  mno.  Die  Tangente  fl 
schneide  die  Kegelschnitte  ff'it'ji'jit',  wenn  w,'  eine  conische  Polare  einei 
Punktes  von  ff  ist,  in  ^ C /* ()  Z', C'i /". Oi .  »«d  da  (vergl.  Schröter,  Stei. 
ner'e  Vorlesungen,  S  02)  ^O /'(>/',  £>,  sowohl,  wie  Pf)  P,  0, /',(»,  eine  Iw 
volnfion  bilden,  so  gehören  die  vier  Pnnktpaare  ^O/'p/*,  (1,  P,Ot  derselbe! 
Involution  an  und  haben  dieselben  Doppelpnnkte  MM', 

Von  einem  Punkte  f  eines  Kegelschnitts  ic*  des  ersten  Netzes  lassi 
sich  an  die  Cayley'sche  Cnrve  C,  drei  Tangenten  ziehen,  welche  ji*  not 
in  drei  Punkten  schneiden,  welche  mit  P  zusaniraen  vier  verbundene  Punkt 
d,  h.  Grnndpankte  eines  Büschels  des  Netzes  bilden.  Also  gehören  PQ^ 
P,Oi.  P,Q,  je  Bd  einer  Gruppe  verbundener  Pankte  und  alle  Pnoktepai 
auf  m  ,  welche  mit  den  drei  Panktepasren  PQ.  P,  0,  .  P,  0,  zn  einer  In- 
volation  gehören  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  HUI'  harmonisch  getrennl 
sind,  geboren  zu  einer  Gruppe  verbundener  Punkte.  Daher  gehören  aoel 
'$0  zn  einer  Gruppe  verbundener  Pnnkte.  Jede  der  drei  Tangenten  mn4 
schneidet  also  ff'  iu  einem  Punklepaar,  welches  zu  einer  Gruppe  verbuit 
doner  Punkte  gehört.    Daher  folgt; 

ftS.     Auf  jedem   Kegelschnitt  liegen   drei  Pnnktpasr» 
welche  zn  einer  Gruppe  verbundener  Punkte  gehüren. 

Haben   zwei    Curven  f'  und   A*,'  zwei  Kegelschnitte   i 
nnd  Ji,*  gleichzeitig   zn   conischen  Polaren,   so   haben    ihr« 
Cayley'schen  Curven  C,  und  C\  die  sechs  Seiten  des  dnrcl 
die  vier  Grnndpnnkte  von  n*  and  n,*  hestimmten  vollatka 
digen   Vierecks   sn   gemeiDschaftHcben   Tangenten.      Anl 
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■  beide 
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ddD   sa'leren    drei    genminschafllichaD    Tangonten 
'  HesGe'scheu  Cnrveu  H' 
nkte. 

:lche  voD   vier  bellebigeu 

SU    JD   dea  Punk  tp  itaren   eiuer   Involation   ge- 

Bctnitteu  werden;  Oddu  sind  die  vier  Ktgelsctiuitte  //'ii*«,'re,',  an 

^    IuH!n  sich  auf  secbä  voncbiedene  Arteu  je  zwei  Kegel  seh  uittueue  btl* 

il«D,  die  dieeelben  zwei  Kegelecbniltc  enllinllen. 

Ks  liegeu    altio    auf  J7*   drei  Punktpaarc,    voii   denen  jedes  zu  rinei' 

Orupp«  von  UrandpacktoD,    in  denen  sich  zwei  Kcgolscbnilte  der  Reibe 

t^.  .  Bcliaüidcii,  gebdri.     Üie  Uosbe'scbe  Ciiive  /T'  von  {abcd)  reebnen 

na  nun  Syelem  £.  ibr  entspricht  in  £,  die  Curve  £,.     Eine  beliebige  Ge- 

t*i*  p,  achneidet  ff,  in  sgviel  Punkten  ,  nU  der  onlsprechende  Kcgelscbnilt 


^ 

igen       ^ 


1^  nnd 

Ti«t»o  OrdnoDg  und  werde  n 
jpricbt  dabei  ein  Punkt  von  II 
tbM  au  einer  Oriippe  verbuud< 
TOB  tf,',  und  da  ee  auf //■  di 
Doppnlpauktc.  -     Ist  H,  ein 


o  iu  vier  l'unkten,  und  dah 
il  //,'  bezeichnet.  Jodnm  l'uukt  von  ff'  oni 
,'.  aber  jedem  Punkt  eines  I'anies  *^Ci  ■  wel- 
mur  l'iinkle  gehört,  eutfipricbt  derselbe  Punkt 
ei  solche  Puuklpaaiü  giubt .  so  hat//,'  drei 
beliebiger  Puukt  von  £,,  no  entüpiicbl  duni 


<lD[tli  ihn  geb<;udeu  Strablenblisubel  eiu  KegelAchniltbUscbel  ii 

Mctii  Kegelticbnilte  desselben  den  Kegelsubuitl  ff'  boriibrun,  so  lassen  sieb 

vOtt  R,  »ecbs  Tangenleu  an  ff,*  xiebcu,  also  ist  //,'  von  der  secbRtou  Classu, 


kafff'  liegen  aber  noch  andere  Punktpaai 
unlieb  in  jedem  der  sechs  Scliuiltpunkte  vi 
Cnrn  ff'  de»  Nelaes  ist  eiu  ei^lches  Paai'  \ 
Pvakle,  «o  giebt  es  einen  Kegelschnitt  p'  des 
rabreu  mag,  und  da  /i  ein  Puukt  vüii  ff'  ist , 
f'...  il«i  Netzes,  welche  durub  H  geben,  sich 


md|)unktc, 


1  //'  mit  der 
reinigt.  Ist  It  einer  dieser 
IclaeN,  welcher  ff'  in  II  be- 
u  milaüen  alle  Kegelschnitte 
nd//' ie  ß  berühren.    Einer 


TOD  ihnnn  wird  auch  durch  den   /i  uneudlich  benachbarten  Puukt  auf  ff' 
E«lii'D ,  aliio  ff'  dreipnnktig  buritbreu  oder  oüculireu. 

He  giebt  als»  nechs  Kegeleubuille  des  Netzes,  welcba  einen  beliebigen 
K«(*UchuiIl  ff'  drcipunktig  beriibren.  Im  System  £,  cnispricbt  jedem 
4i«ier  Kegi'iscbiiittu  eine  üirade,  wolvhe  mit  ff,'  drei  susaintnenrallende 
pDokte  gemein  bat,  aUo  eine  Wendelaugcnte.  Da  es  ferner  im  Kagelscbnilt 
neu  »itrr  Kcgeilscbnittc  giebl,  welche  W  doppelt  berühren,  so  küiinen  wir 
M|eru: 

W>.     Dein  Kegelaebuitt  Ä'   des  Systeme  ilcnispiicbi    im 
SjF.iem  Z,    ein«   Curve   ff,'    von    der    vierten    Ordnung    und 

•  •ebalou  Clasae,  welcbe  drei   Uoppolp  nuk to.  secba  Wonde- 
langvnten  und  vier  Uoppoliaugenteu  hat. 

In    jodetn     Kegelschnitlnetze    giebl     es    uecha    Kegel- 

•  cbultte,  welche  einen  beliebigen  Kcgelscbnilt  dreijinuk- 
lig  LcrUlirfln. 

«tfitk,IK,  I, 


Seeiprok  hiermit  ist  der  Sntz: 

Die  geradfin  Polaren  der  Pnnkle  ei 
in  Bezug  nnf  eine  Cnrve  dritter  Ordni 
Ciirve  viert «rCUsHeseclisterOrdnuDg.f 
Inngenten,  sechs  We ndepankte  ond  vier 

Ginge  der  Kegelschüilt  B^  zufällig  dnrcli  dre 
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iesem  Falle  entspriclit  dem  Kegelschnitt  i 
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Wenn  wir  der  annlytiiiclieB  Geometriti  den  Sals  entnehmen,  dsM  6il 
Cnrve  zweiter  Claase  und  einft  Cnrve  aeclisler  Olasne  «wölF  genieinschal 
liebe  Tangenten  hal-pn,  ho  fnlgt.  dasa  die  Cnrven  Ä,'  nnd  ff,'  oder  Ä,»  n 
ff\,  iwiiir  gemeinsciiariliebe  Tangenten  haben.  Also  vervollst&ndigen  « 
den  Sata  fi7  in  : 

Ol.  Die  EnvBloppe  der  coniachen  Polaren  der  CurT« 
(<i6cd},  welche  in  Geradenpanre  zerrallen,  ist  eine  Cay 
C^  vierter  CUsse  awolfter  Ordnung. 

Hiermit  wftren  di«  HanptßigenBcbaften  der  Polnrnn  dar<Ciirve  («6e< 
allein  mit  den  Hil^oiilteln  der  Geometrie  der  Lage  abgeleitet.  Im  Fnlg«l 
den  Koll  gezeigt  werden,  dnss  dieselben  ihre  Geltung  bebnilen,  wenn  at| 
der  C'urve  (nbcrf)  eine  allgemeine  Cnrva  vierter  Ordnung  eintritt.  Zay* 
r  Beweis  eines  anf  S.  36  benutsien  Salae§  gegeben  werden,  d« 
■t  Cnrven  eines  Rfisebela  cnbischer  Polaren  von  (nftcrf)  eh 
rühren.  —  Wir  denken  uns  ein  Teslea  Kegslscbnllt 
Grnndpunkten  B,B,B^B^  und  anf  einer  realen  Ol 
n  Btischel  projeclivische  Pnnktreihe  P....  Auf 
I  bewege  sich  ein  Punkt  X,  dann  ist  das  Strahl 


n&mlich    vier  Cnrv 
beliebige  l>erade 
büBcbel   roit  den   vi 

»weiten  festen  Geradei 


büHcbel  X{P...)  in  projecfivischer  Beziehung  mit  dem  KegeWhnitlb fisch 
nnd  ervengt  mit  dicRctn  durch  die  Schnittpunkte  homolnger  Elemente  eil 
Cnrve  dritter  Ordnung  Ä».  Bei  der  Bewegung  von  X  anf  /  dorchUtift  j 
alle  Cnrven  eines  Bihohels.  Von  den  nenn  Grundpuahten  sind  vier  A 
Punkte  B,  /f,  B,  B^ ;  das  Kegelschnitthiiecbel  schneidel  g  in  einer  unr  Keil 
P...  projectiviscben  Punklinvnintion,  von  deren  Pnnklen  drei  auf  die  en 
«prechenden  Punkte  P.  .  fallen.  Diese  drei  Punkte  sind  ehenfalls  dr 
Ornndpiinkte  des  Büschels  S*...  und  die  letzten  beiden  endlich  sind  dl 
Scbnittpnukto  von  J,  als  gemeinschaftlichem  Strahl  aller  Büschel  X.. 


I  dr«i  *nf  einer  ättraden  odi!  'li«^Beren  sedi§  nuf  einem  Kegeleclinilt, 
ri»  bei  «inem  Biiscliel  cnbisclier  Pitlaren  von  {(itied).  Eine  TrAosversale  I 
■chocidet  djn  KogelscbnUtc  des  Büschels  in  einer  aur  Reibe  P...  auf  (/  pro- 

JrttiriBchen  Pnnktinvoliition  P,  P, Die  Euveloppc  von  ff,, /'/>,,. .  ist 

r  Ordnung  @,,  welche  (  zur  Do))peltaDgente 
hat.  Von  A'  gelion  an  6,  drei  T&ngenton, 
den,  nnd  diese  sind  die  Scbnittpunkto  von  I 
i  S\  So  oft  l  die  g,  schneidet,  so  oft  fallen 
len  lind  so  oft  berührt  eine  Ä"  die  Transver- 
neu  Ordnung  ist,  eo  geschiebt  dies  vieruinl 


ine  Canfe  dritter  CIns 

y  snr  einfachen  Tangen! 


reiche  l  in  drei  l'unltten  scbi 
■il  der  X  entflp  rech  enden  Cnrve 
iwei  dieser  drei  Piinkto  zusamni 
«le  L  \)n  aber  6,  von  der  vier 
»d  der  Satz  ist  also  bewiesen. 
Bteiner's  Vorlesungeii ,  %aO.) 

Bin«>  Gt>rndn  g  schneide  di 
Erihe  nach  iu  !Vf/OP.  Wenn  nii 
•ine«  ander»  Viersoits  legt  und 

lieb  die  geraden  Polaren  von  Q  LeKÜglich  der  heidei 
bctnem  Punlite  von  [f.  Um  dif's  zu  sseigen,  lassen  wii 
i»*  nnt^n  Vierseits  drei,  nhd,  nngeündert  nnd  ziehi 
Gerade  r,c,r,...,  m  ans»  ahn  abrd,  ahc,d,  ahc^d, . 
Vieraciie  sind.  Die  geraden  Polaren  J'^i?« 
{IHe)x  [bde,),  (6rfr,),  - .  -  aohneidon  g  in  demseih 


(Ueber  diesen  Beweis  siebe  Scbrüter, 
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durch  O  beliebige 
die  verschiedenen 
Q  bezüglich  der  Dreiseite 
klG  Q  und  n  in  einer 


wmBlUehe)  C(97iVt-  ■)  projeuliviacben  Punktreibe  RIt,flt  ..,  die  ilirer- 
■eil*  «leder  mit  dem  Bdscbol  0(r(-,o, ...)  projectiviach  sein  muss;  die 
Ctndr  Pointe  q  von  Q  bezüglich  des  Drciseits  (iiAd)  schneide  cc, Cj  ,..  in 
TTtT,  ...  tlnun  int  diese  Punkireihe  in  projectirischer  Beziehung  mit 
ATiA,  ..  und  es  «.ind  die  Geraden  RT,  /t,T,.  ft,T,,  ...  die  geraden  Po- 
l»f»B  voa  t»  be«iiglifh  der  Viereeite  {nbcdj,  (nfcr.d),  (aOc,d) ....  Es  werde 
4«t  Uetaile  QE  durch  /  von  A  und  d  hnrniunisch  getrennt ,  dann  müssen  sich 
*iO»r»dpn  <•  und  </,  r,  und  ?,,  c,  und  ./,.  ...  anf  (  sehneiden.  Nun  sei  SR 
4«i8diDiltpunkt  von  »  und  /,  c  die  Gerade  'M,  dnnu  inns.s  die  gerade  Po- 
kn  4  von  Q  bezüglich  des  Dreiseits  {bdt.)  durch  den  Schnitlpiinkt  9i  von 
'nad  (  gfheu.  Durch  dcnselheu  Schnittpunkt  tnuss  auch  q  gehen,  nlso  sind 
lÜipiojecliviscbenPunktreilien  «(ßfl|fl,..,)  und  q'(TT,T,...)  in  perspec- 
^TixIiBr  Lbk<%  f>'eil  ihr  gemeinschaftlicher  l'unkt  Sß  sich  selbst  entspricht, 
«d  daW  schneiden  sich  die  geraden  Polaren  RT,  R,l\.  R,r,.  ...  von  Q 
^Bgliob  der  einzelneu  Vier«eil6  in  einein  Punkte,  üui  denselben  nüber 
Mt«MiiBninn,  nnbnien  wir  die  Gerade  y  si-lbst  als  eine  der  Geraden  er,  r,.  . 
«.daiia  i«i  die  gerade  Pnlnre  von  Q  bezüglich  dea  Dreiseit«  (hdg)  die  (Je- 
'■'««•elbal,  welche  a  in  M  subueidet,  so  dass  also  M  znt  Keibe  R^,  K,  .. 
flMit.  Wtna  4  und  g  sich  in  m  schneiden,  so  gehört  äß  eur  Kethe 
'r,r,...,  nnd  swu  eind  M  und  EDI  entsprechende  Funkte  und  daher  muss 
'w  Sehoillf  nnkl  »Her  geraden   Polaren    von    Q  heaiiglich    der    Vierseite 


Die  hurmoniBchon  Mittelpnokti 


{oird).  (a6c,d),(o4c,d),...  anf 
de»  erlMlteoen  unnndlicli  vielen^ 
Lagoo  li,  t/,  rf, . . .  um  deu  Punkt  P  t 
doppelt  unendticb  vielpn  Vierseite 
in  demselben  Punkte  von  g  schnei 
rndeu  a  und  b  alle  mCglicIjen  I.nj 
nnoelimen,  so  miiss  die  gerade  P 
5  {aub,Cidg),  wflnn  riPiCyjed« 
denselben  festen  Funkt  von  y  gehen 
bcBeichneten  Viereeiten  keines  giel 
geben,  so  Tolgt  der  Satz: 

62.  Sind  «NOP  vierPn 
ter  Punkt  derselben  Gers 
»enpin  Bezug  nnfi  rge  nd  . 
die  ersten  vier  Punkte  gel 
Punkt  Q'.     Dieser   heissl    ( 


fegen.  Lassen  wir  nun  bei  jpdem  vM  I 
fseiten  die  Seite  d  in  alle  mSglicIien  1 
bewegen,  so  Tolgt,  dase  für  alle  dies«  1 
[nbCidy)  die  geraden  Polaren  von  0  sich  I 
den  müssen.  Und  nenn  endlicli  die  Ge-  j 
gen  «,«(«,...  und  h,h,f,,...  am  «  und  ff  1 
»Uro  von  0  in  Bezug  auf  jedes  der  Vier-  J 
■D  der  Wertbe  1  bis  «.  nnnebmen.  dnmhj 
-  I)h  es  aberansser  den  durch  [(ii,frrC,dj 
3t,  dessen  Seiten  durch  die  Punkte  MfHt 


den.   soTrifft  di. 


adsn  y 


a  fan 


Pol.    Er  ist  nur  vo 

dergegen» 

M.SOPO  abbüngig. 

Wählen  wir  von  alle 

n  Vierseiten  xw 

mnsB  die  cobische  PoUr 

von  (/  in  Bei 

gehen.     Sie  schneide,    n 

«cb  (nhed)  ge 

(fl,  ft,  c,  rfi)  genomnien,  g  i 

n,  und  r„_dn 

i  Lage 


Miitelpuokl  < 
Bezug    anf{) 

ffinrPiiukte 


i  aus,  (abcd)  und  ^ii|b|C, //,).  dapn 
g  auf  jedes  der  Viorseite  durch  Q 
Hnmen,  g  in  U  und  F,  und  nach 
]  mtlsäen  Hieb  die  geraden  Polaren 
von  UVV,V,  in  ß' schneiden,  sowohl  in  Hersag  auf  (n/'<-rf).  als  (o.t.c.d,). 
und  umgekehrt  mtlasen  din  beiden  cubiscben  Polaren  sich  ausser  in  Q  in 
den  vier  Punkten  OVÜ,  V,  von  <j  schneiden;  dies  gebt  aber  nicht  ander:^, 
hIb  »eun  V  und  (J, ,  V  und  P,  lusHutmenfRlIpn ,  d.  h.  die  irubischen  Polaren 
von  Q'  in  BeKiig  sul  jedes  der  Viersiite  (nftfd)  und  (",'', ''irf,)  mflssen  »icb 
in  drei  Punkten  QV  V  von  y  sehneideu.    Dies  giebt  den  Sats: 

«3.  Sind  MflOp  vier  Piiukte  ein  e  r  Geraden  ;/.  f' ein  fünf 
ter  Punkt  derselben  Geraden,  so  trifft  die  cuhisch«  Po 
Ure  von  {(  in  LIeaug  -uf  irgend  ein  Vierseit.  dessen  Srite>i 
durch  die  ersten  vier  Punkte  geben,  die  Gerade  ij  in  dr.-i 
festen  Pnnkton  i^VV.  Diese  »ind  nur  vosdergegenseitigen 
Lage  .Inr  fUnI'  Punkte  MNOPQ'  abhängig  und  heissen  di- 
haruiouischon  Mittelpunkte  des  dritten  Grades  für  die 
,ier  Punkte  1»N0P  in   Bezug  auf  Q'  h\h  Pol. 

Unter  der  tonischen  Polare  des  Pnnktps  Q'  in  Bezug  auf  (alivd)  ver 
ncht  man  die  conisilie  Polare  von  Q'  in  Bezug  anf  die  cubische  Polare  von  0'J 
and  da  diese  die  Gerade  g  in  drei  festen  Punkten  QÜF  schneidet,  sn  schD«idet 
die  conische  Polnre  von  Q'  beKÜglicfa  [ahcti)  d\n  Gerade  g  in  awei  festig 
Punkten  U  und  33,  den  harmonischen  Mitlelpunkteu  des  »weiten  Gradi 
die  drei  Funkle  QDF  in  Besug  auf  £>' als  Fol.     lu   UebereiustimmuDg  t 
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ilpr  conischtfD  Polare  eines  Punktes  Q'  nach  (ab cd)  sollen  U  und  93  auch  die 
hunuoDiiichen  Mittelpunkte  des  zweiten  Grades  für  die  vier  Punkte  MNOP 
in  Bezag  auf  Q*  als  Pol  heissen.    Darin  liegt  der  Satz : 

04.    Sind  MNOP  vier  Punkte  einer  Geraden  g^   Q'  irgend 
«'in  fünfter  Punkt  derselhen,   so   schneiden   sich   die  coni- 
ü che  11  Polaren    von   Q'  in    Bezug   auf  alle    Vierseite,    deren 
Seiten  durch    MNOP  gehen,   in   denselben   beiden   Punkten 
voD  g,  die  nur«  von  der  gegenseitigen  Lage  der  fünf  Punkte 
MHOPff  abhängen  und  die  harmonischen  Mittelpunkte  zwei- 
ten Grades    der   vier   Punkte  MNOP  ffir  (/  als  Pol    heissen. 
Aus  den  Sätzen  über  die  Polaren  der  vierseitigen  Curve  folgert  tLan 
fuiiiiittelbar  solche  über  die  harmonischen  Mittelpunkte  von  vier  Punkten 
und  ans  ihnen  folgen  dann  auf  dem  von  Cremen a  (vergl.  Einleitung  in 
eine   geometrische  Theorie   der  ebenen  Curven)    angegebenen  Wege   die 
£igeo8chaften  der  Polaren  einer  allgemeinen  Curve  vierter  Ordnung. 


üeber  die  Dit^tigkeitsTerhältnisse  des  intermoleonlarea 

Aethers. 


Prof.  Dr.  W.  C.  Wittwkk 

iu  Hegeiisburg. 


Seit  den  Arbeiteu  Toiiug'a  UDd  Fre^uel'n  gilt  es  bei  Büiuiullicb«) 
1'byiilkern,  die  sieb  eiogebeudcr  mit  der  Theorie  dus  I.icbtoa  bascbjtfligten 
hIh  Rusgemacht,  dasa  eu  einen  alleotbAlbeu  im  Univeriiuui  verbreiteten  Sto 
gebe,  den  Aotber,  der  eine  ausserordentlicbe  Elfttiticitftt  beKitxt,  and  An 
ilurcb  desiteu  Vibrationen  die  ErschetuiingeD  dea  Lichtes  hervorgerufs 
.  werden,  wie  dieses  beaüglicb  dea  Scballee  darcb  die  Schwingungen  dt 
wägbaren  Atome  gescbiebt.  Da  eti  auch  durchsichtige  Körper  giebt,  ja,  d 
ubuo  Zweifel  alle  Korper  dnrcbtiicbtig  sind  ,  wenn  sie  nur  in  gehörig  dtttt 
neu  Schiebten  bergeatelll  werden  können,  so  muss  folgericbtig  Angenomms 
werden,  dass  der  A^thcr  auch  in  den  Körpern  allgemein  verbreitet  sei.  Da 
Lichl  bewegt  hiqU  darch  die  Kürper  in  anderer  Weif-e,  als  durch  den  a 
gemeinen  Kaum,  und  dieser  UmstHnd  läsat  darauf  schltesBen,  dass  die  KSi 
peratome  auf  den  Aethor  eine  Einwirkung  übeuj  weil  aber  zu  jeder  Wii 
kung  eine  Gegenwirkung  gehört,  so  iuuns  auch  der  Aotber  wieder  auf  il 
Atome  einen  Einäusa  auHübeu.  Der  Aethcr  spielt  demgemÜGs  in  den  K^ 
peru  nicht  etwa  die  Rollo  der  l.uft,  die  dnii  Spinngewebe  dnrcbziebt,  sondaq 
die  eineü  cunstitairenden,  zur  Fesl^letlungder  Eigen thiimlichkeil dea KSrpoi 
wesonilicheu  Bestandtbeilea,  und  da  er  in  allen  Körpern  ist,  a»  übertrifft  C 


au 

Bedeutung  jede 

de 

aogeuannte 

chemischen  Orui 

dstofi'e 

a»..«.j«a 

<>e 

Q  ist  kein 

er,  der 

wie 

der  Aether, 

in  s 

immtlicben  K 

drpern 

lieb  vorSDdoM 

Trot^ 

dieser 

johe 

n  Bedeutung 

des 

Aethers  läset  sich 

»cLt  leugmafl 

da 

as  seine 

Nalurg 

Hchichle  lauge  n 

cht 

so  bekannt  i 

t,  aU 

es  wflosclieia^ 

werth  wäre 

,  und  H 

äbi' 

nd  die  Cbei 

iker 

iim  vollständ 

g  ignu 

ireu.ivinleil 

mau  darf  wojil  sagen,  von  der  grossen  Mehrzahl  der  Physiker  als  eine  A 
vou  unvermeidlichem  Noii  me  längere  hetraebtei.  Was  würden  die  Chemiki 
v«n   einem    Cbemiebuche    sagen,    welches  den   SauerGtoä"  ignorirt?     Di 


leb  halte  diBse  Aud 

abmo  für  unricbtig 

inderKäho  der  Aroti 

.c«enigerdich 

»raDd»  berulieu  auf  de 

9   KrscfaeinaDgCD  d 

dein  Grandgatse  aus ,  d 

HS  da»  Licht,  welc 

&«tliin  keanen  lelirti». 

aucb  beutzutage  n 

nliieben  UiBciplineD  ee 

,  die  lins  Über  die 

<    ' l)iJ>itgkütsTaibJÜtnis8eel.u.  Vun  I'ruf.  Ut.  W.  C.  Wittwük.  ^5 

Stuenloff  ist  aber  nicht  in  ftlleu  Körperu,  wie  der  Aetber,  uud  ist  daiiiui 
Mch  iu  chemischer  üeziebaug  weit  eDlfurnt,  mit  diesem  vod  gleiche)'  lle- 
rleutoug  zu  :teiu.  Andererseits  siod  jedem  l'bj'siker  die  elektrischen  and 
ui^nelucbeu  Fluidu  geläufig,  obwohl  ibie  Exisleax  jedenfalls  viel  proble- 
»«tincber  ist ,  aU  die  des  Aetbers. 

Im  N'achsteliriideu  möge  mii'  gestattet  sein,  die  Aufiuorkuauikcit  der 
KacbiiUiDer  sunttuhst  aaf  die  UicbtigkeitsverbilltnisBO  iIcb  Aethers  in  den 
Kiiyttn  SU  lenken.  Was  über  diese  in  den  Dlicbern  zti  finden  i»[,  iat  ent- 
wtdsr  gar  niuhte,  oder  die  Angabe,  dass  der  Aetber  in  den  Körperu  dichter 
ni,  ilii  im  allgemeinen  Räume,  und  dass  bicb  um  die  Atome  herum  die 
Afthet[heileb«n  atmosphärenartig  in  der  Wi'ise  borumlagem,  dass  die  den 
AtoDita  nähereo  Schichten  immer  dichter  weiden,  wobei  dann  regelmässig 
«in«  Abbildung  der  Bo  d  Leu  bacber 'scheu  Dynamide  vorgeführt  wird. 

d  glaube,  dttss  der  Aetber 
ei,  als  fern  davon.  Meine 
Lichtes,  dcnu  iah  gehe  von 
IS  unH  suerst  die  Existens  dos 
I  die  einzige  unter  deu  physi- 
lescbafTenheil  des  Aetheru  zu 
looLi  Hl  fuhren  vermag ,  als  xu  blossen  Vermaihungeu ,  die  jedenfalls  nicht 
int  EUnd«  sind,  das  zu  erschültern,  wae  bei  dem  Lichte  die  Kecbnung  nud 
iKi  Baobschluug  ergeben. 


hctracbtet  mon  die  allgemeiu  iiblicho  Formel 

ü  «elelitr  v  die  Geschwindigkeit  einer  Welle,  in  nuserem  Falle  also  dei^ 
UdilM,  e  «ine  Consiaute,  c  den  ElasticitÜtscoeflicieutBn  des  Medium*  nnd 
'•ein*  liueare  Dichtigkeit  bedeuten,  so  crgiebt  sich  sofort,  dass  zur  Berech- 
aanfraii  p  die  Kennlnitis  des  Werthes  von  e  unbedingt  notbweudig  sei, 

In  jedem  Medium  giebt  es  eine  Stellung  der  dasselbe  eonstituiiendon 
Tluitchen,  in  welcher  sich  belindetid  die 'I'heiluhen  in  Buhe  sind.  Es  ist 
ikttt  die  Stellnug,  in  welcher  säuimtlicbe  von  den  übrigen  Tbeilcben  auf 
*ü  gepebfoes  nnsgellbteu  Wirkungen  sieh  aufheben,  Kuckt  mau  eines  der- 
•^Uu  >ns  Keiner  Ruhelage,  so  ist  die  von  deu  umgebenden  auf  dasselbe 
^«tkltigle  Wirkung  eine  andere,  das  liesullat  dieser  abgeänderten  ThStig- 
^  ut  wcuigsteui  innerhalb  bestimmter,  der  sogenannten  Elasticitätsgreu- 
Ml,  ein  BeitT«ben,  dns  bewegte  Tbtiilcben  wieder  in  die  GleiuligewichtsUgo 
■WicksoniUren ,  uud  dieses  Bestrcheu  beisst  man  Etasticit&t. 

Kl  BUlle  — -  die  Fuuctiou  dar,  nach  welcher  die  Aethertheilcheu  sich 

dnoiHii,  weuB  man  b  uud  n  positive  Coustaute,  r  die  Enlferuuug  eines 


Ueber  di«  DichtigkeitBVPrhJllli.i 


Aetb<4itheilcbe[ia  von  ilem  Kan^cbst  betrachteten  sus  der  RubeUge  nntfem.- 
ten,  unJ  'I»»  Zeichpii  —  eine  AbstoHsung  beJenlcn  läast.     Betrügt  diu  Euf 
feruang  rtes  Aelherllioilcbens  von  der  RnhoUge  ^r,  nnd  macbl  jlr  «lit  d« 
RadittB  vectnr  r  den  Winknl  ip,  so  ist,  wcun  jnitn  nur  dio  erste  Potpiia  v( 
^r    herllcltsichtigt ,   die  Kraft,  mit    welcber  das  Aetliertbeilchen   anf  di 
bewegte  in  der  tticlitiing  von  dr  wirkt,  gegeben  durch 


-['^+«« 


+i)i' 


-0^-^. 


Wenn  unn  durch  r  und  rp  die  sSinnitÜcbeu  CntFi-rDungeu  nnd  Winkt 
repräaeutirl  denkt,  und  weuu  5  eine  Summe  nngiebt,  so  ergiebl  tiicb  «1 
Gesntnmt Wirkung  nller  Aetberlheilcbeti 

-■4"';:"'+a..+r.™.T'-i),'..fj. 

Hftt  das  Aelberlbeiltben  «ich  vor  der  Bewegung  naeb  Jr  in  der  Hohe 
UgF>  befnadeu,  so  ist 

und  es  bleibt  als  besclileunigendo  Kraft  c,  welche  da»  AelherlUeilcbeu  i 
die  Uubelage  zu  rück  au  führen  strebt: 

HÄtte  man  iu  einem  andern  Falle  mit  einem  Medium  zu  thua,  in  dei 
die  Butferuiingen  der  Tbeilchen  ohne  eine  Aenderung  iii  ihrer  Grnppirang 
also  ohne  Äundernng  der  Winkel  ip,  sich  zu  denen  im  erstereu  Hediui 
verhielK^n  wie  Ä  an  r,  so- wäre,  wenn 

ist,  die  neue  beschleunigende  Kraft: 

i)  i-=_s(u,.+iio»,,'-i|Aj^. 

Sind  nun  in  der  einen  Summe  die  Werthe  der  verschiedenen  r  gegebc 
durch  ar,  ßr,  yr ...,  so  sind  sie  wegen  der  Gleichartigkeit  beider  Gruppe 
in  der  andern  ausgedrückt  durch  «  fl.  ßR,  yR...  und  es  wird  daher 

,     -t/'("+"™"''-') '.  +  {l"+')™-».,'-i)i  +  .  .\ 
•>     *;"T   1 \ 

-\((.+i)  ,■„,»•- 11^. +((,+1 10...  ,,--i,-+...y 
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Setzt  man  ER*  =  der  Constanten  C,  so  hat  man  aneh 

woraus  sich  ergiebt,   dass  c  der  n^^^  Potenz  der  linearen  Dichtigkeit  nm- 
gekebrt  proportional  sei. 

Sind  in  dem  Medium  ausser  den  Aethertheilchen  noch  andere  Theil- 
cheti  XU  berücksichtigen,  wie  dieses  bei  den  wägbaren  Körpern  der  Fall 
iait,  und  ist  die  Wirkung  eines  Atomes  auf  die  Aethertheilchen  ausgedrückt 
durch 

«)  /•.('•)=-t^±r,+    ); 

bedeutet  dann  i^  das,  was  vorhin  ip  war,  und  sind  die  Entfernungen  au8 
gedrückt  durch  Ar,  f^r  ..,,  wenn  y,  d,  o,  p,  A,  fi.. .   positive  Constante   be- 
deuten; setat  man  ferner 


ird 


10) 


((/>+i) rosf  - 1) ^'^  +((p+i) cosn,,'-  I)  i  +...  =  y>. 

h  y       .     ö 

,.^  _    r"       ^  r""       —  rP 
El  ft  y  Ö 

""±1  >!.  H  —\  1  ^^4_        1 

Die  Grösse 

kann  nun  wieder  der  Constanten  Cf  gleichgesetzt  werden,  und  es  ergiebt  sich 

'  r"\  h     N    r**  —  h     N    rP  / 

Die  Grösse  e  der  Formel  8)  ist  nun  nichts  Anderes,  als  der  Werth  des 
Elmsticitätscoefficienten  e  in  der  Formel  1),  wenn  von  der  Wirkung,  welche 
die  Atome  auf  ein  isolirtes  Aethertheilchen  in  dem  Körper  ausüben,  ab- 
gesehen  wird,  und  wenn  man  sich  die  Constante  C  der  Gleichung  8)  in  der 
ConatanteD  c  der  Gleichung  1)  enthalten  denkt.    Der  ElasticitUtscoeflficient 

c 
des  Aethers  ist  also  ausgedrückt  durch  --,  wenn  die  gegei^seitige  Abstosr 


„Die  MoIccuUrgcHetze"  liabe  icli  S.  8  aus  der  Bedbguug  <1 
bleibeoH  der  FarbendispersioD  ileu  SaU  abgeleitet,  dass  die  AetliertheilcheD 
üich  uiit  einer  Kraft  abstoiisen,  welche  dem  Quadrate  der  EDtferniiagen 


gekehlt  proportional  ibt;  c 
Aetlier  dea  allgemeinen  Ka 
dua  die  AetbertbeilcLen  u 
gnippirl  itiud,  wie  die  Ecki 
deseea  Mittelpuukt.  In  die 
uwei  Poteoseu  von  J^ 
£8  iat  dieees  dan  Caucby'ac 

In  der  Formel  1)  kann  d 


die  liueare  Dichrigk«it),  während  e  =  ~  geuommen  wordeu  mtu«.    Betrach- 
toi  man  die  Connlauteu  c  und  C  al«  bereits  in  c  entkalteu,  so  äudert  sich  l) 


iro  demgemäss  n^=2  xii  setzen.     Bei  doui' 

d  ist  aller  Grund  zur  AnuMhino  vorhandon, 

n  zunächst  betracliteCPs  derselben  etwa  so 

nea  holoedrischen  tesseralen  Kryslsllea  um 

Kein  Falle  ist  wegen  Verttchwindenb  der  erstaa 

Couotaute  rc  4  zu  nobmcn  (Mol.-Gea.  S.  19). 

sehe  Gesell, 


II) 


^'/^ 


Wird  N  =  2,  SU  ergiebt  sieb,  dass  die  Lichtgeschwindigkeit  der  Qu»> 
dralwurzel  der  Aetberdichtigkeit  proportional  sei;  aber  bei  Annahme  ein« 
Hodorn  Werlhes  von  n  wird  stels  die  GtSkso  v  mit  der  Aetberdichtigkeit, 
wachsen  ,  so'  lange  dieser  Wertb  von  "  ^  I  ist.  Bei  ri  ='  I  wird  v  von  der 
Aethei'itichtigkeit  unabhängig,  und  erst  woun  n  <  I  wird,  geht  das  Licht  in 
dichterem  Aether  laugnamer,  aU  in  dtlnnereui.  Ich  kann  mich  nicht  erinnern, 
irgendwo  gelesen  cii  haben,  dass  die  Aelherwirkuug  Inugsauer  aU  nm' 
gekehrt  der  wacbsendoti  Kiitfernung  proporiional  sbnehme;  mau  findet  ioi 
Gflgeniheil  regelmHssig  die  Aui^icbt  vertreten,  dasH  die  AelhorabntQasiing 
einer  hohen  Potenz  der  Eutrernung  umgekehrt  proportioual  üoi.  Da  an- 
dererseits von  den  verschiedeueu  Annahmen,  die  man  liber  das  Aethergesetl 
macbpn  kann,  nur  diojenigon,  dasK  «=^2  oder  h  =  4  sei,  der  Bedingung  4^^ 
Ausbleibens  der  Fnihendispersion  entsprechen,  diese  aber  bei  dem  Aetb«c 
des  allgi^mernen  Kaumee  eiulrilt,  niso  möglich  «ein  muss,  können  oigenllieh 
in  12)  nur  diese  Worthe  oingesutzt  werden,  und  ans  beidou  ergiebt  sich^ 
dasH  die  Lichtgeschwindigkeit  gleichzeitig  mit  der  Aetberdichtigkeit  wu^h8tl. 
vio  ich  schon  anderwärts  erwähnte,  durch  den  Aether  i 
e  Kngel  durch  ein  Brett,  sondern  der  Aethor  ist  der  Trüget 


Uar  Liebt  geht, 
des  Lichtes. 


Es  bleibt  mir  noch  übrig,  den  Fall  z 
a  Medium  die  Farben  zerstreut. 


der  eintritt,  weoD 


Von  I'ruf.  Ur.  W.  t;.  \Viir^\  i.n  ''■' 

Biet  ist  in  Gleichung  l)  statt  e  der  Formel  8)  e,  der  Faroiel  U)  lu  sub- 

lüuIrM.    \Vu  nun  suaächtit  das  Glied  —  .  —  .  —  unbelantft ,  so  hnben  wir 

b    n    r° 

nth  den,   was   ioh   anderwXrts*  bierliber    bemerkt  habe,   o^2^n    in 

MMd,  Qud  ea  wird  also  der  Wertli  i  +  j  -^  conatant.    Dm  Glied  j.^-  — 

iitjagen  die  Toihergehsndea  unr  sehr  unbelraditlich,  nnd  es  vermag  wolil, 
du  AnBbl«ib«n  d(>r  Färbend  in  persiou  zn  v«rbinderD,  weil  der  EUHtii^itüia- 
cuCffieiMit  dem  Quadrate  der  Entreruiing  nicbt  niebr  geuau  uiDgekehrl  pru* 
jMliaul  iit,  «bflr  das.'«  um  dieses  Glieiles  willen  die  Abnabme  von  e  lang' 
umr  erfolge  als  die  Zunabue  von  r,  >lazu  ist  ea  von  viel  zu  nntergeord- 
ui«r  Bedentang.  ÄQcb  bei  den  die  Farben  am  GtHrksten  serstreueuden 
KCrpera  int  die  Difiereuz  der  Farbengescbwindigkeitea  gegen  die  Brecliuag 
rtciiDsr  klein,  und  es  kann  daher  die  ersterc  dqt  als  eine  Art  von  kleiner 
Üliteg«lmä«aigkeit  der  letzteren  betracbtet  werden.  Darum  ist  eb  auch 
liuu  denkb&r,  das«  für  die  Medien  mit  Farbendispeiaion  eine  weseatUcb 
udire  Horm  gelte,  aU  für  diejenigen  uhno  dii^sclbe,  nnd  wenn  für  letztere 
du6e*et>  gilt,  dass  die  Geacbwindigkeit  des  Licbteis  der  Quadratwurisel 
d«  Dicbligkeit  des  Adlbers  proportional  sei,  so  kaun  uiao  bei  den  zer- 
«ttnmdvn  M«dicn  unr  anuelimen,  dass  dieses  Gesela  nicbt  mehr  genau 
«tUlwi,  nickt  aber,  duss  einer  grösscreu  Aotberdichligkeit  eine  geringere 
IMtgWGhwindigkeit  entsji reche. 


Kuben  der  Uiclitigkeit  der  Aethertbeilchen  oincit  Mediums  ist  anoh 
Jmn  Gruppcrung  xu  berUtksichtigen,  Uie  Aethortboilclion  des  allgeuieiuou 
ItuBM  «ind  8o  gegeueiuairder  getitellt,  dass  die  auf  <iiu  gegebenes  dersel- 
Wnn  kimmilichnn  übrigen  ausgeübten  Wirkungen  sich  anfhebeu,  wenn 
•iicM«  »ich  in  der  Ituhelage  befindet.  Gleichzeitig  muss  auch  die  absolute 
SonnB  aller  dieiier  Wirkungen  ein  Minimum  seiu ,  dcun  ivSre  dieses  uicht 
in  fall,  SU  wiJrde  die  Kühe  des  Aelhertbeilchens  uur  der  des  im  labileu 
(ilnchg«wichte  befindlichen  Körpers  entsprechen.  Uas  Minimum  der  Wir- 
biipn  kann  aber  nnr  danu  eiulreten,  wenn  diu  IDutTernungen  aller  ein 
ttder  baiiacbbarten  'l'beilcben  unter  sich  gau«  oder  mögliclist  gleich  siud. 
^  die  Entferunngeu  uugleich,  so  ist  bei  gleichem  äuseereu  Drucke  die 
Ukbu'gkeit  geringer.  Wäre  die  Dichtigkeit  der  des  allgemeiuen  Raumes 
{tÄcb,  wttreo  aher  unter  den  eiiizclneu  Uistansen  mehr  Verschiodenheilen, 
n  niiUttio  die  absolute  Summe  der  auf  ein  Aethcrtbeilchen  von  seiner  Um- 
{ilraog  ausgeübten  Wirkungen  grösser  sein,  uud  darum  auch  die  Kraft, 
"(leb«  «»  tu  seine  Gleichgewichtslage  zurückfuhrt ,  «obald  es  dieselbe  ver- 
•tat.    Ui«  nagleiche  Auordnuug  der  Äetbertheilchen  würde  für  sich  dahin 

'Jahrg.  XVm,- 


;  Diclitigk-'i 


■ethMltiii 


führen,  dass  der  BrecliiiiigBcuefticienc  des  Lichi<i»  sbnahmv.  Oii 
ili);keit  des  Lichtes  uliniiil  üiilior  dtircli  iingloichfi  Kiitfenmrig  Inngüauier  ab, 
als  OS  bei  gleicher  Abnahme  der  Dicliligkoii  ohne  Äeuderuii);  der  Grnp- 
piriing  der  Kall  wftro,  nud  es  wäre  daher  «ogar  möglich,  dass  nolhel  bei 
geriugert^r  Aelhetdichli{;keit  iiifulge  der  AnorilnuDg  deasnlbon  der  Breclt- 
iiugscoefGcieDl  kleiuei-  wäre,  aU  iui  allgemeinen  Kaanie.  Uit>  LicIitgeHchwin- 
digkeit  im  allgemoinen  Kaatne  ist  Tür  die  dortige  Aeilierdiclitigkeit  «iu 
Mroimum,  und  wenn  iu  einem  Kiirp^r  die  Lichlgflm.hwiiidigkeil  noch  ge- 
ringer iHt,  s»  Ittsst  xivli  niil  aller  Beslintmllieit  iiaf  einen  düuneren  Aellier 
Hchlieasen,  während  anderersxita  bei  Vergleicituiig  zweier  Körper  «in  klei- 
ni-rer  Brechungscoalltuieat  nicht  not  h  wendig  nuf  eine  grösHere  Aether- 
dictitigkeit  GchliesBen  lüsst,  wenn  diesen  auch  im  Allgemeinen  ziemlich 
XU  sammen  treffen  mag. 

Die  Beobnchtung  lehrt,  >lK3a  in  allen  Körpern,  lüe  nnlersncht  «ind,  die 
Lichtgeschwindigkeit  kleiner  ist.  als  im  allgemeinen  Kaunie,  und  es  miisa 
daher  bei  ihrer  Bildung  eine  Aetherverdilnuung  etaltgernndeu  htiben.  L)ie 
Ursache  dleaer  VcriKinnung  sind  uHenhar  die  Atome,  denn  durch  deren 
Anwenenbeit  unlerficbeidei  üii-h  jn  der  Körper  von  dem  allgeineineu  Kaumo, 
und  da  jede  Wirkung  in  der  Nülie  ihrer  Quelle  am  grössteu  itit,  so  mus«, 
wenn  ttich  nin  ein  Atom  iuehr»re  Schichten  von  Aether  kgern,  die  Dichtig- 
keit derselben  um  uo  geringer  ftein.J«  nüher  sie  an  den  Atomen  Hind. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  r*  sei  ein  Korper  gegeben,  in  welchem 
xwar  die  erwähnte  Antbergruppirung  um  die  Aiome  lieriun  ~ifitlfindet,  bei 
dem  aber  die  Atome  selbul  iiacb  allen  KicblOngen  gleicbuiäxHig  geordnet 
sind.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt ,  «o  amen  dieselbe  auch  für  A'n\  als  Ganxe 
betrachteten  Schichten  vun  AetherlbeilcHen  um  di«  Atome  gelten,  jedooli 
ohne  dass  darum  die  Veroebiedenheilen  der  einzelneu  Schichten  der  Hüllen 
aufborten.  Dieser  Korjier  wird  das  Licht  einfach  brechen,  aber  um  der 
Verschieden  heil  der  einuelneu  8cliich(eu  und  darum  anch  der  eiuseluen 
Aetherdistanaeu  willen  wird  die  Lichtgeschwindigkeit  grösser  sein  ,  als  sie 
bei  der  gleichen  Aethpvdiclitigkeit  im  allgemeinen  Räume  wäre.  [>enken 
wir  uns  nun  die  gegeuseitige  Stellaug  der  Atome  in  der  Weine  geändert, 
dasB  ohne  Aenderung  ilet>  Ijessmmtvotumeus  die  iu  den  verschiedeneu 
UnrinoutaUchicbtcn  bcündliubon  nnseinaudor-,  die  in  einer  und  dersel- 
ben Schichte  liegenden  zusammenrücken,  so  müssten  die  Aelherscliicblen 
die  gleiche  Bewegung  machen,  und  es  entsteht  dadurch  ansaer  den  bereits 
vorhauilonen  Distanzvcrschiedenheileu  der  Aethertheilchen  eine  neue,  «ine 
Verfichii-deuhcit  nncb  den  Htchtungeu.  Diese  Aenderung  machi  den  KÖrp«r 
duppoltbrochi-ud ,  nnd  ausst^rdem  muss  die  mittlere  Licfalgescbwindigkeit 
eine  grOssere  sein,  als  nie  ursprünglich  war, 

W^nn  anderersi'its  ein  Körper,  in  welchem  eine  Verschiedenkeit  der 
ZnsammunNeiKnng  nach  den  Uichtungen  vorhanden  ist,  einer  derartigen 
AwHieriing  aasgesetxt  wird,  duse  die  Verscbiedeuheii  sich  vermindert,  so 


hlgt  nnt«r  sonst  gl«icheii  UmsIMrKlci 
itt  Lieh  (es. 


[  nbgekülilt  ist,  aejgt  eiiio  Griip- 
igen  (lio  oMmlicIie  int,  un-i  ilns- 
ingebenilcn  Aetlierliülleu  statt. 
1»  rpIiI.  so  befiodet  pr  sicli,  in 
^ingeu  möge,  stets  unter  den 
r  stßt»  toit  gleicher  Oeschwin- 

II  Glases  i 


OI«s,  welchea  Huhliereufrei  und  IsiigsAi 
pinng  der  Moleküle,  die  nach  Hllen  Kii-blii 
•elb»  findet  ancfa  für  die  die  Mi.kkule  i 
Vtm  nun  eiu  Lichtstrahl  ilurcb  dieses  Gl 
Mlcber  Richtung  er  nuo)]  geheu  oder  ech' 
Reichen  VerhAllnist^pii ,  er  pDanzt  sich  daht 
Jigkeit  fort,  das  Glas  iM  einfach  brechend. 

Uebl  man  uun  anf  einen  Wiirfei  solclien  Glases  in  der  Richtung  von 
oben  nacb  luiten  einen  Druck  aan.  so  werden  die  senkrecht  übereinander 
htfiadlichen  Schichten  des  Gase»  sich  gegenseitig  iiitliern,  die  Theile  einer 
Dill  derselben  HoriiontaUchichte  werden  sich  wegen  der  Vergröoiievang 
(Icnetben  etwas  voneinander  entfernen.  UaHselbe  muHS  auch  bei  dem  im 
QlitB  enthaltenen  Aether  eintreten,  und  die  Dichtigkeit  desselben  ist  je 
■leb  der  Richtung,  die  man  in  dem  Glaue  zieht,  eine  verschiedene,  &ie 
ettii«ht  ein  Maximum  in  verticaler,  eiu  Minimum  in  horiKonlaler  Richtung. 

l^ht  nun  ein  Lichtstrahl  in  hoiisontalcr  Richtung  durch  das  Glas,  sn 
leilegt  er  sich  in  ewei  senkrocht  nufeinander  polariairte  siublltare  Slrnhlen, 
*i)ii  dpnen  der  eine  vertical,  ali)i>  in  der  Kiclitung  der  grünsten,  der  an- 


n    der   Kiclitung  der   klei 

I  in  verticaler  Richtung,  u 
n  Kbenon  schwingende, 
n  derselben  senkrechl'auf  i 
kleinsten  Aoiherdtuckea 
I  Strahles  weder  vertical, 
n  Kwei  !^enkTel;ht  anfeina 


isien    Aetherdiuhtigkeit, 

■t  »erlegt  er  aiuk  wieder 
'D  ^ehen  die  sichtbaren 
er  Richtung  des  Drucke», 
or  sich. 

noch  horizontal,  so  ser' 
diwiiigende. 


<l«rt  horisontnl,    d.    i. 
lAwmgt, 

Gabt  der  Licbtstra 
n  iwei  in  ver«chiudei 
^Wiogungen  eines  Jet 
«ionin  der  Richtung  des  kh 

Ut  di«  Kicliinng  des  Sl 
l'lt  >r  sich  ebonfall»  in  » 
Sebaingungen  des  einen  i 
Adhrrdiehtigkeit.  di«  de» 
Kiehtiiiig  des  Strnhlpfi  geht. 
nicl.  der  auf  der  Richtung  d> 
•'tuchiedeno,  und  ist  ein  Mini 
■«n  or  horitontnl  geht. 

K*  ntgiebl  nich  darauo,  dass  das  Glas  durch  die  Compressinn 
ihniiig  orlridet,  welche  dahnelbo  sum  Analogon  einett  einaxigen  Kryatnlli 
■UtM,  in  welchem  die  Aue  senkrecht,  also  in  der  Richtung  des  Drucki 
»rh,  and  ich  will  hier  xnnächst  der  Annahme  folgen,  nach  welcher  de 
jenigc  Strahl,  dexsen  Schwingungen  horizontal,  also  senkrecht  auf  der  A: 
""»««ich  KRhen,  der  ordentliche  ist,  wHhrend  die  Schwingungen  de«  auase 
urdtbilicben  Strahles  in  der  VorticaUbeue  dich  vollziehen. 


'ollziehe 


In  die 


h  in  der  Richtung  der  gering-ten 
iner  Verticalebeue,  die  durch  die 
benn  ist  aber  die  Aetherdichtigkoii 
senkrecht  stehenden  Gernrien  eine 
I  der  Strahl  vertical,  «rin  Maximum, 

Aen 


62  n»l.or  dif*  nichtlgkpitsvfrhJtltoi 


ivioiUgk«it  ^1 


Wenn  der  ansserord entliehe  Stralil  bnzäglich  seiner  Ocsclivi 
»ich  vnn  dem  ordeDtlicIien  unl^rticlieidet,  so  bann  daran  die  Qruppirnng  drr 
Aethprtlieilchen  Schuld  sein,  die 

ti)  in  der  Richlnng  seiner  Fortpflanzung , 
b)  seitwärts  von  der  Schwingangsebene, 
r)  in  der  Schwingnngsehenc  selbst  liegen. 

ail  a).  Wenn  diejenigen  Aetherlheilcben  maassgebend  sind,  diff  in 
der  Fortpflansungsriclitnng  des  Strahles  seibat  liegen,  ro  IcHnn  eine  Ver- 
schiedenheit zwischen  ordentlicliem  und  auBGernrdentlicheni  Strahle  nicht 
«intreten,  denn  wenn  das  Licht  Npukrccht  anr  die  Glasflächen  aiifgerallen  ist, 
was  hier  vüransgesetzt  werden  soll,  so  ist  die  PortpHaninngsricbtang  den 
ausserOTdentlichen  Strahles  die  nffmliche ,  wie  die  des  ordentlichen. 

ad  h).  Ist  die  Gruppirnng  der  seilwÄrts  von  der  Scbwingungsebene  dee 
Strahles  befindlichen  Aelhortbeilcben  mnassgehend,  so  pflanzt  sich  der  iui 
Hauptscbnilte  schwingende  Strnlil  fort  unter  dem  Kinflnsse  des  Aethers  von 
der  geringsten  Dichtigkeit.  Geht  das  Liebt  pnrallel  der  Druckrichtung,  so 
schwingen  beide  Strahlen  unter  dem  Ü^inäusse  von  Aether  der  geringsten 
Dichtigkeit.  Geht  das  Licht  senkrecht  snl'  der  Dvnckrichtiing,  so  hat  niner 
der  beiden  Strahlen  seitwärts  seiner  Schwingnngsebene  dünnen,  der  Andere 
dichten  Aether.  WJlhrcnd  der  parallel  der  Uruckrichinng  schniagende 
StTKhl  stets  Aether  von  der  geringsten  Uicbtigkcit  ku  seinen  Seilen  hat,  hat 
der  senkrecht  auf  der  Drnckrichtung  schwingende  einen  Aether  neben  sich, 
der  von  der  gröeeten  Dichtigkeit  (bei  horixontalet  FortpflanKnng)  «or  klein- 
sten (bei  vcrticaler  Forlpflsnitung)  vanirl. 

Das  gause  Ergebnis»  wiire  also,  dnas  nicht  der  oben  als  ordentlicher 
Strahl  bezeichnete  der  nrdentlielie  mSrp,  sondern  der  im  üanptschnitte 
schwingende. 

Wenn  nun,  wie  ich  oben  pei-eigi  habe,  Vergrüsserung  der  Aetherdiob- 
tigkeit  eine  Zunahme  der  LicIitgeschwindigUeil  zur  Folge  hnt,  so  findet  man, 
dass  in  deni  Glane  der  von  diT  geringeren  Aeilierdiclitigkeil  Ennfichüt  ab- 
hüngige  nrdeutlicbe  Sirnbl  Inngsniner  geht,  als  der  auB<ierur<lantliebe.  und 
das  K^presste  Glaa  eulspricht  al«o  dem  ncgniiven  einsxigen  Kryslalle, 
dessen  Axe  inil  der  Kiclitnng  des  Druckes  eusammenfllllt. 

liilt  der  SntK,  dnss  dfts  Licht  im  dünneren  Aether  rascher  geht,  so 
mnns  das  Analngnn  des  pnnitiveu  Krystatles  euin  Vorsi'hein  kommen. 

alt  f).  VVeun  die  Gruppirung  de»  in  der  Schwingungsebene  eines 
Strahles  befindlichen  Aethers  für  die  Geschwindigkeit  desselben  innKchst 
in aasag  e  bend  inl,  so  ist  derjenige  Sirnhl  der  ordentliche,  der  senkrecht 
auf  der  Drnckricbtuug  schwingt.  Fi  vibrirt  nnler  dem  Kinfliiaxe  dünneren 
Aether».  Der  ausseinrdenllicbr  im  Hanptxcbnittn  schwingende  Sl'rahl  hat 
in  der  Richtung  Neiner  Schwingungsebene  Aether,  dessen  Dichtigkeit  vom 
Ißnlmam  (wenn  die  Fortpflanzungsricbmug  vertical  ist]  zum  Maximum  (bei 
hWismititler  Fortpflaniang)  wechselt. 


1  Pr.'f.  I>i.  (•-  IV.  WrTTW«R, 


Das  Endergebniss  ist,  wie  bei  b),  dsss  duB  Analogon  pines  negativen 
Kryitalles  entstehen  mnas,  wenn  Znntibnie  Her  Aetlierdicltigkeit  eine  Zn- 
tubme  der  Lichlgeschwintligkeil  bedingt;  im  entgegpngpsetuten  Falle  ent- 
tiehtd**  Anatogon  eiaes  positiven  Krystslles.  * 

Wird  das  Glae  gedehnt,  ao  wird  ea  im  Gegenaatze  zu  dem  vorigen 
F>Ilft  einen  positiven  Krjatall  reprÜaeDtiren,  wenn  die  Licbtg<!9cti windigkeit 
mit  der  Aetlierdicbtigkcit  wuchst. 

Der  Veräücl]  lebrl  bekanntlich,  dass  gedrücktes  Ola» 
"inen  negativen  Kryslall  vorstellt,  dessen  Uauptaxe  mit 
dtrRichtnng  des  Drncfces  »nsammenfällt,  während  gednhn- 
tfti  OUs  einen  positiven  Kristall  reprüsentirt.  * 

Wie  man  siebt,  iKsst  eich  die  Frage,  ob  der  ordentliche  Siratil  in  dem 
Huptschnitte  oder  senkrecht  darauf  schwinge,  aul'  die  vorstehende  Weis« 
iikiit  enUcbeiden,  wohl  aber  die  Frage,  in  welchen  Besiehnngen  Lichi- 
jrKhiriiidigkeit  und  Aetberdichtigkeit  aneinander  sieben,  und  diese  Frage 
ti«ut«Artet  »cb  dabin,  dase  die  Znnahme  der  Lieh tgeechwindig- 
k«it  mit  der  der  Aetberdichtigkeit  verbunden  sei. 

Id  dem  gepressten  Glase  findet  eine  gegenseitige  AnnSliernng  der 
TWlchi-n,  also  eine  grüBsere  Dichtigkeit  in  der  Richtimg  des  Druckes  statt, 
B»i  wfDn  durch  die  Compreasion  das  Glas  zum  Analogen  den  negHtiven  K.ry- 
stiltHwird,  so  IHsBt  sich  schlieasen,  dn 
»Ullftn  In  der  Riebtang  der  optischen  An 
«tnUininium  sei,  wahrend  bei  den  positivri 
fall  eintritl. 

S«  kSnnte  aach  die  Frage  anfgeworren  werden,  oh  nicht  infolge  der 
CouprcsHion  des  Glases  eine  Ahscheidnng  von  Aether  stattfinde,  waa  dann 
di«  tJmJliidpriing  de«  Glases  in  einen  drippcltbrechendeo  Körper  sny  Folge 
Ulte.  In  mninen  MoIecuUrgesetzeii  (8.(tä)  habe  ich  geKeigl,  das«  sich  die 
iptiRcii^u  ßesiebungen  der  Gase  ganz  einTach  dnrch  die  Aniiabme  eiklfiren 
taufta,  dan»  die  Lot'lnrten  aus  Atomen  mit  ihren  AetberhUllcn  bekleben,  die 
dUD  noch  »osserdem  in  freiem  Aether  xerstreul  wind,  gewisuprniassen  darin 
Durch  Coropresaion  eines  Gaues  n  ird  dann  mehr  und  mehr  des 
Afithers  «bgescbieden  und  so  das  optische  Verbalten  der  Gase  ver- 


Analogon  den  n 
1  die  Dichtigkeit  in  diesen  Kry- 
Bin  Maximum,  senkrecht  daranf 
Kryslatlen  der  eiilgegengesetate 


tnim 
'  thutu 

Würde  bei  den  festen  Körpern  ein  analoger  Vorgang  slatt6nden,  so 
vflrde,  wann  die  Aetherlhejlcben  in  derNftbc  der  Atome  weniger  dicht  bei- 
idrraiad,  aU  fern  davon,  wie  ich  e»  angen'immen  habe,  der  nach  der 
[Tnippreanfon  des  Glases  bleibende  Aetberrest  weniger  dicht  sein,  nln  vor 
■nolben,  da  dareh  den  Drnek  uffenbHr  die  den  Atomen  xuuHchst  liegenden 
'li«)leli«ti  xnlelst  von  diesen  abgeschieden  werden.     Die  Folge  der  Com- 
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[iressioTi  wäre  also  pine  Abnafame  der  Aetberdichtigkeil,  die,  wenn  sie  oscl 
verscliiedeoen    RicLtangei]    verschieden    ist,    znnüchst    die    Ricbinng    des 
Druckes  irefFen  inuss.     Es  milssle  nlso  iu  dem  gsdrückleu  Körpei 
Druck  rieh  ^nng  dünnerer  Aetber  sein,  als  senkrecbt  darauf,  es  müsste  eia 
positiver  Krystall  entstellen. 

Fulgt  man  der  gewöbDlichen  Annahme,  daes  die  Dyuamidei 
Nabe  der  Aloue  dichteren  Aetber  enlbalten,  hIs  fern  davon,  so  er<;iebl  siel 
im  Gegensätze  zu  dem  vorigen  Falle,  dass  durch  den  Drnck  ein  Körpo 
entaleben  mass,  dessen  Aetber  in  der  Ricbtnug  de§  Drucke« 
der  Dichtigkeit  erreicht.  Nach  dieser  Annahme  bewegt  sieb  aber  das  Lieh 
in  dem  dichteren  Aetber  langsamer  als  im  dünneren,  nnd  es  niiisst«  alx 
auch  hier  durch  Druck  ein  poxitiver  Krystall  zum  Vorschein  kommen. 

Wie  man  siebt,  widerspriclit  die  Auuabine  der  Aetberabscbcidung  nnti 
alleu  Umslttuden  dor  Beobnubtnng;  dasselbe  tbut  aber  aucb  die  Annabm 
daas  der  Aetber  in  der  Nabe  der  Atome  dichter  sei,  iJe  fein  davon,  währet 
das  Liebt  im  dichteren  Aetber  langsamer  gebt.  Nur  die  Vorausseixung 
dass  der  Aetber  in  den  Körpern  weniger  dicbt  sei,  als  ausserhalb  deraelbea 
und  duss  das  Licht  in  dichterem  Aetber  ncbneller  gehe,  als  in  düDueieü 
linrmonirt,  wie  oben  geseigt  mit  der  Rechnung,  so  hier  mit  der  Üeobai^lui 

Eine  »weite  Art,  die  Dop|iehbreefauug  des  Glases  hervor»ubringen,  tl 
die,  dass  man  einen  Glassiab  in  longitudinnle  Scbwinguugeti  vcrseti 
Knndt*  bat  nacbgewiesen,  dasb  die  Dop^eltbrecbang  des  Glases  periodisa' 
sei.  Die  Tbeile  des  Stabes  bewegen  sieb  gegen  den  Knoten  bin  und  v« 
ihm  weg,  und  es  entsteht  so  abwecliselnd  eine  Contraction  und  eine  Dilali 
tiou  in  der  Richtung  der  Lüngsnxe  des  Stabes,  die  im  Knoten,  in  welcb« 
allein  eine  Doppellbreclmng  wahrzunehmen  ist,  ein  Maximum  erreich 
Bereits  Mach**  bat  darauf  hingewiesen,  da!.s  der  Stab  bei  der  Cnoiractitt 
optiseb  negativ,  bei  der  Dilatation  positiv  werden  mnss. 

Wenn  ein  Körper  erwärmt  wird,  so  dehnt  er  sieb  ans,  und  die  gleicl 
QuHUlilKt  von  Aetber  ist  darnm  anf  einen  grösseren  Raum  verbreitet,  er  j 
also  verdünnt,  und  die  Folge  davon  sollte  ein  Anwachsen  des  Bruclittug 
eoefßcienten  sein,  .andererseits  int  durch  die  Tempera tnrerbSltluig  d 
Aetber  iu  Schwingungen  vnrseiut,  nnd  wenn  dieses  geschiebt,  so  ist  daa 
ein«'  Vergrösserung  der  von  den  einzelnen  Tbeilchen,  den  Atomen  »uwol 
als  von  den  Aetbertbei leben  anf  ihre  Nachbarn  ansgetlbtcn  AbslOhsuiig  vt 
bunden.  'Ist  die  Wirkung  bi'i  der  absoluten  Teniporalur  u"  ansgedräa 
durch 
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n  wird  fie  bei  der  Temperntar  f,  wie  ieb  anderwSrta*  gezeigt  habe: 

WiH  die  Abstossang  grÖBser,  so  wird  es  aucli  der  ElaBticitatscoof6- 
cient  nad  mit  diesem  die  LicbtgescliwiDdigkeil.  Wir  Laben  darnm  einen 
doppeiiea  Einflags  der  Tcmperntnr  aof  die  Licblgescliwiiidigkeit;  aber  die 
WidcD  WirkangeD  aind  in  entgegengeeetztem  Sinne  tliätig. 

Die  Gasammläoderang  der  Licblgescbwindigkeit  beruht  aiiF  der  Diffe- 
II  iweier  eich  entgegen  gesetzten  Wirkungen,  und  es  ist  leicht  eineiiseben, 
da»  noler  sonst  gleichen  Umstflndeu  die  Ahnabme  des  Brechnngacoeriieieii- 
Im)  Hin  so  grösser  sein  wird,  je  geringer  der  Ansdehnungscoefficient  eines 
KSrpers  ist. 

Was  die  Boobachtnngen  anbelangt,  die  hier  zu  verwenden  wHren,  so 
id  >it  bier  nicht  am  besten  daran,  denn  in  der  Regel  kennt  man  die  Äns- 
dehnuagEcoefficienten  derjenigen  Körper  nicht,  deren  Aenderung  der  Breoh- 
imgicoofficieikten  bestimmt  ist,  oder  nmgekebrl. 

lofan  •*  liai  die  Aenderangen  der  Brechangscoefficienten  für  einige 
KtAfle  angegeben  ,  and  namcnilicb  anf  die  starke  Verminderung  derselben 
IfaSletnsalz  und  Sylvin  aufmerksam  gemacht.  Seine  Beobacbtungen  geben 
di*  «af  die  Linie  D  redncirlen  Aendernngen  dn  des  Brechnngscoefficienten 
fb  100*  C  Temperatarznnahnie : 

Steinsalz  rfn  =  — 0,00378, 
Sylvin   ■  —  0,00345, 

Flussspath  —0,00123. 

Aasrndem  hat  man  n»ch  Fizeau  ***-. 

Bergkryeiall  rfn,  =  —  Ö,ö0054 , 
rfn,  =  —  0,00063, 
Kalkapalh  d«,  =  +  0,00008, 
rfH,  =  + 0,00108. 
Stefan  sagt:  „Oh  awischen  diesem  ansgezeichnetcn  Verbalten  des 
OtttBialM«  nnd  des  Sylvine  and  ihrer  bekannten  grossen  Diathermansie  eine 
■aiielIe|{eDdo  gescIzmKseige  Beziebnng  stattfindet,  diese  Frage  eu  beantwor- 
n  iit  jelat  noch  nicht  moglicb.  Es  besitzen  diese  Körper  auch  relativ 
l*(Dc  Aiudrhnnngscnefficienten j  sie  dehnen  sieh  dnrch  die  Wffrme  nnr 
sal  so  «lark  aus ,  als  Flussspath ,  and  stiehl  gegen  dieses  Verbältniss  das 
Irr  jlenderaugea  der  Brechnngscoefficienten,  nämlich  3:1,  nm  so  bedeuten 
ib,  h)  demeelbon  Grade,  wie  die  Vcrscbiedenbeil  in  der  niatliermansie 
r  SdbvtanzGD.     Und  ebenso  stellt  stcb  das  Verbällniss  zwischen  Stein- 
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Wna  nnn  zuerst  die  von  Stt^fnn  angedeuteten  Beziehangen  zwUehen 
ßteins&U  nnd  Sylvin  einer-  und  FlusaflpHth  andererseita  Rntielaogt,  so 
ergieht  sich  leicht  die  Ursache  der  BtSrkerpn  Aendernng  dee  Brechung»- 
coefficienteo  bei  den  beiden  ersten  Snbstanien.  Die  üriBche  ist  die  g«- 
ringere  Ausdehnung,  welche  «ie  infolge  der  Tempemtarerhöbiing  aeigeu, 
und  die  von  Herrn  Stefan  bemerkten  Verschiedenheiten  zwischen  den 
VerhXltnitise  der  AnsdehnungscoefGcienleu  nnd  der  Aendernng  der  Licht- 
hrechungscnerficienten  sind  darsnf  zurückzufahren ,  dass  letztere  auf  e 
Differenz  zweier  entgegengesetzten  Wirkungen  beruht,  nnd  darnm  dasVer- 
hültniss  derselbt^n  leicht  ein  anderen  sein  kann,  als  das  der  Ausdehnnag«- 
coefGcienlen. 

Für  uns  gilt  folgender  Satz;  Ist  bei  Steinsalz  nnd  Sylvia  die  Aasdeh^ 
nnng  kleiner,  so  isl  es  nnch  diejenige  Wirkung,  die  den  Brechnngseoeffi' 
cienlen  vergrössert,  und  unter  sonst  gleichen  DmstSnden  muss  darnm  der 
Brechnngscoefßcient  des  Lichtes  bei  Steinsals  nnd  Sylvin  rascher  nb> 
nehmen  (oder  langsamer  wachsen),  als  bei  dem  FlussspHtb.  Wurde  dtt 
Licht  in  dichterem  Aether  langsamer  gehen,  als  in  dünnerem,  so  müssle  bd 
kleinerer  Ausdehnung  eines  Körpers  der  BrechnngBcoefficieni  rascher  wach' 
sen  (oder  langsamer  abnehmen).  Die  Beobachtung  spricht  gegen  diese  An* 
nähme;  sie  spricht  für  die  meinige. 

Bei  dem  Quarze  beträgt  der  BrechnngscnefGcient  des  ordenllicheo 
Strahles  bei  gewöhnlicher  Temperatur  l,M8,  der  des  ausserordentliche 
t,&5B,  nnd  durch  Erhöhung  der  Temperatur  um  100°  C.  nimmt  ersterer  ni 
O.OOOM.  letzterer  um  0,00063  ab.  Durch  die  Tempcrmlnrerhöbnng  nkhei 
sich  also  der  Bergkrystalt  den  einfach  brechenden  Körpern,  und  die  Aetbei 
grnppirung  in  seinem  Innern  wird  also  bei  der  Temperatnrerbtihnng  einS 
gleichartigere.  Wenn  sich  die  Aethergrnppirung  der  des  allgemeinen  Rau- 
mes nähen,  Bo  nähert  sie  sieb  derjenigen,  bei  welcher  aus  den  oben  an- 
geführten Gründen  unter  sonst  gleichen  Umstanden  ^ie  Lichtgeschwindigkeit 
ein  Minimum  ist,  und  letztere  nächst  daher  beidem  Uebergange  in  dies« 
Orappirnng  weniger,  als  man  es  bei  der  unbedentenden  cuhischen  Ai 
dfthnung  des  Bergkrystalls  erwarten  sollte.  Die  Aendernng  des  Brechnnj 
coefücienten  ist  bei  dem  Steinsalze  bei  gleicher  Ausdehnung  durch  Wurm* 
darum  grösser,  als  hei  dem  Quarze,  weil  bei  letzterem  durch  die  Verinde- 
rUDg  der  tiruppirung  der  Aetherlheilchen  eine  Erscheinung  eintritt,  die  fSr 
eich  den  Brechuogscoefficienton  vergrössert,  während  bei  dem  Steinaatse 
als  einem  einfach  brechenden  Kryslalle  diese  Aenderung  der  Gruppirnnj 
gar  nicht  oder  nur  in  geringem  Maasse  vorhanden  ist, ,  Auf  diese  Weise 
dürfte  sich  die  von  Herrn  Stefan  bemerkte,  oben  angeführte  Anomalis 
erklären. 
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Bd  dem  Kalkspfttlie  ist  die  nXinliche  Gracheinnng,  nber  in  vergrÖBeer- 
um  MusseUbe ,  vorhnnden ,  wie  schon  die  weitnuH  stKrIccre  Doppeltbreeli- 
äug  •lieses  Krystallefl  erwarten  Itlset.  N»oh  F  i  z  c  a  a  ändert  sich,  wie  bereiu 
erwilmt,  der  Brecbiingscoefßcicnt  des  na§serordRntIichon  Slmhles  bei  lüO^C. 
Ttinpnatnrzunalime  um  -{-0,01)108,  der  des  ordentlichen  um  -|-0,00000.  Da 
nun  die  arsprUngltcben  Werthe  der  Ooefäcienten  l,4S3  und  l,ö&4  sind,  sn 
trgifbt  sieh  bierane,  daaa  bei  der  Temperatnrerbfihuug  der  Kalkspatb  sich 
Tiel  cascheren  Schriltcs  dem  einfncb  brechenden  Medium  n^lhert,  als  der 
Berglcry stall,  und  die  Folge  dieser  Aendernng  i-st,  dass  die  Br« 
cientfln  des  Lieble»  nicht  nur  nichi  abnehmen  ,  sondern  sogar 

AnoJtherDng  an  die  einfach  brechenden  Substanzen  hat  eine  Abnahme 
d«r  Licblgeschwindiglceit  zur  Folge  ,  und  umgekehrt. 


^Iiungficoe 


nfwelclieUrsn 
1  meiner  Abhi 


Ea  toSge  mir  non  gestattet  sein,  bezüglich  dos  im  Vorstehende 
tptocbenen  Uebergeh^ns  der  Acthergriippirnng  in  die  normale  etwas 
tchneifen  nnd  in  ein  paar  Beispielen  nacbziiweii 
Dnitndernng  der  Gruppirnng  zurückzufllbren  se 

El  8*i  eines  der  Tetraeder  gegeben,  die 
Jither  die  Art  der  Bewegung,  die  wir  WSrme  nennen"*  zu  Gronde 
h*bA,  DnsTpIraeder  sei  ursprünglich  so  gcstelll,  dass  sein  MiLtelpun 
d*in  Aofangspunkte  der  Coordioaten  zusHramenfSlit,  sein  eines  Eck 
Axt  d«r  Z  steht,  wahrend  ein  anderes  in  der  Ebene  der  XZ  ist.  Man 
DBn  du  Tetraeder  um  die  Z  Axo  um  den  Winkel  tp,  dann  um  die  q 
am  äfn  Winkel  ^,  ood  die  Coordinaten  der  einzelnen  Ecke  werden  a< 


a-,  =  j  ^8  ros tp,      i/,  =  —  j/s'tin  g>  cus  V  +  —  »i 
5,  =  -  _-^nsV.+  -yäsincpsi'iVi 


absn- 
be  die 


gelegt 


in  der 
drebe 


■<>.(q.+  l20)  ,■',..  .(.  +  ^ 

1(71+120)  «"t; 

tn(qo+240)TO.vV.+   '- 


DU-  Mitte  des  Tetraeders  nimmt  die  Massenkngel  ein,  an  de 
Eelieii  befindet  sich  eine  Aelherkugel,  und  r  ist  die  Summe  der  Radii 
Aeiker-  und  Masseniheilcheu.  Befindet  sich  nun  in  der  Z-Axe  in  dr 
branac  R  von   dem  AnfangHpnnkle  ein  weiteres  Aethertbeilchen,  1 

•  JtSug.  \V1II,  3  Ate»«'  7.^\isfW,{t. 


r  Ent- 
nd  ist 


üeber  die  DichtigkeitsrerhlÜtiiiBSfl  ete. 


die  Binwirknng  W  za  sachen,  welche  das  Tetraeder  niif  dieses  Aethertliei] 
chen  atuübt,  an  findet  miin 


»'=-6[^  +  V(«**("*t(/'-|W«**) 


-3co.v'))^  +  ...J 
1  den  Coefficienten  von  =  der  KUrte  wegen  durch  J  ersetst 


15) 

oder,  wei 
10) 

Diexe  Gleichung  eDtsprteht  gana  der  GIpichang  4),  die  ich  in  dieser 
Zoitscbrifl  XVIII.  2,  H7  gegeben  hAbe,  nnd  sie  bernhl  nnch  anf  den  nkm-i 
liehen  VortinsseUaDgen;  man  hat  in  der  letaleren  Gleichung  nor  ft,  d: 
Snbstanz  eines  Aetherlbeilchens,  =  1  und  —  ybs=A  zu  setzen.  Die  Gleich- 
iing  16)  entspricht  anch  der  oben  angeführten  Gleicfanng  13).  und  man  he( 
dort  nur  n  =  2,  p  =  5  nnd  y^Ar'  und  das  dortige  r^  Jf  zu  nehmei 
kann  darum  auch  aas  16)  eine  der  14)  analoge  Formel  ableiten.  Geht  no« 
Bia  ft-i-Jr  aber,  so  erhalt  man 

Mao  sieht  hieraus,  das»  die  mit  J  muttipticirten  Glieder  üusserst  rasch 
abnehmen,  wenn  R  wfichst.  Nun  hiingl  aber  derEinäass,  den  ein  Atom  aof 
die  Aethergrappimng  im  Innern  de*  Kryslalles  ansübt,  gerade  von  dem 
Werlho  dieser  Glieder  ab,  nnd  die  Abnahme  desselben  ist  am  so  rueher, 

je  kleiner  —  wird.  Dieser  Aasdruck  reprSsenlirt  am  so  kleinere  GrösseB,- 
je  mehr  die  A et herthei leben  von  dem  Atome  entTernl  sind,  and  eben  dii 
Fall  tri«  bei  uns  ein,  da  es  sich  hier  innAcbst  um  die  Aethergrappimng  de»' 
den  Atomen  ferner  stehenden  Hüllentheile  handelt.  Je  geringer  nun  der 
BinBass  des  Atomes  auf  die  Aethergruppirnng  ist,  am  so  mebr  tritt  diejenig« 
Aendernng  in  Ihr  Recht,  welche  im  allgemeinen  Rsnme  stntlfindet,  ond 
daraas  ergiebt  sich  die  Aunähening  an  den  einfach  brechenden  KSrper, 
wenn  durch  TomperainrerbShang  eine  Aasdehnang  des  Krjstallea  hervor-' 
gemfen  wird. 

Wenn  in  der  Gleichung  1)  meiner  eben  eitirteo  Abhandlung  «=  oder 
wenig  >3  ge«o«l  »iid,  so  entsteht,  wie  leb  in  meinen  Uoleenlargesetsen 
geaeigt  habe,  ein  Krystall  des  Tesepr«lsystems!  ist  »bor  h=  oder  wenig 
2S,  so  kommt  ein  KrysUll  des  Ueiagonalsystems  xnm  Vorschein.  Ein 
Flohes  Uoleklll  bwleht  ts  seiner  einfachsten  Fora  ans  einer  MaMenkoge], 
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•■r  wfllcliBT  in  eioem  griiesten  Kreise  drei  Äetherkngeln  je  ISO"  voneinKoder 
ontfemt  sich  befioden. 

Liegt  dieses  Molekül  ursprOogUcb  in  der  Ebene  X¥  so,  dMs  das  eine 
der  Aetheratome  in  der  XAxe  eicli  befindet,  und  dreht  man  wieder,  wie 
,  am  die  Winkel  tp  und  tfi,  uail  sucht  man  wieder  die  Einwirkung  den 
Moleküle»  auf  ein  in  der  Z-Axe  in  der  Enllernung  R  befindliches  Aetlier- 
ihcilebeD ,  so  erhält  man 


19) 


W= 


LR'      *  Ä* 


(1- 


■"*')  +  .■ 


Das  Ergebniüs  iat 

Es  wSre  gewagt, 

ganüinea  Schlug»  zu  vi 

GetUlt  sie  auch  sein  j 


vorigen  Falle  gst 
eiu  Resultat«  von  zw 
und  zu  sagen,  dass  I 
j,    der  nänilict 


a  dem  vorigen  Falle  gsnz  analoges, 

i  Bpecialfallen  einen  all- 
isä  bei  allen  Atomen,  welcher 
Erfolg  eintreten  mÜHse-,  was 
sbet  gestattet  ist,  das  ist  die  Annahme,  dass  das  gefundene  Verhalten 
Khxrlicfa  vereinzelt  dastehen  wird,  und  gerade  die  zwei  KryslRlle,  bei 
deaeo  der  Cebergang  in  das  einfach  brechende  Medium  bei  Tempsratur- 
«riiAhung  eintriti,  der  Dergkrystall  und  der  Kalkspath,  gehören  dem  Heia- 
gon4liyBteni  an,  für  welches  eben  die  'l'halsache  der  raschen  Abnahme  der 
EiD'irkong  des  Molekäles  auf  die  Aelbergruppiruug  nacbget 


Nach  dieser  Abschweifung  will  ich  mich  wieder  den  Schlüssen  bezüg- 
Itcb  d«r  Aetherdichligkeit  zuwenden,  zu  welchen  die  Erböhnug  der  Toni- 
pcniarde»  Bergkrystatles  und  des  Kalkspathes  fuhrt. 

Pfaff  bat  gefunden,  dass  der  Bergkrjstall  bei  einer  Temperatur- 
•tbStiDDg  von  lOO*  C.  sich  ausdehnt; 

in  der  Richtung  der  Hauptaxe      nm  0,0008073, 
„     „  „  senkrecht  darauf  „   0,00iaU7. 

D<r  Brecbungseoefficient  des  Lichtes  ändert  sieb  bei  der  gleichen  Erwttr- 

""""^  für  den  ausserordentlichen  Strahl  um  —  0,00063 , 

„      „     ordentlichen  „        „    —0,00054. 

Xaeb  dpm  Obigen  ist  für  den  ausserordentlichen  Strahl  mehr  die 
A«tberdiebtrgkoit  in  der  Kichtnng  der  Axe  bestimmend,  für  den  ordent- 
litbee  Strahl  die  Dichtigkeit  senkrecht  auf  der  Axe.  In  der  Richtung  der 
Eattpüue  ist  die  Ausdeliunng,  also  die  Verdünnung  durch  Wärme ,  kleiner 
Ü*  aenkrecbt  darauf,  nnd  da  die  Verdiinnong  für  sich  dpn  Brechnngscoefti- 
MDtMi  rergrAssert,  so  ist  auch  die  Abnahme  desselben  in  der  Uauptaxen- 
Kbtung  grösser,  als  senkrecht  darauf. 

Deallicher  ISsst  sich  der  Satz  bei  dem  Kalkspathe  nacbweisea.  Bei 
leMtD  ist  Dach  demselben  Antor  die  Ausdehnung 


_r^«« 


I.  cvu, 


JU. 
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in  der  Riobtaiig  der  Hauptaxe  0,00262*11 , 

„     „  „        senkrecht  daranr  — 0,000310ö. 

Die  Aeudetuug  des  BrechungBcoefficienteii  ist  für  die  gleiche  Temjicralur- 
erböbuiig 

fHr  den  aasaerordentlichen  Strahl  um  0,00108, 
„      „    ordentlichen  „        „   0,00006. 

Während  bei  dem  Qaarze  die  den  BrecbnngscoefficieDten  verkleiaenida 
Wirkung  [Anwacheeo  der  ElaeticicXt  nach  QleicIiQOg  U)]  die  beiden  ver- 
gröasernden  (Ansdehnang  nnd  Uebergaug  der  Aetbergrappirung  in  die  nor- 
male) überwog,  ist  bei  dem  Kalkapatbe  der  entgegengesetsle  Fall.  Dia  ver- 
grSsBernde  Wirkung  der  Ansdebonng  tritt  ein  in  der  Kicblung  der  Haapt- 
az«,  und  der  Brechnngscoefficient  wäclist  darnm  aacb  für  den  von  dem 
Aetber  dieser  Richtung  aunäcbst  abhängigen  Strahl  für  den  xusseiordeBt- 
licben. 

Bei  der  Annahme ,  dass  der  Brechungacoefficient  mit  der  Dichtigküt 
wachse,  müsste  in  jedem  der  rorsleheadeQ  Fälle  das  EntgegengeBetxt« 
eintreten. 


Ans  dem  Vorsiebenden  lassen  sich  folgende  Schlttsse  sieben: 

1.  In  den  wSgbnren  Eör[)ern  ist  die  Aetherdicbtigkeit  kleiner,  als  toi 
allgemeinen  Wellenraum. 

2.  In  den  positiven  bezagonalen  Krystallen  erreicht  die  Aetberdicbüg- 
keil  in  der  Richtung  der  Hanptaxe  einen  kleinsten,  senkrecht  darsnf  einen 
grössten  Werth.  Für  die  negativen  Krjstalle  findet  das  Entgegengesetete  statt. 

3.  Die  in  den  Lehrbüchern  der  Fbysik  vorgeführten  Zeichnungen  von 
Oynamidcn  geben  eine  ganz  unrichtige  Vorstellung  von  der  Grnppimng  der 
Aethertbeilchen  nm  die  Atome,  denn  etetere  sind  in  der  Nfihe  der  letsteres 
nicht  nur  nicht  dichter,  sondern  ihre  Dichtigkeit  nimmt  sogar  mit  der  Bnt- 
feraung  von  den  Atomen  ab. 


Ueber  die  numerische  Anflösnng  zweier  Grleichun^en 
mit  zwei  unbekannten. 


H.    ZlUUEEUANN 
m  C&rlBrulie. 


Dia  beiden  DnbekHiinteD  x  and  ff  ae!eli  «na  den  beiden  (algebraischen 
oder  trtnscendenten]  Gleichongen 

KU  ba«timDieu.  Ee  wird  augenommeo,  d&ss  die  EUmiaKtioa  einer  der  beiden 
UnbekaiiiiteD  nicht  auf  eiafache  Weise  zu  bewerkstelligen  sei  und  dass  drei 
Pftar«  von  Nibernngswertben : 

*.y..  ^ij/i,  ^-.y. 
baksDiit  seien.      Dann  ist  die  Aiirgabe  die,  mit  Hilfe  dieser  NSherungs- 
wertlte  and  der  Gleichungen  l)  ohne  Zafailfenahoie  von  Construc- 
tioDen  beliebig  genaue  Werlbe  für  x  und  y  zu  finden, 

LKssI  mao  nun  2  y  i  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  im 
Baame  bedeuten,  so  stellen  die  Gleichnngen 

awei  Fliehen  dar.  Nimmt  man  (des  kilrzersn  Ausdruckes  wegen)  die  xy- 
Ebaii0  borixDDtal  hn,  so  bedeuten  die  Gleichungen 

d.  h.  siuere  Glaicbnngen  1),  die  Uorizontals puren  dieser  Flächen.  Für  alle 
Oiir«hsclu)iUspnnkte  beider  Hotiaontalspuren  gelten  die  Gleichungen  1)  %a- 
laaamea.  Die  getuchteu  Werthe  vou  x  und  y  können  also  als  die  Coordina- 
(aa  der  Dutohschnittspuukte  der  Horizontalspuren  der  Flüchen  2)  aufgefaeBt 
«rrdan. 

Satxe«  wir  nuo  die  Näherungswerthe  von  x  und  y  in  die  gegebenen 
Paoctloneo  ein,  so  verschwinden  dieselben  nicht,  sondern  ergeben  gewisse 
Werthe  t,  resp.  (,  die  auf  folgende  Weise  bes^chnet  werden  mögen: 


F 


Uebar  die  nnmeriaelie  ADfltten 

M 

=  »(«, 
=  »(». 

ür)! 
>>)i 

1 

iBrDngBwenhe  nicht  sei 
ou  einander  differiren, 

r  stallt 
,0  lieg. 

von  den 
n  die  dr 

waUrep  Wertfadn 
ei  FUcheopunkt« 

■c,»,:,.  x,y,!„  x.Vi't 
eiDaader  aabe,  so  daes  eine  Ebene,  die  man  durch  dieaelben  legt,  sieb  der 
Fl^icbe  ziemlich   eng   aosclilieBst,    also   aucb    für   eioe  kurse  Strecko  aa- 
uäberud  dieselbe  HorizontaUpur  besitzt.    Die  GleichuDg  dieeer  Ebene  sei 

4)  .=.,!  +  (.,  +  ,■. 

Dann  loässea  natürlich  die  Coefficienten  »,  b,  c  den  folgeudeii,  an  ihrer  Be- 
stimmung hinreichenden  Bedingungen  genligen,  die  ausdrücken,  dass  die 
Ebene  4)  durch  die  in  Kede  stehenden  drei  t'IäcUeupunklo  geht: 

Die  Gleichung  der  Uortzontalspor  dieser  Ebene  ist 

0  =  ax  +  b,j  +  c.  I 

Legt  mau  durch  die  drei  FiKchenpankte 

a^iy.Si.  *iy.£..  ar.y.E, 
iu  analoger  Weise  etuo  Ebene,  deren  Gleichung 

»}  i^^ax  +  ßy  +  y 

sei,  dann  sind  die  Bedingungen ,  denen  die  Coefficienten  a ,  ß ,  y  gouägen 
mllssen,  die  Tolgenden: 

V     £,  =  -a', +  ^;/, +  J.,      ^  =  0Xt  +  ßV,  +  Y,      S,  =  >'X,  +  ßy,  +  y, 
uud  die  Gleichung  der  Horitontatspnr  der  Ebene  ß)  lautet: 
Ü^ui  +  ßy  +  r- 
Die  beiden  HorizontalBparen  schneiden  sich  uuu  iu  ciueoi  Funkte  x^f^, 
desseii  Coordiaatenwerthe 

*  o    ö  aß-ba'     "*        'a    t>  \         aß  — ha 

\'ß\  '"   ß\ 

im  Allgemeinen  den  wahren  Werlhewon  x  und  g  nSber  liegen  werden,  nU 
die  nrtiprilugl'cben  drei  Paare  von  Nftberuugswertfaen.  Wurden  diese  ofiin- 
licb  pHseend  gcwÜhU,  so  lalleu  die  geradlinigen  Horizontalspuren  der  Ebe- 
uen  4)  und  S)  nahezu  mit  den  entsprechenden  krummlinigen  Spuren  dei 
FIttcheD  2)  zasammen,  so  dnss  also  auch  der  Schnittpunkt  der  geradlinigen 
Ilorizontslspuren  sehr  nahe  bei  dem  der  krummlinigen  liegen  mnas. 

Um  nun  jr,  und  j/,  als  Panctionen  der  je  drei  NKherungswerthe  von  x 
und  y  explicite  zu  erhalten,  wXren  n,  6,  e  aus  &),  a,  ß,  y  aus  7)  zu  entwickeln 
und  in  S)  einzusetzen.    Diese  Elimination  geschieht  kan  auf  folgende  Weise. 


AuB  &)  nnd  t)  folgt  durch  Hnltiplication  and  Snbtraction 

ttt*  -  '.Ü  =  ("ß  -  *«')(:e,s,  -x,y.)  +  (/■«  -  ";.)(.T,-x,) 
+  {by-cß)(;/,-.j,). 
Analog : 

+  C''r-cß)(S.-S.) 
'. i. - -.t  =  {«^- ''")(-^,y,-^.y,) +  ('■'■- n) (■'■,-.'-.) 

+  {Oy-rß){!,,-!,,). 
Addirt  tnui  diese  drei  Gleicbuogen  und  setzt  man  Bur  Abkürsung 
»)  -r.  y.  —  ■r.j',  +  x,yt  —  a,  ■>  +  x, j/,  ~  x,y,  =  S, 

,ma  fiodirt  man 

-,S.- -.£,  +  :.£. --.C.  +  =.&-=,E,  =("/J-''«)S- 

Ualtiplicirt  man  andererseits  die  obigen  drei  Gleichungen  der  Reihe 
Dscb  mit  X,,  X,,  X,  und  ein  anderes  Mal  mit  j/„  fft,  y, ,  so  ergiebt  die  Ad- 
dition die  folgenden  beiden  Gleichuugeo : 

X,  (:.£,- mJ.) +x.(z.i,  -  2,ä:.)  + x,(.-,  J,  -  r,E,)  =  (fty  -  c^JS, 

yi(Mi.-*.£,)  +  y>(;.t. -•-.£.) +  y.(=.£.-M£,)  =  ('-«-'')')s. 

Aus  den  letalen  drei  Gleicbnngen  ergehen  sieb  nun  Nenner  und  ZSkler 
d«r  Brficho,  die  stifolge  8)  die  geaachlen  Grössen  x^  und  i/^  darstellen. 
Divtdirt  man  die  letalen  beiden  Gleicliuugen  durch  die  rorbergebeude,  so 
fccuBmt 

!,      ■^,U,i.-'.M  +  ».('.t.-',!:.l  +  ».(',t,-',i.) 
•~       {=,:.- 'M  +  i'A- ■.»  +  {•;!,- 'M       • 
»,(».{.-i.i.l  +  g,('.i. ---iM +  ».<■,  t,-'tt.) 
''"       (;,t.-«.&)  +  («.£,-!.«  +  (=,£.-'.t,)      ' 

Nimmt  man  zu  den  so  erhaltenen  beiden  Näherungawerthea  wieder 
sarei  P»ar  wenig  davon  verschiedener  an,  oder  vombinirt  man  x^  nnd  y,  mit 
den  nlehitliegenden  Paaren  der  ursprünglichen  Nübcrungswcrtbe,  so  kann 
I  durch  Wiederholung  dos  ganzen  Verfabrens  x  nnd  y  beliebig  genau 
■rbalten.  —  tliermit  würe  die  Aufgabe  im  frJncip  gelöst. 

Uvr  hier  gehrachle  Entwickelangsgang  ist  der  algobraiscben  Analysis 
Prof.  O.  Schlömilch  entnommen.  Es  lassen  sich  dasu  einige  Bemer- 
kuDgen  machen  und  bedeutende  Vereinfachnngeii  der  Formeln  10)  vur- 
Behmenj  namentlich  wird  es  vortbeilhaft  sein,  dieselben  so  amzQgestalteu, 
i  alle  [{«cbnungeu  mit  grossen  Zahlen  vermieden  werden. 
ZnoKcbst  vordient  bemerkt  an  werden,  dass  die  Formeln  10)  unter  Um- 
■tJliidan  für  x,  und  y^  endliche  bestimmte  Werthe  ergeben  können,  wäh- 
rend ifaftlsKchlich  diese  Wertbo  unbestimmt  sind.  Dies  kann 
mn  CO  «bor  au  sehr  missHcbcn  Fehlern  Veranlassung  geben,  als  man  dem 
IndfesnlUt  die  Fehlerhaftigkeit  nicht  ansieht.  Es  ist  uKmlich  bei  der 
liTiaion,  durch  welche  die  Ausdrücke  für  x^  und  f/^  gebildet  werden,  der 


Uebei  die  aumetucbe  Atiflflsang  etc. 


FxctOF  S  im  Züliler  oar  daDo  mit  Recfat  gegen  denselben  Factor  im  Nenner 
sn  iitreictioD,  »c  im  5  von  Null  verschjedon  ieX.  Andernfalls  ergiehl 
eich  sofort,  d«s8  a:^  sowohl,  wie  y^  die  Form  §  annehuien,  insofern  Nenner 
nnd  Ziililer  mit  5=0  multiplicirt  aind.  Als  Bedingung  tax  die  Gil- 
tigkeit  der  Gleiclinngen  10)  int  also  noch  htoxaeufligen 
S^O.  ■ 
Die  Nothwendigkoit  dieser  Bedingung  Iftsst  sieb  übrigens  auch  leicht 
durch  eine  geometriäcbe  Betrachtung  dartbon.    E«  ist  nämlich  offenbar 


Nun  stellt  bekanntlich  diese  Determinante  den  doppelten  Inhalt  dos 
Dreiecks  dar,  welches,  in  der  xy- Ebene  liegend ,  die  drei  Punkte  mit  den 
Coordinaten 

*,'Ji-  »iSt,  x,Si 
altt  Eckpaukte   hat.     Dass  dieser  Inhalt  nicht  Null   sein    darf,   wenn  die 
Gleicbangeo  10)  giltig  bleiben  sollen,  heisst  natürlich  nichts  Anderes,  als 
dftHS   die   drei  Punkte,    welche   die  N  üb  ernngswerthe  als  Co- 
ordinalen  haben,  nicht  in  gerader  Linie  liegen  darfen. 

Die  Nolhwendigkeit  dieser  Bedingung  ist  aber  geometrisch  klar;  denn 
fallen  die  drei  Punkte  in  eine  Gerade,  ko  rntlen  die  beiden  Ebenen,  dureb 
deren  HorizontaUpnren  ein  nener  Punkt  bestimmt  werden  soll,  zusammen, 
der  Schnitt  der  Horizontalsparen  wird  unbestimmt  u,  s.  w. 


Die  Bedingung  S^O  Iftsst  sich  nun  auf  folgende  Form  bringen  {die 
vor  8)  den  Vorzug  bequemerer  Rechnung  hat]. 
Zunächst  ist 

I    1       1       I    I      I    1  0  u   '    I 

S=    X|     iE,    a;,    =  Lr,     jc,— x,     x,— x, 

|y.   yt  y.  I    I  s.    y,-y,   «,-y,  I 

=  (a:,-X,)(y,-y.)  — K— J:,){jr,-y,), 
nnd  wenn  dies  von  Null  verschieden  sein  soll,  so  mnss 


(»■i  — ■'i)(».^S.)<(«.  — 3:,)(y,  — Si) 


oder 

11) 

sein.     In  dieser  Form  hStte  sieb  die  in  Rede  stehende  Bedingung  natürlich  J 
auch  leicht  direct  auf  geometrischem  Wege  finden  lassen. 

Die  Formeln  10)  uiad  sehr  nnbequem,  besonders  wenn  die  NKbeinsga-  ] 
warthe  grosse  Zahlen  «ind,    die  eine  logaritbmische  Uechnung  crfotdem.    j 


Von  H.  ZmuEBUANN. 


Dttrcli  die  folgenden  Tran sformati onen  loasen  sieb  nnu  Gleichungen  ersielen, 

die  nur  aehr  kleine  Znlilen  onllialten  (also  direute  ADsfUhrnDg  der  Mulljpti- 
■tionen  oder  AuweuduDg  dee  Keclieastabea  u.  dergl.  gealntton),  compen- 
iöMr  siDd,  als  die  Gleichangen  10)  und  bei  kleinerem  ZitlileaHufwand  die 
;leiebe  Genauigkeit  liefern. 

Sind  3^1,  Xi,  X,  die  drei  wenig  von  einander  verschiedenen  Nfihernugs- 

werlbe  von  x,  so  kann  man  stets  eine  Grösse  m  (einen  gewissen  Mittelwcrth 

von  f)  6o  annehmen,  doss  die  ans  den  Gleichungen 

rtttultircoden  Grössen  §„  |, ,  |,  sehr  klein  sind. 

Uku  kann  onnofTenbaT  die  Gleichungen  10)  aiicb  in  der  Form  schreibun: 


I    1    I 


&    &   C. 
Setst  man  zur  AbkUriung  für  die  Determinante  im  Neuner  ^, 
t,^Kt  die  Werlbe  aus  12),  so  kommt 

«,.^='     I,  :,  r,       =m.    r,    I,    I,  j  +  ' J,     ^    « 

i    £.  £.  ä;.     '  i  £,£.£.!       t.    £.    £ 

er,  da  der  Factor  von  m  die  Determinante  d  ist: 

ii,  I.  i.i  , 

tc    i.    £.1  " 

Oanx  Boalog  erhalt  man  mit 

l*>  ff j  =  n  +  ij. .     y.  =  "  +  >(.i     «ii  =  "  +  1j ; 

U)  y^=H  +  \t,    7,    t,   .-. 

'  £i    £>    £.1 
Hier  ist  wieder  an  bemerken  ,  daes  die  Gleichungen  IS)  i 
ir  «o  lange  gelten,  als  die  Bedingung  erffillt  ist: 


]d  Ifi) 


^6.  >s.-i. 


!•)  s,  u  Uli 

Vi    Vi    Vi 

pia*e  Bedingung  ergiebt  sich  nXmlich  sofort  aus  der  früheren  II),  wenn  man 
i«ria  nir  die  NKherungswerthe  von  x  und  f/  ihre  Werthe  ans  1!)  nnd  14) 
iiafUirt 

Jelxt  kommen  in  den  Formeln  zur  Berechnung  von  ^^  nnd  y^  die  mög- 
HelMrveiM  asfar  grossen  Zahlen  k,,  .r,, .(, ;  ;/„  y,,  y,  nicht  mehr  vor,  sondern 


üabar  di«  nomBriieh«  Auf  ISacDg  e 


Dtir  deren  Uaterschiede  gegen  die  Hittelwertbe  m,  resp.  n.  Di«  Werthe  von 
:  nnd  £  siud  nattirHcb  Dm  so  kleiner,  je  weiter  schon  die  Nttbomog  ge- 
diehen ist. 

Die  oliigen  Formeln  sind  jedoch  nocb  einer  weiteren  Vercinfftchnng 
flhig;  denn  es  hindert  UurchaiiH  Nichts,  einen  der  Wert  he  x,  resp.  y 
selbst  «IsMittelwertb  anznoebmen-  Nähme  man  gar  zwei  gleiche  Werthe 
von  X,  resp.  y  an,  so  trjite  eine  noch  grössere  Kednction  der  Formeln  ein. 
Es  ergiebt  sich  dies  leicbt  ans  dem  blossen  Anblick  der  im  Folgenden  über- 
sichtlich geoTtlDeten  Regeln.  Die  Rech aatigs weise  I  därfte  sich  besonders 
eignen,  wenn  man  ein  Paar  verbesserter  Näberuiigswertba  mit  zwei  Paaren 
der  ursprünglicben  zn  einer  neuen  Rechnnug  combiniren  will,  während  II 
vorzuziehen  wäre,  weau  man  nach  Berecbnang  eines  Paares  genauerer 
Wertbe  zwei  Paare  naheliegender  willkfirlich  annehmen  und  damit  die 
Rechnung  wiederholen  will. 

'L 

Gegeben  (oder  angenommen) 

■^..^t.Ji!     y.,*...'/.. 
ein  Paar  Wertbe       x^  y^, 

die  die  Gleichungen 


I  grösserer  Annäherung  erfüllen,  als  die  gegeben 
Man  bestimme  lunächst  1,,  ^,  und  i;,,  rj,  ans 

^.  =  "'  +  6,,      T,==„t  +  i,.     X,: 
y,  =  n+r„.     y,  =  „  +  T). ,      p,- 
inn  muss  sein 


1  Werthe. 


e  Bedingung  erfallt,  bi 


I  wird 


''  =  (s.-».)(t.-t.)-(£,-:,)Ci.--.) 

I   vi"  '"  !'}   die  BetrÄge.  om  welche    }  ^'*' ^M   von  Null    abweichl, 

wenn    man  die  Nähernngswerthe  x,,  y,;  x,,  y,  und  t,,  y,  einsetzt.  —  Dis  | 
Bequemlichkeit  gleicher  Coefficieuleu  von  |,  und  t;,.  sowie  |,  und  i}*  tnoti- 
virt  die  Wahl  zasainmengehörigcr  Wertbe  x,  y  als  Uiltetwerthe, 


und   ' 


OegebeD(odei 
QesDobt 
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^^^^    ^-l#'•^.•'^•%^v^v.'^,^•^^^■^■.^^^^••\/s•v^••v^^^-'^^^*''*^^••,^^•\^.^-'  y^-^ww'x^N 


Hier  ist  die  Ornndbedingimg  ^^0  immer  erfüllt.    Man  bestimme  £i  und 

yi=      w,         yt  =  w,      y,  =  n  +  iy8. 
Dtnawird 

y4=J^t+i?i — ^ —  . 

vo  J,  2  and  {  dieselbe  Bedeutung  haben,,  wie  früher. 

Die  letzten  beiden  Gleichungen  lassen  sich  direct  geometrisch  denten. 
Sie  stellen  gewissermassen  die  anf  den  Ranm  Übertragene  "Regula  falsi  in 
einfachster  Form  dar. 


Kleinere  Mittheilungen. 


Z,   Taber  die  bitegration  der  voUstäDdigea  DiffenntiBlgleidmBg 

Icli  nehme  an,  die  Cnefficienten  der  Glpicliung  Z<tt  -(-  Ytly  +  Xda-  =0 
erflillen  diejenige  Bedingung,  der  zufolge  da«  lotegml  eine  Fanctioo  der 
Veränderlichen  :gx  ist.  Diese  Gleichnng  ist  schon  von  Ealer  integiitt 
worden.  In  der  neueren  Zeil  sind  noch  nmlere  Integrntion 8 verfahr en  auf- 
gestellt worden,  welche  nelien  dem  Bnler'schen  insofern  Berechtignng 
haben,  als  dieselben  gewisar-  Eigenlhümlichkeiten  aufweisen ,  welche  den 
nnt  er 'sehen  Verfahren  fremd  sind.  Ich  erwShne  die  Methoden  der  H«rrerf 
Natani  and  P.  da  Buis  •  Reymond.  Das  VerhHItniss  dieser  Methode» 
SU  der  Buler'sclieo  giebl  Aolnsa  EU  weiteren  Erörterungen.  Ich  werda 
mtchstehend  einige  Bilcksichten  hervorheben,  von  welchen  mir  nicht  be- 
kannt ist,  dass  sie  anderswo  in  Erwägung  gebracht  seieti. 

§  1.     Die  Integration  der  vollständigen  Differentiftl- 
gleichnng  Zdz +  rdy  + Xdx  =  ii  naoh  Enler. 

Das   Integral   der   vollstflndigen  DÜTerentialgleichang  sei   d&rgestel^ 
durch  die  Gleichung  g>[tt/x')^c.     Die  Function  ^  niuss  so  bestimmt  wei 
den,  dass  sie  gleichzeitig  den  beiden  DiiTerenlialgleichungen 
dtp  da>  „'iw       ^ila 

■  ^:r-  ^  :r  =  ^'    zJf-x-^  =  o 

'  iti/  dl  dx  dz 

genügt. 

Mao  integrire  die  Gleichnng 
1)  Zdz  +  t'd^^O, 

in  welcher  *  als  beständige  Giöskc  gedacht  wird.  iJss  Integral  sei  «  =  ( 
wo  a  eine  bestimmte  Function  der  Verändprlichen  iffjc,  und  n  eine  willkflr< 
liehe  Beständige  ist.  Man  macht  die  erste  der  Gleichungen  a)  ta  einer  idei 
tischen,  indem  man  tp  =  a  setzt.  Auch  der  Werih  (p  =  x  genügt  dien 
Gleichung,  und  man  erhält  deren  allgemeines  Integral,  indem  man  9  eini 
willkürlichen  Function  von  u  und  ;r  gleichsetzt. 


Klemnre  Hittbeilangeii 

Ei  soll  noD  ip  alu  Fnoctioa  von  a  und  «  auch  der  andero  Oleichtin^  a) 
gmligen.  Wollte  man  pine  Fanction  von  ly«  beBtimnien,  welche  der  »wei- 
tnt  Gleichang  r)  OeoUg«  leistet,  Bn  wdrd«  man  die  Gleichniig 

i]  Zdi  +  Xdr  =  f\ 

integriiea,  in  welcher  y  als  beetilndige  Grösse  nnrgpfneRt  wird.  Nnn  aber 
MtUt  nitn  die  neoR  VerHudtrlicIie  a  an  die  Stelle  vi>d  ;  in  die  zwnite  Oletch- 
oagi]  ein.    Dieselbe  gebt  über  in 


dx^\ 


rljda        "■ 


Cnter  iler  VoraunsetzuDg ,  riass  die  vollständige  DifferentialgleicbuDg  ein 
Icilfgriil  gi{zi/x)=^r  liabe,  gestalten  sich  die  Coefficienten  der  vorliegenden 
Glmhaog  «1h  Pnnction  von  a  nnd  x,  da  nXmliuh  durch  die  Glimitiation  von 
;  nillBl»  a  anch  die  Veränderliche  y  liioausgebracht  wird.    Han  integrire  die 

lilniehung 

V    ,u-        dzJ 

nsd  Hau  Inicgral  der  vullatündigen  DifTerRntialgleichiiDg  üpgt  in  der  Korni 
,(«)  =  evor. 

Dies  iflt  das  gewiihnlichi-,  schnn  von  Ealer  anfgeKlcUte  Verfahren  niir 
Inttgntion  der  ToUNiSndigon  DifFerentialgteicbnng. 


§2.      Uie  Methode  do 


He 


I  Nata 


la  detn&S.  Bande  des  Cr  eile' sehen  Journals  S.  304  hat  Herr  Natani 
«ia  anderes  Verfahren  zht  Integraiiiin  der  vollstSndigen  nifTerentialgleicb- 
ng  Zdz  +  I'dy  +  XiU=0  mitgelbeilt.    Setzt  man 

•ofchreibt  sich  die  Gleichung  t) 

f{:yy.>li  +  r.{zg.i)dy  =  (}. 

iDaa   Idlefral    dieser   Gleichnng    sei    ^(:ya;)i=a.      Anstatt    nnn    <Ih8    1r- 

lepral  der  volUt&ndigen  DifTerentinIgleichung  als  Function  von  a=  ^(lyar) 

nd  X  danensteilen,  denkt  sich  Herr  Naiani  dassellie  nach  o  anfgelöst  and 

pebt  dctnaelben  demenfolge  die  Form 

ij)(ryar)  =  q.Cjrc), 
Wa  4»  eine  noch  unbestimmte  P'nnction  ist.     Setzt  man  y=0,  so  bestimmt 
Ach  ans  dem  Integrale  der  vollständigen  Uitfereutialgleicliung  die  Vcrllnder- 
lcb#  :  ■)■  Function  von  x.     Indem  man  diese  Fanciion  von  x  mit  :,  be- 
Wtebnet,  erbUlt  man  die  Gleichung 

V{i,nx)  =  ip(a;c). 
Ea  »oll  dieselbe  snr  Bestimmung  von  <p  verwendet  worden.    Das  Integral 
Ler  Tollatlndigen  UüFerentialgleichDug  tat  daher 
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in  die  Gleichung 

ein,  und  msn  führt  dieselbe  über  in 

Das  Integral  tCi(*i*}=c  'st  diejenige  Gleichung,  dnrcb  welche  die  Ver- 
Jfnderlicbe  :,  als  Function  von  x  bestimmt  ist. 

Ich  habe  die  Niitani'Gche  Methode  banptsSchHch  deshalb  hier  mi(- 
gelbeilt,  weil  diesiilbe  der  dritten  Methode,  von  welcher  in  dem  fnlgeodea 
Paragrapheu  die  Rede  sein  soll,  zur  Grandlage  dient.  Was  deren  VerhSlt- 
s  zur  Enler'schen  Methode  betrifft,  so  liegt  der  Unterschied  in  der  Dwt 
slellnngsweise  der  Gleichung  2').  Wenn  o  —  a  da^  Integral  der  G leid 
I)  ist,  so  gestaltet  sich  das  vollständige  Integral  als  Function 
und  X.  Auf  Grund  dieser  Trans  form  atiou  wird  nach  der  Euler'scbei 
Methode  die  Gleichung  2)  in  die  Gleichung  2')  übergeführt.  Der  Ntttftoi- 
achen  Methode  zufolge  setzt  man  t/  =  0  in  die  Gleichung  2)  ein,  um  ans  dei 
selben  die  Gleichung  2')  herzuleiten.  Als  ein  Vorzug  der  letzteren  Metfaodft 
wird  der  Umstand  angesehen,  dass  man  die  Gleichung  2')  integriren  i 
ohne  vorher  die  Integration  der  Gleichung  l)  ausgeführt  zu  hxben. 

Bei  der  Vcrgleicbung  der  beiden  Methdden  darf  indessen  eine  Rück- 
sicht nicht  unerwähnt  bleiben,  welche  Veranlassnng  sein  kann,  in  der  N*- 
tan  i' sehen  Methode  die  Gleichnnga')  einer, Transformation  zu  unterwerfen. 
Es  ist  dorch  die  Enler'sche  Methode  erwiesen,  dass  das  Integral  der 
Gleichung  2)  die  Form  ip[iix)_:^ü  hat,  wenn  a  =  a  das  Integral  der  Gleich- 
nng  I)  ist.  Daraus  folgt,  dass  in  der  Natani'scheu  Methode  das  Integral 
der  Gleichung 

2')  f{t, 0.r)  //!,  +f, [i,Ox)  dx^O 

in  der  Form  tp(o^x')'=e  geschrieben  werden  kann.  Es  ist  n, ^ ^t (:, 0 x)^ 
wenn  a=:flj(tyx)  gesetzt  wird.  leb  fasse  den  Fall  ins  Ange,  dass  di« 
Grösse  ifi[z,Ox)  eine  nicht  ganz  einfache  Function  von  :,  und  x  ist.  Uli* 
zweifelhaft  wird  in  diesem  Falle  eine  Vereinfachung  der  Gleichung  1*)' 
ersieh,  wenn  man  anstatt  z,  die  neue  Veränderliche  ir,  einführt.  Die  n 
solcher  Weise  transformirte  Gleichung  2')  ist  identisch  mit  der  Gleichung  2!^ 
der  Euler'schen  Methode,  nachdem  man  dort  o,,  an  die  Stelle  von  a  geseiat 
hat.  Der  Natani'schen  Methode  zufolge  schreibt  sich  dann  das  Integrk^ 
der  vollständigen  Difiereutialglcicbung  in  der  Form  a^a^,  wo  a^  beetim 
ist  durch  die  Gleichung  ip{o^x)='C.  Meine  Absicht  war  zu  zeigen, 
diese  Methode  in  die  Enler'ttcbe  übergehl,  sobald  man  veranlasst  ist, 
der  Function  aa=i^(:|Ox),  welche  aus  dem  Integrale  der  Gleichung  l)  her- 
geleitet  ist,  die  angegebene  Verwendung  zn  machen. 

§3.     Die  Methode  des  Herrn  P.  dn  Bois-Reymond. 

Die  in  S  2  ansein  and  ergesetzte  Methode  hat  ein  merkwürdiges  Resi 

geliefert.    Man  hat  die  Integration  der  vollständigen  Differentialgleichung 


mit  dffti  VerSnderlichen  anf  die  Inlegmlion  wnpr  oinseigen  Differentinl- 
glddmag  mit  nnr  switi  VerAmieHicIien  Enrückgelfilirt.  L)er  NalaDi'fivUen 
U«tb<NJe  stifolge  schreibt  man  das  Integral  der  vollstün'iigen  DiETerenCinl- 
gkichnng  in  der  Form 

«■0  ;,  M  plimiDirnn  ist  mittels  der  Gleichung  i(/,  (:,  .t)  —  c.  IHr  letalere  ist 
dulDtcgral  der  Gleicbang 

Yitknan  nuu  der  Fall  eintreten,  ilnss  der  Auadrach  ft(^i  0-'^)  veracli windet. 
iw  der  Gleichung  2')  folgt  dnnn  f,  =  c,  und  das  Integral  der  vullslündigcn 
ÜiffucDtialgleichung  int  in  diesem  Falle 

^{;j,3>)^^{c  ()*■). 
Zn  Bcstimmnng  dii-ses  Integrals  bedarf  es  nnr  (lpr  i>iiirri  Glcicliung 

Der  hier  Torgosebenp  Fall,  dass  die  Gleichung  ((',(i,.t)  =  c  in  die  ein 
fubere  i,=c  übergclil ,  beruht  auf  einer  FigeutbUmlicbkcit  der  vollständi 
|«D  Differentialgleichung,  welcbe  zwar  nicht  immer  von  vornherein  gegeben 
iit,  «Wr  durch  eine  einfache  Transformation  jedenfalls  hergestellt  wird. 
Id  dem  70.  Dandti  dos  Grelle'scben  Journals  S.  »07  führt  Herr  1'.  dn 
Boi(.  Reynioiid,  um  die  vollstAndige  Difi'erentinlgleichung  mit  drei  Ver- 
tad*rlichen  auf  einR  einzige  Differentialgleichung  mit  nur  zwei  VerAnder- 


Ücben  lurUckBafUhren ,  anstatt  x  die  neue  Veründprlicbc 


nie 


-nnriXodtge  Differentialgleichnng  gehl  über  in 

rdt-\.[f,  +  «f,)dy-i.yf,,lu  =  <}, 
der  Augenschein  lehrt,  dasa  die  Gleichung 

MB  ]f=l>  geaelEt  wird,  übergeht  in  dz,=^0.   Deren  Integral  int  z,  ^  r,  nn^ 
u  bedaif ,  nm  das  Integral  der  vollslAndigen  Differentialgleichung  za  be- 
aunn,  im  U«brigcn  nur  der  einen  Gleichung 
0  fdz  +  {f,  +  uf,-\du  =  0. 

Pr«i1iefa  int,  nm  die  von  H<>rrn  du  BoiH-Reyraond  gegeben«-  llegel 

■frcelitliBlten  zn  kHnnen,  die  Voransscteung  grmacht,  dasx  der  AuKilrack 
f,  aaebd«m  man  in  denselben  x  — »^  nnd  alsdann  y—0  gesetzt  hat,  nicht 
D  W»!Tlh  a   annehme.    Nur  unter  dieser  VdrauHselanng  folgt  t,  —  r  ans 

^.    WenD  die»!-  Voraussetzung  nicht  nulrilTl,  so  vervnllalSndigt  Herr  dn 
mnnd  seinp  Regel  in  der  Weise,  dass  er  anstatt  «  die  neue  Ver- 

Die  vnllstHndige  Uifferentinlglelchong  geht 
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and  eR  steht  nnn  Niclits  im  Wege,  die  BegtXndigen  jf,  ond  x^  so 

das»  der   Ausdruck    f,\f,    nnchdem    mau  ^  =  -i'(,  + ri  (y— yg)    nnd   aJadana 

y  E=  y,  geeelzl  li»t ,  einen  endlichen  Werth  behKlt. 


§4.      Iflfli 


Anrrindnng  des  Integrals  durch  die  Uethod. 
llerrn  P.  du  ßoiG-Reymond  gefördert? 
Wenn  die  beiden  DtfTerentifilgleichungei) 
1)2)  fdz+f,dy  =  n,     fd:  +  f,dr  =  0 

i;egeben  sind,  nnd  mnn  ans  denselben  die  VerSnderlichen  x  nnd  y  als  Fn 
tinn  der  dritti-n  VerHn  de  fliehen  z  bestimmen  soll,  tto  darf  man  die  Anfgnh» 
nls  weHcnili(>1i  vereinrach'  nnsehen,  sobald  es  gelungen  ist,  diese  beide» 
DtfTerRntialgleiclinTigi'n  durch  f^ine  cinsige  Diffcrenttalglciclinng  der  erstes 
Ordnuui;  mit  .nur  zwei  VerAnderttelien  zn  ersetzen.  Denn  man  hat  dan» 
eine  Diflerenlialgleichnng  der  «weiten  Ordnung  aur  eine  der  ersten  Ordonng 
zurückgeführt.  In  dem  vorliegenden  Falle,  welcher  von  der  Voranaselzni^ 
nnsgehl,  dass  es  eine  Fnnotion  der  drei  VerXndcrlictien  Zyx  gebe,  welch« 
den  Cileictiungen  1)  und  3)  gleich;;eitig  genligl,  mnss  Hie  Redu(>lion  »urein^ 
•■inaige  Differentialgleichung  anders  bpurtheilt  werden.  Henn  hier 
jcdeBmal  diejenige  VerJlnderliclin,  deren  Differential  in  der  zu  integrireodM 
Gleichnng  nicht  vorkommt,  ala  BeNtKndige  betrachtet. 

Da»    Integral    der    TollBlündigcn    Differentialgleichnng    filz  +  f^il\ 
+  /,(J.T  =  0  genügt  anch  den  beiden  Oleichnngen 

0  2)  /-<l:+r,dg  =  0,     fdz  +  f,d^=0. 


9  In^ 

Ilert, 


I  i^t  mehr  gesagt,  als  man  nüthlg  hat, 
inen.  Anstatt  der  Gleicimng  2)  kann  nia 
eine  nndere  Gleicimng  gebrancben,  welche  wenige! 
in  di(!  Stelle  der  Veränderlichen  y.  deren  Differenti«! 
ichl  vorkommt,  irgend  einen  bestftndigen  Wertk 


In  diesen  Gleichuni 
IPgrnl  aufstellen  ku 
Nnt.ini  bemerkt  In 
allgemein  ist,  da  ma 
in  dieser  Gleichung 
aeUen  darf.    Man  darf  die  Gleichung 

8')  n^,S.^)d2,+f,(:,y,x)dx 

an  deren  Stelle  setzen.  Gs  ist  schon  in  $  2  gcseigt  worden,  daas  die  Gleiclt-' 
ungen  1)  nnd  2^  ansreichend  sind,  um  das  Integral  der  vollBtündigen  Diffa' 
rentialgleichung  zn  bestimmen. 

I  »ermittelst  der  Gleichungen  1)  und  2')  die  Gleicfanog  1 

wSrc  dies  erst  dann  mügligh,  uaclidem  man  das  Integri 

n  Uifferentialgleicbung  anfgeslellt  bütte.    SelhstversUndlie 

1  das  Integral  vorliegt,  durch  eine  partielle  Uifferentialio 

ist  zu  dem  Schlüsse  berecbUgt,  dw 

'isse  Eigenschaften  des  Integrals  it 

1  Vorana  einen  Anfschlnss  geben,  wo 


Wollte  t 
wiederherstellen,  i 
der  volblHndig 
kann  man,  we 
die  Gleichung  2)  wiederfinden. 
die  Gloichnngen  l)  und  2)  ilbei 
voUsmndigen  Uifferenlialgleichii 


eben  die  Gteichnngen  1)  nnd  2'),  so  lange  deren  Integral  noch  anbekftunt 
nicht  geben  können.     Es  wird  eine  andere  Eigensehaft  des  Integrals  seil 


i  Mittbeilniigen. 


Jiireli  «fliehe  die  iDtfgrittion  vermitlelt  wird,  wann  m»n  der   FnlBgration 
rine  Transrnrination  der  Veräfldcrliclien  votauegelieti  laust. 

Herr  f.  <ln  Bnis-Keymond  bedient  eich  der  Traimformatioii 


y-y.. 


=  „(a— .r„), 
geeigneter  Wei 


?  Ijeeltmmt  werden.    Es 


wnriD  die  Bestündigen  y,  nnd  x^  i 
rr^hen  «Ich  äie.  Gleichnngeo 
I)  fd:  +  {r+ur,)ds  =  0, 

Sfül  mAn  y=U„  hl  dip  Gleichung  2)  ein,  so  hat  man  die  Gleiclinng  2'), 
Jirea  Integrnl  :,  =  c  ist.  Uns  Integral  der  volIxtäDiIigen  Differentinl- 
flficliiing  \iM  dann  die  BigenKchaft.  rlass  ilie  VerJinderlichc  u  daraus  vor- 
«cUindel,  wenn  ff  =  yo  gesrtEl  wird.    U««  tiilegrnl  hat  jedenfalls  die  Korni 

imnt  erslPB  Glied  für  den  Fall  v  =  y„  vorechwimlet.  7,n  Aosa«n  Herleitung 
bfditf  es  nur  der  Oleiuhnng  1). 

Wenn  nian  die  erwähnte  Forderung,  datis  die  eine  VerKnderliclic  ins 
itn  [otegrale  der  vollstündtgen  Difi'ercntialgleichung  verschwinde,  noliald 
ii)r  zweite  VerHnderliche  einen  hestrlndigon  Wcrtli  erbSit,  an  daSHelbn 
Bieht  «IpIIi,  si  kann  leicht  der  Fall  eintreten,  dass  das  Integral  der  Oleicli- 
mgl)  ninfaclier  iHt,  als  das  Integral  der  vnlhtilndigen  UilTcreniinlglDichnng, 
il*  licli  da»  erslerc  als  ein  Bestandtlieil  des  andern  daistcHl.  Dies  ist  nn- 
iwcifolliNft  eine  Erleiclilernng  der  Integrationsanfgflbe.  Man  innss  auch  die 
ßi'icbuDg  2)  inlegriron;  aber  es  ist  geradn  diese  Verwertbung  der  Glcicli- 
nttgeii  l)  und  i),  wa»  im  Allgemeinen  der  Rnle  r' sehen  Integrationamctliode 
ieo  Vnrsng  sicht-rl,  weil  ilann  die  fntegrHtionBsuhwierigkeitcn  in  *wei  oin- 
fubnre  Aufgaben  aufgelöst  sind. 

Uanubeim.  A.  VVbii.t^ii. 


n.    Ueber  die  Integration  des  volUtändigea  SysteniB  partieller 
Siffereutialgteiehiingen  von  linearer  Form. 


Es  soll  <lie  Function  ip  bostimml  v 
mHialg  lei  c  h  ii  ng  e  n 


+  .. 


'6n>0gi!  Iniirtet.  Bekanntlich  giebt  es  n  +  l  verschiedene  Functionen  der 
Tf^odertichMi  x,x,r,...T„^j,  welche  an  der  Stelle  von  <p  der  Glelchnng 
f)  geaOgen.  Sciciclinet  man  dieselben  mit  «,«,(i,-..  u^  +  i,  an  erhält  man 
itn  allgenoine  LSsnng  der  Gloichnng  t),  indem  man  ip  einer  willhflrlirliKn 
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Fnnctioii  von  o,  tf,a,,..a„4.i  gleicbsetzl.  Diese  Function  soll  nun  so  bestimial 
werilfD,  dass  nucb  die  Gleichnag  2)  befriedigt  ist.  Man  betrachte  deshftl^, 
in  der  Gleichung  3)  dieOrögee  <f>  nicht  mehr  »ts  Function  voax,XiXf,..x„^, 
Hondern  als  Fnaciion  von  (i,ti,o,  ..(i„^|.  Durch  die  Einfithning  der 
Veränderlichen  entsteht  die  Gleichung 


») 


,£1j 


i£?^ 


"du, 


worin  man  abkürzend  gesetzt  hat 
»("()  =  *.—  + 


dx. 


^  +  ...-f  *,+, 


'äx.+, 
zugleich  die  den  Gleicbangen  l)  und  2) 


Die  LBsnngen  der  Gleichung  3)  s 
gemeinsamen  Lösungen. 

Das  System  der  Gleichungen  1)  nnd  2)  hat  bSehstenB  n  verschiedene' 
Lösungen.  Bezeichnet  mao  dieselben  mit  T'i/ij'f .  }'n,  so  erhXlt  man  die 
allgemeine  Lösung  des  Systems,  indem  mau  g>  einer  willkarüchen  Fnoctioiii 
Von  y.j'ij',  -Y'  gleichsetzt.  In  dem  Folgenden  gehe  ich  von  der  Voraui-' 
setKung  aus,  dnss  das  zu  iutegrirende  System  n  verschiedene  Lösungen  habe, 
und  werde  ich  dasselbe  in  diesem  Falle  ein  vollsttfndiges  System  n 
Das  vollsllndige  System  zeigt  gewisse  Eigenthümlichkeiten,  ond  es  sinl 
verschiedene  Methoden  anfgeatellt  worden,  dieselben  bei  der  Integratioq 
des  Systems  za  verwerlhen.  Meine  Absicht  ist,  eine  kurze  Darlegai^ 
dieser  Methoden  zu  geben,  und  deren  Verhältnis»  an  einander 
urtheiinng  zu  unterwerfen. 


i  i.  Ja 


inständigen 


0 

1  ^    'Iw    .     .     dw  ^    lim  _  dw 

'>  *'J?  +  ""j?  +  *'j^+ ■■  +  *■+' r      =" 

aX,  llX,  (I,T|  ilXn^z 

alikiirzend  J(ip)=:0  und  B{^)  =  0.  Unter  J[ß{tp)]  ist  dann  derjenige  Ai 
druck  lu  verstehen,  weicher  entsteht,  wenn  man  in  M{q>)  an  dif  Stolle  von 
(p  die  Grösse  B{^)  setzt,  und  unter  ß[^{(p)'}  derjenige  Aosdrnck,  welcher 
entsteht,  wenn  man  in  B{<f')  anstatt  tp  die  Grösse  i1(_ip)  setzt.  In  seine! 
Vorlesungen  nber  Dynamik,  S.258,  hat  Jacobi  gezeigt,  dass  die  Gleieh- 
tingen  A[<p)=:0  und  lt(ip)  =  0  ein  vollständiges  System  bilden,  wenn  di« 
identische  Gleichung  _„,   ,,       „,  ,,   ., 

besteht.    Die  Differentialqnotienten  der  zweiten  Ordnung  von  <p  heben  8ichi< 
in  derselben  identisch  auf.    Es  bleiben  nur  die  Differentialquotienten  der 

ersten  Ordnung  von  tp  (Ihrig;  und  es  soll  nun  der  Ooefficienl  von  — ^ 


Kleinere  Mittbeilnngen. 


'  j«df  der  Zahlen  »wUcben  I  and  n-fi  ist,  idenliseh  gleich  Nall  sein.  Aas 
iliei«r  Forderung  ergeben  sich  n+t  BedingangsgtetchnogeD 

wülclie  iwiechen  den  Coefedenten  der  Gleichnngen  A{<p)  =  i)  und  B{(p)=0 
bniefaen  sollen. 

Die  Richtigkeit  der  Jmcobi 'sehen  Aufstellung  erweist  sich  leicht.  Ea 
leifs«,-  eine  Lösnug  der  Gleichung  .^(7i)=^0.  Setzt  man  9  =  a,-  in  die 
GWcbung  J[e(q>)\  —  B[.4{ip)]  =  0  ein,  so  geht  dieselbe  wegen  A{a,)  =  0 
ab«  io  ^[ß(ai)]  =  0.  Wenn  hIso  9  =  11^  eine  Lfisung  der  Gleicbaug 
J(p)  =  0  ist,  «o  ist  auch  9  =  B{ai)  eine  Lösung.  Da  wen  denn  alle  Coeffi- 
dralen  der  Gleichung 

^Lesungen  der  Gleichung  A{tp)=0  anzusehen  hat,  so  verstellt  es  sieb, 
'Im  es  R  verschiedene  Functionen  von  a,a,a,. . .  a„^i  giebt,  welche  der 
GleieiiDDg  3)  an  Stelle  von  <p  genügen ,  daüH  also  die  Gleichungen  A(qi)  ^  0 
«od  B{tfi)  =  0  ein  vollstüutliges  System  bilden. 

Ans  dem  VorsteheDden  folgt  auch,  dass  man,  um  die  Gleichung  3) 
ufitellea  zu  können,  nur  eine  eiuxige  Lösung  der  Gleichung  A{<p)  durch 
IntngrAlian  au  beotimmen  braucht.  Douu  wenn  eine  Lösung  tp^  a,  bekannt 
hl,  HU  6ndßl  niau  die  übrigen  Lösungen  v=o, ,  ip  =^  a, . . .  «p  s=  a„+i  der 
(rleicbung  /4{tp)=<i  durch  Uifferentiation  gegobener  Füuctiouen.  Man  er- 
Ult  dieselben  der  Keihe  nach  in  der  Form 

Die  Gleichung  ,<((p):=0  hat  im  Ganzpii  n-\-l  verschiedene  Lösungen. 
tt  folgt  ilnrauB,  dnss  der  Ausdruck  B{an^t)  nicht  eine  neue  Lösung  der 
Gleichnng  A{<p)'^0  sein  kann,  sondern  nich  als  Function  der  schou  be- 
kannten Lösungen  »i  a,a,  . . .  a„^,  daratBltt,  In  der  Kegel  wird  nicht  erst 
der  Ci'efficient  6(0,4.1),  ^otidern  schon  irgend  einer  der  vorausgehenden 
Coefficienten  der  Gleichung  3),  stso  B{ui+i)  als  eine  Function  der  schon 
hekannieu  Lösungen  {i,a,a,...ai^i  vorliegen.  Die  noch  fehlenden  Lö- 
■ongeo  dar  Gleichung  J{tp)^=0  sind  aber  entbehrlich,  wenn  es  sich  darum 
kaodelt,  eine  Lösung  des  vollständigen  Systems  aufzustellen.  Denn  die 
GUieliDDg  , 

da,  "«t  'la,  rfOi+l 

U  i  vericbiedene  Lösungen,  vnn  denen  jede  KUglcicb  eine  Lösung  dos  vull- 
lodigea  S^Hteuis  ist, 

FSr  deu  Fall,  &ms  »ich  schon  B{ii,)  als  eine  Function  von  o,  darstellt, 
:  diu  KeuBlniss  der  einen  Lösung  9  =  ai  nicht  mehr  ausi>->i-Keud  zur  Her- 
itaag  der  übrigen  Lösungen;  denn  die  Gleichung  3J  hi  m  diesem  Falle 
ff^timtrig,  und  giebt  in  solcher  Gestalt  nicht  mehr  ein  Integral  deaSytttum«. 


Kleiaere  MittheitangKi: 


I  zweile  LSsnog  der  Gleid 


Orden,  dass  dieGleicbungen  .^iv) 
]  bilden,  wenn  die  ideuliscbe  Gleicli^ 
Nicht   aber    kann   man   behaupti 


Man   ist  dann   allerdinga  genöthigt, 
A{q>)~0  durch  Integratiou  a 

1d  dem  Vorslehenden  ist  gezeigt  n 
uod  ß(^p)  =  0  ein  volUtämiiges  Syaten 
iLOg  A[B[q,)\~  ß\A{qi)]  =  0  bealelit. 
dmcs  uingekelirt  diese  Glcichuog  identiücfa  bestehe,  wenu  die  Gleicbuogea 
y<(^p)  =  0  uod  ß(gi)=0  ein  vollsländigee  System  bilden.  Denn  gebt  u 
von  solchen  Gleichungen  A(tp)  =  0  nud  Ä(ai)  =  0  aus.  welche  die  gefordert« 
Itedingiing  erfüllen,  und  giebi  inao  denselben  veründerlieha  Fsctoren,  oder 
acbreibt  man  die  Gleichungen  A'((p)  =  0  und  L{ip]  =  0,  indeui  man  linear« 
Functionen  der  vorliegenden  Gleichungen  bildet,  so  bat  mau  jodeBinal  wie- 
der ein  vollständiges  System.  Man  durfte  aber  nicht  aiinehmeu,  daan  die  Bs-> 
diiigungsglcichung  ll{l{ip)]~  l[g{qi)]  =  0  Bestand  habe.  Es  ist  vielmehr 
leicht  zu  sehen,  dass  uicb  in  diesem  Falle  die  linke  Seile  der  Bediogunga- 
gleichung  als  eine  lineare  Function  der  Ausdrücke  1C(^)  and  L{tp)  darstsl'« 

Das  vollstfindige  System  partieller  Differentialgleichungen  ist  vat 
ilcrru  C'lebecb  ein  Jacobi'sches  genannt  worden,  wenn  dasselbe  Jend 
Bedingungsgleichung  erfülll.  FUr  diesen  Fall  bat  Jacob!  das  vollständig 
System  integrirt.  Herr  Clebsch  bat  gezeigt  (vcrgl.  Bd.  t»  des  CrelUl 
sehen  Journals,  S.  2&0),  wie  man  das  vollsISndige  System  der  OteichaugeA 
md  L(ip)  =  0  in  ein  Jacobi'sches  verwandeln  kai 
des  Herrn  Clebsch  zu  verfahren,  beäliiuuie  man  die  Wcrtbs, 
7(9)  aus  den  Gleichungen 

A-{q>)  =  h-(<ffl)  A(v)  +  A-Ct«)  ß[<Pf . 
L{^)  =  L{q,p)  Ay<p)  +  L\_^„)  B{,p). 
tpp  zwei  beliebige  B'uDolionen  von  -Ti-Ej  j:,  , . .  J,.).»  eu  tbi- 
htehen   siud.     Die  Oleichnogen   A[ip)  =  (i   und   B{ip)  =  (i  erfüllen  die  Bo? 
dingiiugsgleichung  A{B{if)]  —  ß[J[9)]  =  0,  und  bilden  daber  ein  J»cobi« 
sches  System.    Durch  die  Auflösung  der  obigen  Gleichungen  erhält  man 
t  CVa)  A'(<p)  -  Ä"(_^.U(9) 

j,     ,  ^  L{,pp)k\,p)-K{<pß)L(v] 

udH  man  ersieht  daraus,  dass  ^^^is  eine  Lösnng  der  Gleiehnng  A(ip)ss 

und  9  =  9^  ein«  Lösung  der  Gleichung  B\tp)^0  ist,  dass  also  für  joda 

(ileiuhuug  dieses  Jacobi'schen  Systems  sugleich  eine  Lösung  gegobon  isU 

Sotit  man  tfa  —  ^\   und  tpß=^  x^,  ao  bat  man  die  oinracheien  Werlhtt 

L,Kt  —  k,L^~  ' 


hiv)  =  0  I 
der  Kegel 
A[<p)  und  . 


inter  if„ 


■i{'P)  =  , 


A{<p)^ 


Eleinoni  Mitlheilungen. 


mMK'ltett  dBBs  das  vollständige  System  der  Gleichungen  K{^)  =  (i  und 
£(^b<0'&l''dnJacobi'£cbe8  System  übergebt,  veno  mau  diis  eine  Mal 

-?  «liminirt ,   aad  die  neue  Gleicbnng  durch  deu  Coefficienleu  von  — 
*',  ■  rf.) , 

deill,  du  andere  Mal  - —  climlairt,  und  die  neue  Gloichiiug  diircb  di'ii 


Cotffietenten  von  - 


-  tbeill. 


§2.     Eine  andere  Methode  eur  lulegr. 
vullständigen  Systems.' 

Üie  Integration  des  vollständigen  Systemii 


t) 


ilX, 


+  B, 


rf3!, 


liiititcii  auf  eine  andere  BetracLtung  grUndcu,  welche  aoabbaugig  ist  von 
du  Knnutniss  der  im  vorigen  Paiagrapben  angegebenen  Bedlngungsgleii^h- 
BDg.  Man  ftibre  die  m  +  )  Lösungen  ip=a„  q>^a,. .  .ip^a„^,  der  Gleicb- 
Dog  A{ip)  :=  0  als  neue  Veründevlicbe  in  die  Gleichung  B(q>)  =  0  ein.  Man 
tiUll,  nacbdem  man  die  traneroroiirte  Gleichung  darcb  ä(a,)  getheilt  bat, 
Oleichan^ 

1         dv.Bia^dvBJ^d^,  .   g(«n  +  i)     dg, 

'         da*  B{a,)  rfo,'*'ß(o,)  da^"*"'""^     *(«,)     rfo.+i        ' 
Die  C'oefficiontea  dieser  Gleichung  liegen  zunächst  als  Function  der  ri+2 
Vcrinderlicbeu  ^,x,3^,    .    Xh-^2  v»''.    Bringt  man  die  neuen  Veränderlicbeu 
■,a,a,  ..».^,  an  die  Stelle  von  ap,ai,c, .  ,.x>,^t,  so  wird  aucb  x,  aus  den 
Coofficiesten  hinansf allen. 

une  Weiieree  aus  der  Annahme,  dass  die  beiden 
£leicbasgeD  .J(qp)  =  0  und  8(^)^0  ein  vollslündigus  System  bilden,  dass 
I*  alio  n  verscbiedeite  Kunctioneu  von  a,u,it,...a„^\  giobl ,  welche  an  der 
Stell«  von  ip  doT  Gleichung  3)  genügen.  Wollie  man  aonebman,  dass  die 
VirADderlicbe  x,  neben  den  neuen  Veräudcrlicheu  ti,«,«]..  an-|-i  >■>  ^^° 
Co«recieo(«n  der  Gleichung  3)  übrig  bliebe,  so  würde  durch  die  DitTeren- 
{Batiufl  dieser  Gleichung  nach  X^  eine  iweite  partielle  UifTerentialgteichung 
BUteben,  welcher  dieselben  n  Lösungen  entsprechen,  was  unmöglich  ist, 
l«eh  der  Vorauvsetznng  ist  tp  als  nnabbängig  von  a*,  m  betrachten.  Die 
KSercDtiation  der  Gleichung  3)  nach  x,  erstreckt  sich  deshalb  nur  über  die 
!o«ÜScioiit«n ,  and  man  erbXlt 

.'lim        A^'j}  „»("-fi 

BlO^)_       dg, 


I 


eine  OleicbiiDg, 

nicht  identisch  sein  knnu.  Di 
inJisseQ  eiusela  genommeti  gleii 
keit  der  obigen  Beliaaplung,  di 


<  Miithoilungen. 


Iche    wegen    des   fehlenden  —^  mit  der  Gleichung   3} 

I  Coefficienten  der  vorliegenden  Gleichung 
h  Null  sein,  nnd  ea  folgt  dsmus  die  Richtig- 
ss  die  Ooefficientea  der  Gleichung  3)  von  C| 
□uabhäogig  sind. 

Aus  dem  !<oebeu  bewiesenen  Satae  fülgt  auch,  dMB  mag  ans  ewei  Li 
BUUgoD  der  Gleichung  ^(^)  =  0  noch  weitere  LösoDgeu  dieser  Gleichao| 
durch   Differentiation  herleiten  kann.    Wenn  q>='a,  und  tp^^a^  awei   L 
suugen    der  Gleichung  .4(<p)=0  sind,  so  ergeben  eich  weitere  Lüenngi 
■p  ^  tt) ,  ip^^  a^. . .,  indem  man 

sQlst.  Man  kaun  auch  diu  Rechnung  so  einrichten,  dass  mau  nur  eine  LS- 
buug  durch  Integration  :tu  bestimmen  braucht,  da  inun  alsdAnn  die  übrig«! 
Lösungen  der  Gleichung  durch  UitFereatiation  ans  dieser  Lösung  ahleitai 


kann.    Man  eliminire 
Gleichung 


ti  J(9i)=0  und  fi(9>)  =  0.    Es  entsteht  die  n 


oder  abkürBeud  6(9)  =  0,  eine  lineare  Verbindung  von  A{tp)  =  0  um 
B{<p)  =  0,  welche  die  Lösung  9  =x,  bat.  Durch  Integration  b^^itnme  msi 
die  Lösung  gp  =  a,,  and  man  erhält  die  übrigen  Lösungen  9  =  0,,  v=a,.. 
^r^Dif,  indem  man 

_SM         _£W         _e(..-i) 

■-«(x,)'     ■'■       fi(x,)-- "'        B^^,) 
satsl.    Die  Scblnssgleichung  des  SystemM,  oder  diejenige  Gleichung,  aoi 
welcher  das  Integral  des  vollständigen  Systein«  bestimmt  wird,  ist  dauD 

'  dx,^  B{x^)  da,      B(x,)  rfa, "'""""'"  Ä(a;,)  da, 

Han  kiinn  übrigens  die  lineare  Verbindung  von  Alip)^0  und  B{ip}^[ 

In  solcherWeiso  herstellen,  dass  nicht  tps=T„  sondern  eine  beliebige  Fnnef 

tion  der  Veränderlichen  <p=^!pa  der  neuen  Gleicbtiug  entspricht.    Settt  ma^ 

C(9>)^Ä(9..W(v)-.JtT.l  KM. 
so  ist  in  der  That  fp  =  <f>a  eine  Lösung  der  Gleichung  C(<p)s=0.  Wentj 
eine  Lösung  einer  partiellen  Differentialgleichung  bekannt  ist,  su  fübl 
man  dieselbe  als  neue  Veränderliche  in  die  Differential gleichuug  eio 
weil  eich  dann  die  Anzahl  der  Veränderlichen  um  die  Einheit  vermia 
dert.  Diese  Hücksicht  ist  bei  der  Aufttellung  der  Gleichung  t'(q))  = 
in  Betracht  zu  ncbmen,  und  oe  möchte  die  eratere  Annahme,  wornacb  die 
Losung  (p  =  a*,  in  die  Gleichung  6'(9:}  =  0  aufgenommen  wird,  vorderandera 
AunUirnn  aus  diesem  Grunde  den  Voitsug  haben. 


Ae»  vollständigen  8y- 
I  vorigen  Paragraphen 
en  Vortheile,  wie  die 
=  0  und  C(<p)  =  0  eiD 
illständige 


KtflinerB  MittheiluDgen. 

Di«  hier  baaprocheDe  Methode  aar  Integration 
turnt  heraht  auf  einer  nndern  Grundtage,  als  die  ii 
jirgeiteilte.  Dieaelb»  bietet  der  lulegration  diesell 
J>«{ibi'Rcl>e,  lihno  dsss  die  Gleichnngen  B(tp)  =  0 
Jicobi-«ohes  System  bilden.  ludem  Herr  Clebsoh 
äjttem  der  Gleichuugen  A[ip)  =  Q  nnd  fi(ip)=o  auf  e 
iirllckführt ,  setzt  er  Kwei  neue  Gleiciiungen  au  deren  Stelle,  was  sich  aU 
uhtrSUMig  erweist,  da  es  ach»n  ausreichend  ist,  nur  die  eine  Gleichaug 
j(9)£;0  durch  die  neue  Gleichung  t'(ip)^ü  e»  crsctEeu.  Ich  habe  diese 
KtlliLilp  scholl  vor  elf  Jahren  veröffentlicht.  Der  Jahrgang  1863  dieses 
Journili  ttotbült  einen  Aursats  über  die  Integration  partieller  Uiffereu- 
ütljiBichuugeD ,  und  habe  ich  dort  in  deu  SS  i  lud  b  meiae  Methode  mit- 
^tbuilt. 

Die  äcblussgleichuug  des  rollstäadigeu  System»,  deren  Anlslelluag 
ik]>  die  henprocheueu  Methiideii  nur  Aufgabe  machen,  lässt  uicb  leicht  in 
riat  UifToreutialgleichaug  der  i""  Ordnung  mit  zwei  Veräuderlicbeu  nrawan- 
<i«lD    Id  der  obigen  Schlnsegleichaug  4)  itit 

"•      B\x,)'     "'       B{x,)- 
■od  dn  letsU  Coofficient  7—-^.  ist  als  Function  von  .c, u,a,ti,...  o;  SQ  be- 
Iraohteu.    Man  schreibt  dieselbe  deshalb  in  der  Form 


Un  derselben  su  geoUgen ,  darf  u 


;  denn  mau  findet  aus  dieaeu  Glei 
.  it,  die  Differentialgleichung  der 


ihuugeu  diirc 
'"  Ordnuug 


=  H'. 


AitilcreTMitH  hat  man,  um  die  ■  ersten  Integrale  dieser  Gleichung  z' 
rtJauDHD,  die  partielle  Diffeientinigleichung 

da        itti    iltp       iln,  dip  da,     ilw 

dXfdx,  litt,       dr,   dat  ^  dx^  da, 

welche  idt'Dlisch  im  mit  der  obtgou  SchluBsgleichung  des  vollsten il ige: 
tlemi.  Insoferu  sich  ein  erstCN  Integral  der  Differentialgleichung  di 
Ordnabg  leichler  angeben  lässt,  als  eine  Fuucüdu  tp  der  obigcu  Sei 
^eicbnog  dea  8y*lemH,  mag  es  gerechtfertigt  sein,  die  Differeutialgleic 
der  1^*  Oidnang  an  die  Stelle  der  andern  Gleichung  zu  aetzen. 


H  Kleiner«  MittbeilBDgflD. 

anfgeranden.  An  die  Stelle  der  BeetHodigeD  c,c,...C[  setae  msQ  jene  LS- 
oangeu  k, «,...»(,  nnJ  innu  hat  mnf  der  recbtSQ  Seite  der  vorliegende! 
GleicLung  eine  LüBung  der  Gleichaag  I),  welche  die  Eigenschaft  besitxlj 
voii  u  uuabhäogig  an  sein,  wenn  x,^Xi°  gesetzt  wird.  Denn  für  diene 
Fall  gellt  diexelbe  identisch  in  fl-r^x, ..  .Xn^j)  tiber.  Die  verlangte  LÖsofl 
des  viillstHndigi-n  SyslPuis  ist  51  =  ^i  (h  k,  n, . . . «(). 

Wenn  zwei  partielle  UiffereatisIgleichuDgen  A(ip)  =  0  nad  ^(r)» 
integrirt  werden  «ollen,  welche  ein  vollutändiges  System  bilden,  so  ist  ds 
eine  Theil  der  InlegrationRnrbeit  selhstverständlich  aU  erledigt  zn  betraob 
ten,  sobald  die  Löbnngen  der  Gleichung  J{q))=^0  anfgefundeD  wordfltt 
uind,  da  dann  nur  noch  die  lutegraliou  der  Gleichnng  B{ip)  =  0  anssurdhreB 
ist,  deren  Integral  sich  als  Function  jener  Lösungen  darstellt.  Wenn  al 
die  Gleichnngen  .4{<p)  =  0  und  B(tp)  =  0  dnrch  jene  Gleichnng  £(9)  = 
ersetzt  werden,  welche  allein  Inlegrirt  zu  werden  braucht,  um  das  lotegial 
des  vollständigen  Systems  anTstellen  zu  können,  so  ist  man  nicht  ohne  Wai* 
teres  nuzunehmen  berechtigt,  dsss  damit  eine  Erleichterung  derlntegratioi 
arheil  gf^gehen  sei;  denn  es  ist  die  Integration  einer  partiellen  Uifferential- 
gleicbung  unter  erschwerenden  Umständen  gefordert.  Man  gebe  dem  ffli' 
tegrale  des  Systems  nicht  die  oben  verlangte  Eigenschaft,  wornach  eine  Ver- 
änderliclie  ans  demselben  verschwindet,  wenn  eine  zweite  Veränderlich« 
einen  passend  gewählten  heMtüiidigen  Werth  erhält,  und  man  ist  zu  der 
Annahme  berechtigt,  dass  es  eher  gelingen  könne,  jene  beiden  tileicbunge« 
ji(tp)  =  0  und  li(<p)  =  0  nBcheinaiider  zu  iutegriren,  als  die  eine  Gleichung 
A'(9>)c=a.  Wenn  das  Integral  der  Gleichung  A'(fp)  =  0  einmal  aufgefnude« 
ist,  HO  giebt  die  Methode  des  Herrn  A.  Mayer  allerdings  eine  Abkilrznng 
der  weitereu  Rechnung,  weil  dann  die  Integration  der  zweiten  Gleicbnng 
L(q»)  =  0  durch  eine  algebraische  Operation  ersetzt  ist.  Ans  dem  vorher 
angegebeneu  Grunde  aher  kann  dieselbe  im  Allgemeinen  uicht  jene  ander« 
Methode  ersetzen,  welche  verlangt,  dass  die  beiden  Gleichungen  ^(9)  =3 
und  ß(tp)^(>  nacheinauder  integrirt  werden. 

HaDDbeim.  A.  WstLia. 


m.    Heber  die  Diipenion  der  Farben  in  Ouen. 

Arago  und  Biot  veröffentlichten  im  Jahre  Iä06  in  den  Memoiren  dar 
Pariser  Akademie  bekanntlich  Versuche  über  die  Brechung  des  Lichtes  im 
Gaten  bei  verschiedener  Dichte  und  fanden  das  Gesetz,  das»  die  brecbenil« 
Kraft  der  Gase  bei  verschiedenen  Dichtigkeiten  diesen  proportional  und  f 
Licht  aller  Farben  cousMut  sei,  dass  sich  also  im  Loftprisma  keine  Uis 
aion  der  Farben  dai  biete.  Du  long  benntato  dieses  Gesetz  zur  Bestimmunj 
der  BrechuiigseÄpoiienleu  einer  Roifie  von  Gasen.  Er  fand  tn  Uober^i«! 
Stimmung    mit  jenen    beiden    Physikern    und    Delnmbrp    den    nbstdutei 


EleiD«i'e  Mitthcilunges. 


««Iclit  ■bgekärcl  mit  K{tp)=sO  uud  t(fi)  =  0  bozeicbnel  sein  solIeD.  Ueber 
•itB  BestiudigvR  Tf"  UDiI  x,"  Ut  in  »oluber  Weien  Verfügung  getroffen ,  «Inas 
^  Coeffict«nleD  BtB^.. .  Bn^^-'i  endlicbe  Werihe  bebalteii,   wenn  x,^^x° 

gcMtit  wird.     Die  Qleichnng  2)  gebt  danu  für  diesen  Fall  über  in  —  =o, 

ud  du  Integral  des  vollständigen  Syeleois  hat  die  Eigenschaft,  dass  es, 
irniD«,  =r,°  gescisl  wird,  von  u  uoabliangig  ist. 

Vin  das  Integral  des  volUl&ndigen  Systems  der  GleicbimgeD  I)  nod  2) 
in  erhallvB,  verfahrt  man  Eunüchsi  ganz  uacb  dorn  Bisherigen  Mnn  bo- 
tdatM  eine  l.Üeuog  v  — x,  der  Gleichung  K{ip)='(i.  Wenn  diese  LösDng 
ftr  den  fall  ic,  =*■,'  von  u  iinabhäugig  ist,  so  darf  dieselbe  aU  eine 
Unng  des  SjsteinH  nngesehcu  werden.  Im  Allgemeinen  aber  wird 
(in«  L'lsong  d»r  Gleichung  I)  nicht  auch  eine  Lösnng  des  Systems  sein. 
IUd  «rbXIl  BUS  derselben  weitere  Lösangeu  ip^Ki,  9)=^  k,  .. .  7^  k,  der 
Gl«icbiing  I),  indem  man  x,=  /.  Ix,),  k,=  t(i£,) ...  )^,■  =  i^x,_|)  setaL  Wbuu 
aiD  die  Lösungen  der  Gleichung  1)  als  neue  VerSnderliche  in  die  Gleich- 
Bng  3]  ninfilbrt,  so  ergeben  sich  duruh  die  Iiilegration  der  Iransformirton 
Gleicbaug  2)  die  Lösungen  des  Hyutems.  In  den  Malhematiecbeo  Annaleu 
IM.  V  8.403  bat  Herr  A.  Msyor  goseigt,  wie  mau  die  Lösung  des  Systems 
obae  weitere  lutegratiun  uumittelbat  tns  den  Lösnugen  der  Gleicfautig  l) 
k«H«itet)  kauu,  wenn  man  jene  b^igenscfaaft  des  Integrals  zu  Uilfe  uimnit, 
sufolge  disaelbe  von  u  unnbhängig  ist,  weuu  jji^j,"  gesetet  wird. 
tu  haqdelt  sieb  hier  um  eine  Lösung  der  Gleichung  I),  welche  mIh 
1  j:,  u  XiX,  . .  '^■4-3  anfgefasst ,  div  Eigeuschaft  besitzt,  von  u 
•DNbhlDgig  SU  sein,  wenn  a-i^x,"  gesetzt  wird.  Diejenigen  Losungen  des 
vulUtdudigea  Syetfms,  wulvhe  nicli  durch  die  lutegralion  der  transformirteu 
Cleidituig  3)  ergeben  wurden,  seien  ausgedrückt  durch 


auf  diesem  Woge  als  Function  von  u  x,  Ki  . . .  x^  gefunden  wor- 
«o  darf  man  auch  umgekehrt  die  Lösungen  der  Gleichung  1)  als  Fuuc- 
Iwii  TOB  »(I,  fi, ..    n,  auffasBeu.    Die  den  bekttnulcu  Lösungen  entsprecheu- 
lotegrale  der  Gleichung  1)  schreibe  mau  iu  der  Fotu 

X,  =  f,  ,     X,  =  C,  .        Kt=C(, 

r,r,...Q  wUlkBtltclie  Beständige  sind.     Setzt  man  x,=x",  ho  gehen 

w  über  fu  .  „ 

K,"  =  c, .  X,"  —  c,  . . .  X("  ^  e. , 

od  u  laMea  «ich  aus  dousclbeu  höchstens  1  vorschiedoue  Fuuctioueu  von 

^j:^..   Jm+t,  entsprechend  Jeuen  Lösungen  fi,|4t...fi(  des  vollstäudigeu 

If tteau ,  kIb  Fnnetioa  von  u  und  der  Baständtgen  c,  c« . . .  ^ i  berleiteo.   Ge- 

•ttt,  m»a  bmbe  eine  dieser  Functionaii 


Kleinere  MiltljeEtDng«iIV 


mithin  ffir  Roth  0^=^1.00214,  Für  Violett  fi,=  1,00234. 

Die  Dtilong'achen  Beobaclitiiogßu  geben  den  kleineren  Werlli 
n=  1,00150,  woraue  man  gesclilosspn  tmt,  d««s  die  brechende  Kraft  ejne^ 
Sabütanz  im  flüssigen  /ustanile  im  Allgempinrn  grJisser  sei,  nta  die  im  Infi- 
rürmigen.  Die  Ocnauigkeil  de«  von  Oulong  niigegebeneu  Werllies  wfirde 
Allerdings  vormisseticn,  clami  der  Raum,  in  welehem  sich  der  untersucht« 
Dumpf  bffiind.  dnrchniis  frei  von  jeder  andern  Gnsftrt  geuesnn  sei,  nament- 
lich von  Luft  uod  WaBserdainpf,  winlurcb  der  wnbrn  Werih  betrÄcbllich 
verkleinert  werden  musü.  ISs  bedarf  dleae«  der  BcslAtigung  dnrcli 
bell«  Beobncfatungen. 

Das  Arngo'ache  Gesetts  erstieckl  sieh  mit  geringen  Abwei 
auch  auf  die  fenlen  Aggregat  anstände.    Es  ist  dem  OeiielEe  gemHsa 
d:d,  =  („»_|):(".'-l). 


kIbo 


-!)■ 


Pur  WMBor  gesetKt  d=l,  n  =  1,3360.  so  Ist  für  Eis  rf,  =0,«B  and  dem- 
gemäss  n,=  1,808.  Die  Beobachtnngen  ergeben  n,=  1,310,  Für  Cnasiafil 
von  WC.  geeeliEt  d=l,  ferner  der  Ansdebnnngscrtc-fficient  gleich  dem 
anderer  ätherischer  Ocle  1,0000  nnd  nach  Had  p  n  ■  Po  well  _(i  =  1.0249.  na 
ergiebt  sich  nua  obiger  Forn)el  fiir  22,5"  C.  »,=  l.eiflS.  Ilii>  RnobRchInngoD 
ergehen  für  CasBinol  von  22,5"  f*.  den  Werlh  n,=  1,0174. 

KUr  Wasser  von  18,8°  C.  ist  n=l,3358  iFrn.i  n  liof  n)  und  rf  = 
|:l,0O13BO;  ferner  ist  hei  1B,8»  0.  rf,=  r.l,0u08flfl,  also  nach  A  riign 's  For- 
mel »,=  l,a»70.    N*ch  Baden- Powell  ist  ii^},33m. 

Baden-Powell  hut  für  die  Farbcndixperainn  d*s  Lifhlcn  dir  l-'i>rme4 


aufgestellt,  wobei  er  den  Deducliunen  Oitnchy's  folgt.  Sie  trifft  nber  in 
dieser  Form  nnr  för  wenige  Sttbatansen  in  erster  Annfihernng  «u  nnd  brinj^ 
die  |iRrtiella  Dispersion  nicht  zam  Ausdruck,  da  sie  mit  der  allgemeinere^ 
Formel  von  Canchy  nur  in  den  beiden  ersten  Oliedern  übereinsllmnil, 
ptkrtielle  Dispersion  aber  banptnSi^hlich  von  dem  dritten  und  allen  folgende» 


Oliede, 


nhbSngig  ii 
L>  erhKit  ii 


Entwickelt  man  die  obige  Fnnctiiin  bis  anm  dritina' 


10'-*'"''3tti 


Kleinere  MittheiluDgen.  ^S 


Vergleicht  man  Glied  für  Glied  mit  der  Formel  von  Cauchy 

so  mtisste  also  stets  tti'=3  l,428€roat  sein.  Es  ist  nnn  bei  allen  bisher  unter- 
suchten Substanzen  Og  positiv,  er,  hingegen  bald  positiv,  bald  negativ  im 
Widerspruche  mit  der  Function  von  Baden-  Powell.  Da  dieselbe  Func- 
tion schon  bei  der  Intensitfttsbestimmnng  des  gebengten  Lichtes  vorkommt, 
so  ist  es  gerathen ,  sie  aus  der  Theorie  der  Dispersion  gänzlich  zu  verban- 
nen,  da  man  jede  beliebige  andere  daffir  setzen  kann,  z.  B. 


710      .  (         q\    Q 

sei'  "Y    oder    log nal  P  ~"  p  /  •  77« 


Beispielsweise  setze  ich  einige  von  mir  fiir  die  partielle  Dispersion  berech- 
nete Formeln  her. 

,„                                                •           .  0,003781      0,0000868  ,       ,    „         ,    ,    , 
Wasser:  n  =  1,32332  +   T^STi „.,      (nach  Fraunhofer) , 

_   .  0,004160      0,0000232   ,       ,    „      ,.      ,  x 
Quarz :  .  n  =  1,53270  +  -^^^ 1Ö«*Ä*~  ^^        Esselbach) , 

0  n I 201 Q       0  0007278 

Schwefelkohlenstoff:  «=1,5876  + '''— -^'^  +  "''^-^  (nch.  Baden-Powell), 

I0*A*  10"  A*  ^ 

«..  0,00504        0,002240 

Cas«iaöl :  n  =  1,5667   +  +        ,^^     (nch.  Baden-  Powell), 

Anisöl:  n  =  1,5299   +  ?!??!?J?  +  ^^?^  (nch.  Baden-Powell), 

0,008635      0,0002989  , 
Gelbes  Flintglas :        w  =  1 ,75014  +  +  '    ^^^      (nach  Dutirou) , 

-^       .  0,006351      0,0001766  ,     ^  „    ,       „ 
SalzsÄure :  n  =  1,3924   +  -^r^j ..^,4     (nch.  Baden-Powell). 

Bezeichnet  man' die  tausendfachen  Wellenlängen  der  Fraunhofer- 
schen  Linien  By  Ey  H  mit  /,,  /,  und  /,,  ihre  Brechungsexponeuten  mit  n,,  n^ 
und  91,1  so  sind  die  Constanten  Og,  a,  und  er,  berechnet  mittels  der  Formeln 


Sehr  wahrscheinlich  ist  die  partielle  Farbendispersion  abhängig  von 
dem  Lichte,  welches  die  Substanzen  durchlassen  und  absorbiren.  Die  Sub- 
stansen  zerstreuen  diejenigen  Farben  am  meisten,  welche  sie  bei  dem 
Durchgänge  am  meisten  absorbiren.  So  lässt  Wasser  am  besten  Blau  und 
Violett  durch,  am  wenigsten  Roth;  dagegen  zerstreuen  und  absorbiren 
Cassiaöl  und  andere  fttherische  Oele  am  wenigsten  die  rotheu  xiud  ^<^^u 


Kleinere  HtttheiliiiigeD. 


I 


Licbtstrahlen  ,  am  mciRteo  Blau  anij  Violett.    Hiermit  Btoht  dai 
des  dritten  Gliedes  in  inDigem  ZnaaiiiDn 

igt  das  VorKeichen  negativ,  bei  rotligelbon  positiv.    Ea  w*re  v 
Interesse,  die  Farbendispersion  von  Kupferoxyd- Am 
finnrem  Kali  in  schwach  g«fürbleii  Lrisnngen  su  untersDcben. 

Setzt    man    " '=/(!),    so   wird   die  partielle    Dispersion    ans^ 

dnrch  äT^^W-    t)'ö9*  Ffinclion  kann  Haxima  und  Bdinima  innen 
Spectrnms  erhnlten,  wenn  a,  negativ  ist.    Ja  es  ist  nicht  uudenbq 
die  FnoctioD    negativ    werden    kann,   für  Wertbe  von  k  uäinlic 
kleiner  aind,   als  die  positiven    reellen  Wnrzeln  der  Gleichung 
Das  Spectniin    muss    sich  an  liieaer  Stelle  anikehren  und  lum 
Vorangebende  decken      Vor  wenigen  Jahren  wurde  diese  Eigensia 
Prof.  Kundt  an  alkoholischen  Lösungen  von  Fuchsin  entdeckt;  I 
von  Interesse  sein,  die  Formel  für  die  BrechungspKponenlen  dies 
anfznatellen. 
Rostock. 


Prof.  Ludwig  Mattim 
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V. 


Die  Amahl  der  LöBungen  diophantischer 

bei  theilfremden  Coeffleienten. 

Von 

Dr.  K.  Weiheaüch, 

Docent  an  der  Universität  Dorpat. 


1. 

Die  Frage  nach   der  Zahl  der  Lösungen,  welche  eine  unbestimmte 
GleiehuDg  yom  ersten  Orade  besitzt,  ist  sicherlich  eine  der  interessantesten 
im  ganien  Gebiete  der  unbestimmten  Analjsis,  aber,  wie  es  scheint,  bisher 
weder  beantwortet,  noch  überhaupt  behandelt  worden.   Es  soll  im  Folgen- 
den der  Versuch  gemacht  werden,  die  Aufgabe,  für  eine  grosse  Classe  von 
diophantiachen  Gleichungen  wenigstens,  zu  lösen,  wobei  sich  freilich  das 
Beialtet  seigen  wird,  dass  die  Darstellung  der  Lösungszahl  durch  Coeffi- 
eienten  und  Absolutglied  der  Gleichung,  wie  sie  erwartet  werden  müsste, 
niehl  voUatändig  gelungen  ist,  aber,  so  scheint  es  nach  weiteren  Untersuch- 
imgeD ,  auch  nicht  vollständig  gelingen  kann.    Selbstverständlich  kann  hier 
immer  ndr  von  Gleichungen   mit  positiven   ganzzahligen  Constanten  die 
Rede  sein ,  da  offenbar  ein  einziger  negativer  Coefficient  genügU  um  die 
Ansabl  der  Lösungen  unendlich  gross  werden  zu  lassen.   Ehe  wir  die  eigent- 
.  lieheo  Untersuchungen  vorlegen,  mag  folgende  theoretische  Lösung  der 
Aufgabe  Erwähnung  finden. 

Heisst  die  zu  behandelnde  Gleichung 

fc=n 
1)  ^   OkXk^  Ay 


•o  entwickele  man  das  Product 

GS- 

nach  Potensen  von  z\  wird  dann  erhalten 

Tillulirin  1  Katbouktlk  v.  Fbytlk,  XX,  2. 


100  Die  Ansahl  der  LGanngen  e.rc. 

milglich.     Als  Beispiel  dien«  die  Oleidinng  Zlx,+Wx,=  }dOOOa.     Man 
*'^'"'  /'  =  eO«,  100000=  124 {mo(/609),    p  =  Uii, 

'"'^'""  /■,(IO0OOO)=  lfl4+/-,(l«). 

Mail  Hudöl  uiiü  kicLl,  dass  die  Gleicliung  all,  +  Wa;,  =  I2^  koiue  LöaUDg 
besitKt,  daas  die  oben  vorgelegte  Gleicbtiug  also  genau  164  Lösangen  hat. 
Auf  geometrischem  Wege  lüsst  sicli  U)  ebeafalls  leicht  nbleiten , 
wir  der  Kürze  wegen  übergeben.  Derselbe  Weg  giebt  über  eiiico  Aoitdriick, 
der  später  anrireten  wird,  Aufsclituss.  NehBien  wir  anrdcr.T,-Axe  die  Strecke 
o,,  auf  der  a:,-Axc  di»  Strecke  u,  vom  Urapning  na  und  verbinden  die  End- 
pankte,  so  stellt  die  Linie  die  Gleicbuug  «,  x, +  (t,ar,  = '»,  fi,  =  /'  vnr.  Denkt 
man  sieb  den  ersten  Quadranten  wie  rriibcr  in  Qaadralc  zerlegt,  so  zeigt  sieb 
sofort,  dass  diese  Glcichnng  keine  Lösung  haben  kann;  denn  dio  Dlagonalai 
des  Kecbtecks  aus  den  Seiten  a,  nnd  a,  kann  durch  kein  Quadrateck 
gehen  (die  auf  den  Axen  liegenden  Ecken  sind  ja  ausgeschlossen],  weit  das 
Verbftltniss  n,  lOt  nicht  in  kleineren  ganzen  Zahlen  ausgedrückt  werden  kann. 
Für  eine  Linie  a,x,  +  a,j:,  =  iH,  wo  m  den  Bedingnngen  in  10)  unterliegt, 
werden  die  Axenabschuitle  kleiner,  als  n,  und  a,,  d.  b.  die  Linie  ist  im  ersteO' 
Quadranten  ganz  innerhalb  des  durch  die  Diagonal«  des  obigen  Rcohtcciu 
gebildeten  Dreiecks  mit  dem  üreprung  als  drillor  Ecke  gob-gen  ;  sie  ist  der 
Diagonale  paralU-l,  kann  also  böchblens  eine  Quadiatecke  treffen, 
oben  bewiesen  wird.  Umgekehrt  entspricht  jede  icijcrhalh  des  erwabutcD 
Dreiecks  liegende  Quadratecke  einer  Linie  a,ar,  +  (i,.i,  mit  ganz  besliuimtem 

Werthe  von  m;  die  Anzahl  dieser  Kcken  ist  ^"i-    -'^"'^—K     Unter  aSmmt- 

licben  /'Gleichungen 

16)  n,a;,  +  n,a-,  =  m,     m  =  l,2,3,...  P 

befinden    sich  also  nur    ^-^ i^ i  =  -^—^ —  ,   welche  eine   Lösnug 

haben;  den    übrigen  Tehlt  eine  solche,     fti"')    ist  "Iso  0  oder  1  und  man 
erbKlt  die  später  zu  benutzende  Formel 

P-S,  +  l 


i«)  ^fA'" 


Ka  ist  leicht,  dieSummation  weiter,  etwa  bis  zn;i/',  auazudehnen.    Einen^ 
nlgebraischen  Weg  zur  Ableitung  von  10)  werden  wir  spater  kennen  lorneo. 
Als  Beispiel  möge  die  Gleichnug  iX,-\-bX,  =•  m  dieneoj  es  wird  hier 

in  der  That  liefern  nur  die  Wertho  m  =  \},  13,  U,  17,  18,  Ifl  eine  Lösung. 


.  K.  Weirrauch. 


Si  aell  nun  EUDÜchst  für  die  Oloicliaag 

8)  a,x,+.i,x,  =  A 
/'((■i)  benimmt  werdeu.    Findet  sich  ah  Form  für 

9)  ..-,=«, -..,r,,     ar,  =  «.  +  «,(,, 
M>  folgt  ms  deu  Bedingungen  j£,  ^»0,  fr, >0  sofort,  das» 

'i<  "i-",,     (,>  — (i,:a,. 

/,  «itd  kIbo  im  Ganaeu  — '  — ( ')  =  ^— =  k  Wertiie  annehmen  konneu, 

a,      \     a,/      0,0,      r 

d.  h.{i(J)  wird  gteicli  A:P  sein.    Der  Aiiadrnck  tat  allerdings  uictit  correut; 

/*,(<()  moss  eine  ganze  Zahl  sein,  und  es  kann  sich  s«lir  wohl  treffen,  dass 

di«  in  i:^  entfaalteneu  Ganzen  nm  eine  Einheit  verniefari  oder  (falls  J=yf) 

reTuindert   werdeu   müssen,   um  ft^ji)  darzustellen;   die  Correctign   »ird 

tp4ler  angegeben  werden.    Auf  geometrischem  Wege  lässl  sich  das  Resultat 

folgen ilcimas gen  abIcitoD.    B)  stoUt  eino  gerade  Linie  vor,  velche  iu  ortbo- 

goulca  Coordiuaten  die  Axenabschuitte  .^:a,  und  J:(i,  liefert.    Zortheilt 

Diaii  den  ganzen  erüteu  Qnadranten  durch   Nurmnlen,  die  in  den  Botfer- 

DnngeD  1,  I,  3,...   vom  Ursprung  auf  deo  Axcn  errichtet  werden ,  in  Qna- 

drue,  ao  stellen  die  Coordinateu  aller  Qnadratecken,  durch  welche  8)  hin- 

dorcbUnft ,  mit  Ausschluss  der  etwa  auf  den  Azon  liegenden ,  die  snmmt- 

licb«D  Lüstingen  vor;  die  Fuaapunkte  der  dazu  gehörigen  ar, -Coordioaten 

fiDil  inf  der  Strecke  A:a,  der  a.\-Axe  vom  Ursprung  an  gleichmäasig  im 

AbfUnd«  o,  vertheilt,  man  hat  also  wieder  f,(A)  =  A:a,nt  =  A-.P,  mit  der- 

•«lb«n  Incorreclheit ,    wie  früher.     Wir  nehmen  aus  dem  Bishorigeu  Ver- 

«fihwiuig,  Ewei  um  Vielfache  von  P  verschiedeue  A  hinsichtlich  der  f  zu 

tutemchon. 

£eMi  _ 

10)  ^  =  «C«iorf/*).     m<^ 

A-m 

11}  p-  =  e- 

ftt  inaii  fUr  die  Gloichnng  I  n,  x,  -|-  a,x^  =  m  die  Form  gefunden 
K)  x,=ß,-,.,U,     .T,  =  ,3,  +  «,(,, 

le  ^«ntlgt  der  Gleichung  II  a^x^  -^  ii^x^:^  A  =  pl' •\-  m  offenbar  die  Form 
U)  x,  =  ß,-a,s,,      ;c,  =  ß,  +  o,p  +  u,s,. 

'.ta  aiehi  sogooblicklich,  dase  »,  in  13)  genau  [>  Werthe  mehr  annehmen 
ftUt,  i»  13),  d.  h.: 

Weiter  Ibat  sich,  wie  es  scheint,  die  Sache  nicht  verfolgen;  die  13c- 
ifDntmg  Ton  /tCffl}  durch  a, ,  a,  und  m  ist  wahrscheinlich  theoreti.'«:h  an- 


Die  Ausabl.JeV'I.öaUDgeu  etc. 


Um  diese  äunimation  auazttflAreS)  ^  setsea  wir  gcinisa  10) 

KD  Stelle  von  J,  i»;  .P'iind  p  in  10)  die  Aaatlrücke  pP  +  m 


2Ö) 


pP+m  ^'»jA  ^  v*  (murfn) , 


getreten  sind 
Mau  Uni  dybiiXIich  14) 

Betlh^sicbtigt  man,  dass 


feruer  nach  fl) 
M) 


■.|".=;|.=-i|±i) 


lud  analug  mit  Zusichuug  von  16) 
30)  ^f.{vk)  =  pyjf,{yk: 


[«,=(), -f-o,  nauh  T)],  8o  entsteht  aus  27)  nach  einiger  Reductiou,  weuu  a^.i 
in  P,  «s  +  ö|  in  S,  znsauinieugeeogen  wird,  als  Kndresnllat 


31) 


.(«-|)+/.w- 


Als  Zalilenbeiapiul  wälileo  wir  die  Gleichang 
öj:, +  73:, +  I8irj,=  H03, 
P  =  (i30,     m  =  U3,     p=2,     S,=  30, 
mithin 

/■,  (1403)  =  i^  +  2 .  128  +  /;,  (143). 

Um  die  Anzahl  der  Lösangen  für  die  tileicbung  bx,-\-',x,+  I8f,=  U3 
au  linden,  hat  nmn  f,  für  folgende  Gleichungen  nacb  14)  aurzusuoheu: 
äx,  +  Tx,=  143—  |ill  =  ia&A(I25)  =  3  +  /,(20)=3 
=  143—  3e  =  H>7/;()07)  =  3  +  /i  (S)  =3 
=  143—  54=  Bö/i  (89)  =  2  +  /;(L9)  =  3 
=  143—  72=  71/",  (71)  =  ]+/;  (l)  =  a 
=  143—  *)=  53/V  {53)  =  1+/;(18)  =  1 
=  143  —  108=    35/^1  (35)  =0 

^^ ^  143  — 12ü=»17/;   H7) =1 

/'j(I43)  =  I3. 
JJie  GIeJcbarg  5(C,+*7.'-,+  18a-j  =  I408  bat  also  1529  Lfislingen.    Nael» 
Analogie  de«  in  Iß)  gewonnenen  Beanltates  ntüssten  wir  versuchen,   di« 
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Summation    ^^  f^ (»»)  auszuführen.    Auf  stereometrischem  Wege,  wornach 

die  Gleichnng  a,  x^  ••{-  a^oc^  -f-  a^Xg^=i  P  eine  Ebene  mit  den  Axenabschnitten 
^"s>  ^1^3  9  ^1^  bedeutet  und  man  den  ganzen  ersten  Octanten  in  Würfel 
zerfallt,  deren  Eckcoordinaten,  wenn  die  Ecke  in  jene  Ebene  und  nicht 
zugleich  in  die  Ooordinatencbenen  fällt,  Lösungen  der  Gleichung  vorstellen, 
scheint  ein  Resultat  schwer  erzielbar.  Dasselbe  gilt  von  einer  rein  alge- 
braischen Behandlung.  Da  nun  die  besprochene  Summation  voraussichtlich 
ebenso  bei  der  Untersuchung  der  Gleichung  mit  vier  Unbekannten  auftre- 

h=zn 
ten  wird,  wie  der  Ausdruck   ^^  ftiyh)  in  27),  so  liesse  sich  die  Bestimmung 


p 

von  ^  /sC^)  Au^  den  nächsten  Abschnitt  verschieben,  wenn  sich  ein  Priu- 
1 

hz=n 

cip  ermitteln  lässt,  wornach  der  Werth  von  ^^/i(va)  aus  27)  heraus,  ohne 

Kenntniss  von  16) ,  dargestellt  werden  kann.  Entwickelt  man  27)  mit  Hilfe 
der  darauf  folgenden  Gleichungen  ohne  Rücksicht  auf  16),  so  entsteht,  wenn 
noch 

gesetzt  wird,  was  nach  4)  geschehen  darf: 
Ordnet  man  nach  Potenzen  von  p,  so  erhält  man 

»)     /•,M)=A('»)+^+p(«-f-f—i+^ /■.(*»))• 

Nan  ]äs8t  sich  ohne  Weiteres  behaupten,  dass  der  Coefficient  von  p  hin- 
sichtlich der  Grössen  a^,  a^,  a^  symmetrisch  sein  muss,  der  Ausdruck  2ft{(i) 
mojM  also  hinsichtlich  der  Oj,  a^y  a^  so  beschaffen  sein,  dass  er  die  übrigen 
Theilsfttse  zu  symmetrischen  Grössen  abrundet,  er  muss  mithin  zunächst 
enthalten 


öj      öl 


wodurch  der  Tbeilsatz  — -^  in übergeht.     Da  ferner  7r='a, «,  durch 

^<i,  -f-  a,a3  symmetrisch  gemacht  wird,  Ef^{\C)  aber  nur  a^  und  a^  enthalten 

kann,  so  mu-ss  diese  Summation  auch  liefern  A —  ,  wodurch  in  33) ver- 

'  2  ^2 

aehwindety  and  es  leuchtet  von  selbst  ein,  dass  die  Summation  auch  noch 


Dis  Anuhl  der  LSasagea  etc. 


dea  uumorischeu  Theilsats  — \  zum  Verschwmdea  bringen  mtisB;  ee  wird 
also  scUliesslicla  _ 

vfio  iu  16).  ''"^ 

4. 
Bei  der  Gleicliuug  mit  vier  Unbekannten 

o,«,  +  aj«,  +  a^X^  +  a^X^  =  A 
lassen  sich   dieselben  Reflexionen  Über  die  Eintheilung  der  A  wie  in  i) 
viederbolen.    Für  P^a,a,(i,a,  wird  man  setzen 
„</' 
>0" 
3«)  A—m  =  pP, 

und  hat  dann 

und 


3Ö) 


^  =  »t(mod^, 


89) 


IM) 


=^"/-.(pi>+™-o.»)  +  V4(m-.,»), 


weuu  jeul  »  =  (1,(1^03,  und 
«)  /■, 

SetBt  man  nieder 


',W+^,W+^" 


A(p''+"'-'"',)- 


?.T 


pP+m  — ftaj=  Vi  (modn),      "i-^^ 
ao  miisaen  au  Stelle  von  A^f^  P,  ">,  ^  in  3L)  die  Aosdrückep/'+tii  —  oA^, 


pP-\-  m  —  nAj  — Vi 


i>  VA,  «1  =  «,+",+ n,  treten.   Man  gewinnt  tro  darchSi) 


AU) 

41) 


=A<..)+|"('^ 


^)(.._.) 


=r.(™) 


BerQcknichtigt  man,  daati 


-  nachö), 
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''"^t^^^y  ;,.^P"("+»)(g"+»\ 


.  _  6 

SO  geht'nach  einigen  leichten  Reductionen  41)  über  in 

W-0=W-)+^+^'(».-|) 

wobei  noch  ^1  =  01  +  ^41  P=na^  benutzt  warde. 

Gemäss  dem  am  Schlosse  von  3.  entwickelten  Princip  der  Symmetrie 

mu88  nun  ^^  f^  (/ü)  construirt  sein ,  wie  folgt. 

Die  Sammation  muss  die  Theilsätze  im  Coefficienten  von  p 

▼emichten.    Sie  muss  -^  durch ■ ~^=  —  und 

12  .  12  12 

a^ ^ a^ai  +  a^a^  +  a^as  ^^^^^  «1^2 +  ^1^8 +  ^2^3 ^  ^^i'-^s 
4  4  4  8 

symmetrisch  ergftnzen  zu  —  und  -^— — -'. 

12  o 


Man  hat  also 


p*  .   w      nCt  .  Ct   ,    i    .  0o   .  Ct^ — ög 


»=• 

oder  DAcb  einigen  Beductionen 

„,  •vV.M='(-—.+')-+"----lJ. 

Der  Coefficient  tou  p  in  43)  wird  dann 

•!L'_!:i«i+l.+v=l«  oder  4(«-5ly-^^^ 

2  2    ^12^        8  *\  2/        24 

fio  dmss  achliesslich 

»,   ,.(.,.^'+^'(.-ä)H:,[i(™-|)'-g+,.« 

wird. 

Zar  Verification  von  45)  wählen  wir  ein  sehr  einfaches  Beispiel.    Es 

liege  Tor 

*1  +  ^8  +  ^^S  +  ^^4  ==  *^^- 


Die  Aueahl  der  LösUDgeu  otc. 
I  P=Ö,  S^  =  7,  S^  =  ]b,m  =  -i.i>  —  3,  «Iso 

Mau  übfir^engt  sich  [(■icht,  dniis  <Iie  Gleichuiig  wirklich  128  LösiiugeD  besitct 
Um  fitr  14)  eiti  Beispiel  su  geben,  sei 

*j  +  33»  +  5*9  =  (t ,     f(  =  l,  Z,...15 


•;/ä(f) 


3.7'+« 
24 


lu  JorTbat  i^t 

f^(lt)  =  a  für  f*  =  l,  2,  3,  4, 

=  1  .,  ^  =  0,  10,  11, 

=  3  „  (i  =  12,  13, 

=  8  „  (i  =  14, 


=  4 


=  15. 


Ans  dem  Biuberigen  ist  der  weiter  einznschlageiide  Giing  vorgnseich' 
iiet.  Uie  RecbnuugsD  gewinnen  indessen  so  sehr  nn  Umfnug ,  dnsjd  wir  die- 
aelbeu  nicht  hierher  seteeo  nnd  nns  mit  der  Angabe  der  llnnptresnltaU 
begnügen. 

Für  die  Gleichung 
4ö)  „j  ar,  +  «,  ar,  +  a^x^  +  o^  a:,  +  «j  x^  =  A 


47) 


A  = 


=  ^r,{pp+"-- 


Die  Siimi[.'>ii«n  Usal  sich  ausfähren,  nauhdeiu  an  ßlelle  .\ei-  GrSaaad 
A.  p,  P,  m,  S,,  .s;  in  45)  die  Ausdrücke  pP+m  —  h,i^.  f  +"■  — Aa,  — >,_ 
n,  »"ji ,  «, ,  ö,  getreten  sind,  wo  immer 

50)  pP+Hi  — Aoj=  VA("«»df[}.  ; 

Durch  das  Princip  der  Symmetrie  gewinnt  man  als  Nebenresultat  für  dU 
Gleichung  <',x,  + n^x^-i- a,,t^  + /I^x^  =  t'  "^'^  Formel  {^•=1^11^11^0^,  «,  0 
"1  +  ".+«,,+«..  ««  =  V+V+'-.'+V) 

5»-        2^  ("'  =  (!^«.+'l!±lf!^._-H)Krlr:0 
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and  weiter  für  die  Gleichung  mit  fünf  Unbekannten 

AM)=^r+4'("-f)+'Tii(-ty 

+'[K"-IT-("-l)-l] +.«-). 

Fftr  die  Gleichung  mit  sechs  Unbekaunten 


52) 


i=6 


53) 


fl*iP*=   ^ 


wenn 


54) 
55) 


J^m{modP),    »»^^,     'P=«i<«j«j«4<'5«6» 


ji  —  m=pP, 


''''    '        120  ^   24 


("-i)+^[i("-i)"-g 


66) 


p*P 


[i("-i)'-("-i)g 


+45("-l)*-i("-l)"S+i£+.li]+'-.w- 


Jt  =  5 


AU  Nebenprodoct  wird  dabei  für  die  Gleichung  ^  akXk  =  (i  gewonnen 


yrM 
«)  A=i 

""  5760 

Jtr=4 

Die  Ausdrücke  51)  und  57)  lassen  sich  durch  die  Gleichungen  ^^  Xk=l 
fcid   ^  «^=1,  für  welche  die  Summationen  Null  ergebtMi  müssen,  leicht 


6. 

Um  einen  genaueren  Kinblick  iu  den  Bau  der  Formeln  zu  gewinnen  und 
«o  die  Cooatrnction  der  Formel  für  die  Gleichung  mit  n  Unbekannten  zu 
eroöglfcben ,  stellen  wir  die  bisherigen  Resultate  für  die  Gleichungen  vou 
2...0  Unbekannten  zusammen,  indem  wir  abkürzend 


») 


2 


eioffifareii  und  soviel  als  möglich  Facoltäten  scbreibpn. 


Die  Aasatil  der  Lüauugeu  '' 


Es  sei  für  die  jedesmalige  Gleicbuag  Sa^Xk^Ji 
<P 
M)  i ■■■' ''    "^O- 


A  =  m(modP) 
DaDn  hat 

r,|.■')=fi|^+T:''■^r,l.-). 


Daraus  (;elit  liert 
die  Facuhät  ibre 
verknäpfl  t 


r,  dass  Jede  Potenz 
E\paDenteD  als  Div 

,t,    dsss  die  Coeffic 


e  voD  /'auageuotnuieu,  beiiiSnd%. 
r  mit  sieb  fahrt,  dnssp*  mit  /"■ 
len  von  />'f*— '  homogeue ,  nush 


Potenien  von  R  Rbsteigende  Ausdrlitke  vom  Grade  n—v—l  shd.  Hl 
Kielil  ferner,  dass  der  Uebergang  von /'j  nuf  Z"^,  vod /"j  auf /";  sehr  leicht  ü 
class  überhaupt  zum  Weitergehen  immer  nur  die  Kenntnis»  des  Ünefficienl 
von  p'  in  der  Formel  für  das  uüchote  gerade  n  erforderlich  ist.  Fiir/"g(. 
bälio  man  als  C'oefficient  für  p'  der  Analogie  nach 

Ol) 


R«  r  1  /SA*  ,     S,-\      ^ 


4!  '24 

wäre.    2  muss  offeubar  vom  sechsten  Grade 
und  aus  den  Ausdrücken  S^,  S^,  S^  bestehen,  kann  also  enthalten  S^,  S^S^ 
un<I  t^,,;  bemerkt  man,  dasü  S^  und  5^  constant  mit  d«i 
3880  versehen  sind,  so  wird  man  schliessen  müssen,  es  s 


fl2j 


-^©■+© 


+  7- 


Der  Divisor  (4  ist  noch  zu  bestimmen  und  das  kann  w 
durch  ein  besondero<i  Beispiel  geschobeu.  Mau  zeigt 
Gleichungen  von  dur  Form 

63)  2:xt  =  q 

I  /'j(5)  =  ?-l  (oder,  da  hier  immer  ,.  =  7—1  ' 


ieder  Km  loicfatu 
leicht,  dass  Fat 


,\,ä) 


«0 


/■>(!)  = 
Ml)- 


21 
(,-|)(,-I)(,_3) 


(g-l)(t-a)...(t-»+l) 


(»-1)1 

■  der  gewUlmliBbeii  Begeiebmuigsweiaa  der  BinomialcoBllictBnWii. 


=  (P).- 


Rntwiekelt  man  den  Aasdrnck  (p).-i,  so  erhslt  p'  fttr  ein  gerados  n 
den   Ctififficienleti   — ^.      Wir    liätteu   also   im    obigen    Falle    bei    /",    au 


=  -3.     Sj==S.-- 


:S.=8 


und   der  gKnste  Ausdruck  ai)  müsste  s^}  werden,  wodnrch  es  leicbt  wird, 
dm  Wertb  von  u  in  ß2)  su  berechnen;  man  findet 
«,)  »^181440, 

ta  d*s>  S.  tif  BlHudJg  aul'trill  in  der  Form     —'—. 

Kokrt  man  die   analoge  Keclmimg  für  S^  und  5,^  durch,  so  zeigt  sich, 


470001000 
;eBnlz  dieser  couatanlen 
Ableitung  der  Formeln  Sum- 
imen,  führte  daran!',  die  Ber- 
Torhanden  zn  vermntlien,  und 
sie  bis  jetzt  kennen. 


4us  die««  Grössen  immer  erscheinen  als-— 

ne 

Es  fragt  «>ich  zunächst,  welches  daii  1 
Divisoren  ist.  Der  Umstand,  dass  bei  de 
BUienen  der  natürlichen  Zahlenreihe  vorkt 
tOBilli'schpn  Zahlen  als  in  den  Constantc 
«'«eist  sich  in  der  Tbat,  dass  die  Grössen  S.  sowe 
nit  ibt«li  Cnnetantcn  geschrieben  weiden  dürfen: 

^  ^4  ^a  ^s         _^io 

2.S1S'    4.4130'    a.e!42'    8.8!80'    lO.loles' 
«tt  iDsn  tu  den  Fscloreu  j  >  s^>  )^<  jV-  b^  '''^  B  er n  uu  illi 'sehen  Zahlen 
B^,  Bf,  ffj,  ß;,  ß;,  erkennt    Da  uns  ein  allgemeiner  Beweis  der  Euclformel 
kif  j«t>t  nicht  gelang,  so  verslAttcn  wir  es  uns,  fortwährend  nach  Annlogien 
iB  »chliesseu;  numerische  Prüfungen  haben  die  Kichtigkcit  der  Scfaliisse 


.l«U  h«!wahrt.    Ans  dem  für  die  Grössen  ^ 
'laM  allgemein  S-i,  auftritt  in  der  Gestalt 


s  5jg  Gezeigten  folgern  wir. 


M) 


rin  die  Gri 


r  Bililiing  der 


und  gobpn  zu  der  Art  nnd  Weise  über, 
(Jiwnieipntfn  ron  Ä  herangezogen  werden.  Diese  Coeffioienlen  mögen  durch 
/>  beseiciioet  werden  nnd  den  Namen  „dio|ihantischn  Summen"  tragen;  sie 
dnd  lioiaogene  Functionen  derCoefficionten  a  vom  geraden  Grade;  filr  ihrtf 
Bildnng  ergiebt  sich  leicbt  folgeude  Regel. 

Mau  stelle  alle  Combinationen  der  geraden  Zahlen  znr  Summe  3t  auf; 
i>j,  wird  dann  gewonnen,  indem  man  die  geraden,  in  eiijpr  Complexion  vor- 

IkomiDvaden  Zahlen  su  ludices  der  C  macht,  die  neuen  Complexiunen  als 
Prodneto  aufrasst,  gleiche  Factorcn  zu  Potenzen  zusammenzieht,  jeder  Po- 
tain die  FacnliSt  ihres  Exponenten  als  Divisor  bcigiebt  und  alle  so  hehan- 
Jaltco  Conplexionen  addirt.   Hätte  man  z,  B. 
2tt  +  4^  +  6y-\-sS...=2s 


Diu  AnKxhl  der  Lüsungen  etc. 

eutspreohende  Glia 


als  eine  der  CombrnnttoDeD ,  (iaon  tat 
tiBcheu  Summe  Di.  gl«ic!> 

^   iZ   ^   ^ 
^r  ß\-  y\-  6\- 

Wir  lasi 


en  eine  Auznbl  diopbntittacLer  Sammea  folgen: 

»,.=  ^' + ^' c,  +  Sl  c,  +  c,  5t  +  c,  c,  +  c.  c.  +  c,. 

li      Bl^ll'^  3!     *^2!2!^2!*^    *•'*"« 
u.  s.  f. 


SjatXt=A 


vor,  wo  die  n  uniiar  eionnder  tbeilfremd  sind,  and  Est,  wie  FrQher 


yi  =  m^M0dP),   m^ 


so  scbliesscD  wir  auB  allen  bisheiigen  Bemerkongnn  ,  diRS  die  Theitsll 
welche  fa (-4)  zasammeQBetEeii ,  von  der  Gestalt  sind  lR  =  m  —  — j: 


.-v-l)l     ^,v!" 


(^«.+  <^''.-) 


'(?) 


die  Anxahl  der  in  den  - 


wobei  Dg=i ,  <i\!=\  gerechnet  ist.    Man  erhält  dsnn  sofort 


'0   M'i)  =  M-)  + 


Zj^       („-„-1)!      Zi^  '-    'I  {,-a,)! 


aU  endgiltiges  Ergeboiss,  d>s  aicb  folgend  ermessen  anssprechen  Ikast; 
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Nimmt  io  einer  gegebenen  diopbantiscben  Gleicbiing  von  tbeilfremden 
Coefficieuten  das  Absolutglicd  Werthc  an,  welcbe  Glieder  einer  aritbmeti- 
achen  Reibe  erster  Ordnung  mit  einer  Differenz  gleicb  dem  Producte  aller 
Coefficienten  sind,  so  bilden  die  zngebörigen  Lösungsanzalilen  Glieder  einer 
aritbmetiscben  Reibe  bestimmt  höberer  Ordnung,  deren  sämmtlicbe  Diffe- 
renzen bekannt  sind;  in  jedem  besondern  Falle  braucbt  nur  das  Anfnngs- 
glied  ermittelt  zu  werden,  für  welches  sich,  wie  es  scheint,  keine  allgemeine 
Darstellung-  geben  lässt. 

Wir  verzichten  auf  die  Wiedergabe  der  Formeln  für  7,  8,  9...  Un- 
bekannte ,  da  in  den  Ausdrücken  67)  das  Material  zum  Aufbau  derselben 
bis  zu  einer  Gleichung  mit  15  Unbekannten  vollständig  gegeben  ist,  und 
behalten    uns   für  eine  weitere  kleine  Abhandlung  die  Untersuchung  des 

Ausdruckes   ^^/J,(w),  sowie  der  Art  und  Weise,  wie  die  Formel  71)  um- 
gestaltet  werd(>n  kann,  vor. 


VI. 

1 

1        ITeber  die  Ausdrücke  2^1  „{m)  und  die  Umgestaltungen 

derl 

1        Formel 

für  die  Lösangsamahlen ;  Anwendung 

der  Formel  1 

in  der  Combinationslehre. 

Von 

Dr.  K.  WEraBAüCH, 

Dopent  RQ  der  Unirersität  Üorpnt. 

BcKeichDet  f„{m)  wieder  die  Ansah!  der  Lüsungen  für 

die  mit 

ibea 

fremden 

Coefficienton  behaftete  Gleichung 

I) 

1"— 

und  Imi 

2) 

\  ff-'' 

so  ist  in 

vorigen  Artikel  durch  >>ie  GInichnngen  16) ,  44). 

,r>7)  gesfigA 

worden. 

,ta,^r.H  für  ..  =  2,3,4,8  d»r.lelll.«r  ii.  d 

rcU  P  nnd  d« 

Gri>iscn 

.=|c«,- 

1 

Um 

in  ähnlicher  Weise,  wie  in  V,  6.,  ein  allgemeines 

Resultat 

.„.M 

leiten,  8 

nnng,  als  dort,  zosammeu  nud  Tügen  noctj  den  direct  berechneten  Wer 

ii.  d«a 

SnmmKt 

on  für  n  =  6,  der  m  V  fehlt,  bei.    Man  hat  so 

■ 

4) 

_f.w  =  '=-f±'. 

^ 

J 
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•'r-r^y^r.^^t 


m=rP 


iW  =  ^,( 


^-VHV    «2-^+1 


7 


2.2!6 


4) 


5^.w=f,r-=|-±-')*-('--|'*-')(^'r^'). 


OT=1 

mznP 


S,     i»+l 


2.216 


) 


1  /^,-^+iY  «4-^+1 

2!\     2.216      /  "•" 


*=/> 


^V        2         /L2!\     2.216     /  "•"     4.4180    J* 


D«r  Anfban  dieser  Formeln  ähnelt  sehr  dem  der  Coefficienten  von  P 
in  V,   Gleichung  60),   wenn  an  Stelle  der  dortigen  R  nnd  Si  die  Grössen 


P-5,  +  1 


und 


Si^Pi  +  \ 


2  2 

selben  Scblflsse,  wie  /.  c,  setzen 


gesetzt  werden;  wir  verstatten  uns  deshalb  die- 


5) 


«) 


2  ' 

(S,,-i>2»+l)ß2,-l 


=  /!»» 


2g.(2j)!    , 
A  Bt^—i  wieder  die  g**  Beruonilli'sche  Zahl  ist.    Man  hätte  so  z.  B. 

V       "^r,    N        *'      ^*.     ■    ^V-^2*  .    .\       /-^»'j    F   r  J    r^ 


k  =  2 


eine  Formel,  die  man  durch  die  Gleichang   ^^jb  =  1 «  ^ür  welche  Null  als 


Resaltat  entstehen  muss,  leicht  verificirt.     Dem  System  67)  in  V  entspre- 
chend setzen  wir 

G^  =  /j , 

*         81  2!      *  2    6  T     21     *       " 

u.  s.  w. , 

wo  die  G  sieb  ebenso  aus  den  J  zusammensetzen,  wie  in  V  die  D  aus  den  C. 
Man  bnt  dnon  för  die  Gleichung  i)  ganz  allgemein 

Trfmhilfl  1  MAthMUtflc  n.  Fhjtik,  XX,  2.  ^ 


Ueber  die  Anadr&cke  £fn(m)  etc. 
Für  Ä,  a-,  +  «j3"j  +  n^Xj  +  a^x^  ^  -<  wird 

.w=M".+MK(-l)'-(™-t)")-S<-">} 

Für  ft,r,  +  a,.T,  +  o^it3  +  B4*i  +  tf5i5=^  wird 

/.(4=/.w+i[i(-t)'-("-t)']-i[(^-t)'-(-f)']- 

Al<  Znhienbeitipiel  diene 

*i  +  Xj  +  X^  +  2T,  + 3x^  =  20, 

aho.  da /■,(.)  =0:  ^^^^^^^,_ 

Man  Uberzeiigl  aicU  leiclit,  dass  die  Gleicliung  in  der  Thnl  441  Lo.iungMi 
besitzt, 

3. 
Die  Formel  12)  kann  bentttzt  werden,  niD  die  Snmine  der  Combinatio- 
nen  aller  Zablen  von  1  bis  n  »nr  A""  Glasse,  falls  die  CotnpIexioDen  aU  Pr*- 
diicte  aurgefnsst  werden  nnd  die  Wiederbolnug  nasgescblosseo  ist,  in  einer  I 
Weise  dnrzustelten,  welche  von  dei-  durcl.  Prof.  SclilSmilch  gegebenen") 
wesenllich  abweicht.    Es  mag  jene  Summe  durch  G*(i,iii  beaeicbnel  * 
Liegt  nun  die  Gleichung 

V.n=p+t 

vor,  Bo  bat  man,  wenn  für  dieselbe  /"ii(p+l)  bestimmt  werden  soll  (s.  Vfl 

!J  =  p-\-l,     /-=!,     p  =  p,     »1=1,     S;  = 
Ä  =  ^J^     c  ^"^■•-' 
i    '      ''    2v.(av)I' 

wnrane  aicli  die  (üiöasen  Dj,  leicht  finden  lassen,  and  es    folgt  daaii  naid 
12)    mit  leichlcr  KIodificRlion    wegen    de«   negativ 
ansserdem  f„{l)  =  0: 


ifl)  /;(p+i)- 


|<->'("i-7""(,-^^r 


Aus  V,  64)  folgt  aber,  ilnge  /'a(;i  +  l)  auch  «InrgeslBlIt  werden  kunii  im 

20)         r.{r+')  =  (p)'- 


=  2(-"-(„^i«'"—" 


•  Compendiiim  der  liJJlicreii  Aiiulj-si 
quotl  etilen". 


,  nd.  it,  AtiBcbnitt  „Hv 


Von  Dr.  K.  Weihrauch. 


tis 


'•.^•'»^S.^-*ta-. 


cienten  aller  Ausdrücke  wie  A^m^  y  in  denen  u  und  v  gleichzeitig  von  Nail 
rerscbieden  sind ,  verschwinden ;  anf  folgendem  Umwege ,  der  zugleich  auf 
die  einfachste  und  kürzeste  Form  für  fn^^  führt,  gelangt  man  leichter  zu 
dem  erstrebten  Ziele.  Stellt  man  in  12)  alle  Theilsätze  zusammen,  in  denen 
D^^  vorkommt,  so  entsteht 

^^  2j  (n-v-l)!    ^     ^^   (v~2y)I 

oder  "^^ 

Setzt  man  v  —  2^  =  p,  so  entsteht 


(-1)^ 


V      (n-l-2g)„(Pp)'-»-tg-r/^r 


oder 


/>(n  — 1— 2g)I      ^ 


Wird  hier  13)  berücksichtigt,  so  erhält  man 


1») 


/-(^  =  /.(m)+j 


«=• 


«  = 


-(.-I)--']. 


Hier  ist  Don  fn{^  durch  eine  einfache  Summation  dargestellt  und  es 
ertcbeinen  A  und  m  ganz  voneinander  getrennt,  wie  es  oben  vermuthet 
wurde.  Zur  Ausrechnung  ist  15)  wohl  am  bequemsten.  Aus  diesem  Ge- 
trennlsein  von  A  und  m  und  aus  15)  erschliessen  wir  sofort,  dass  14)  sich  in 
folgende  Gestalt  muss  bringen  lassen,  wenn  an  Stelle  von  R  der  Werth  aus 
U)  eingeaetit  wird: 

M  Ammm  wir  also  im  Qansen  die  drei  Darstellungen  12),  15),  16)  für  die  Anzahl 
4er  Löaiiagen  einer  diophantisehen  Gleichung  mit  theilfremden  Coefficien- 
Ita  beaities.    Wir  geben  noch,  der  Bequemlichkeit  beim  Rechnen  wegen, 
fie  Geetalt  von  15)  für  die  speciellen  Fälle  fi:=2,  S,  4,  5. 
Fttr  diei  Oleiehiing  a^x^  +  ^s^s  =  -^  ^'^^ 

A  (^)=A  (»•)  +  - >-• 

Aw-«.)+}[K-t-)"-("-l)']- 


üeber  dae  StrablenByitem  erster  Ordnung  und  erster 
Classe  und  den  linearen  Strahlencomplex. 

Von 

Dr.  SnJ-DOEP 

in  Mngilebarg, 


Die  folgende  AbbsodlaDg  bietet  in  oyätematiecher  EDtwickelnng  an 
nüchst  die  Ueweiae  sKmuitlichei  Lehrsätze,  welche  von  Herrn  Prof.  Rej' 
Im  OQ.  Bnode  des  JonmalH  für  die  reine  ani  angewandte  Malbemalik  ii 
Abhandlung:  „Lehrsätze  aber  das  Strahleusyateni  erster  Ordnung  und  erBiei 
OlasBe  und  den  linearen  ätrahloncomplex"  ohne  Beweis  aofgesteltt  «iii 
danaanch  neueLehreKtze,  welche  denselben  Gegenstand  betreffen  nnd  mitdei 
Key  o'scbeu  Lehrsätzen  bei  meiner  Entwickotnngsart  aus  gemeinsaioerQael 
äiesüen.  In  dieser  Arbeit  ist  Alles  mein  Eigenthum,  mit  Anenahme  erste 
dur  angeführtea  Lehrsätze  des  Herrn  Kejo,  sweilens  der  Lehrsätze  tt 
Beweise,  welche  ini  Auhnog  zu  desselben  Verfassers  Geometrie  der  Lagfl 
in  den  Nummern  155  bis  IttS  entbalteu  bind.  Ich  konnte  mich  auf  diese  Nnoit 
mern  nicht  unmittelbar  beziehen,  weil  ich  die  Eigen sdiafleu  eines  Strahlen* 
tiystems  erster  Ordnung  und  erster  Clasae  von  Neuem  entwickeln  mas 
Zugrundelegung  der  allgenieiuerOQ  Definition  von  Nr.lÖS.  Was  endlich  di« 
Beweise  betrifft,  welche  Uerr  Reyo  im  S  4  seiner  Abbandlting  über  „eeif 
lineare  Grundgebilde  und  ibro  Erzeugnisse"  im  74.  Bnnde  des  Journals  f. 
d-  r.  u.  a.  M.  für  die  Eigenschaften  eines  Slrahlensysiema  erster  Ordi.i 
und  erster  Clnuse  giebt,  eo  habe  ich  dieselben  erst  keuueu  lernen,  uachden 
ich  eelbst  die  diesen  Gegenstnnd  belreFTeuden  Entwickelungen  vollende 
hatte.  Ich  werde  nicht  unterlassen,  anf  die  citirto  Abhandlung  an  gehfirigt 
Stelle  zu  verweisen.  Schliesslich  sei  noch  gestaltet,  zu  erwähnen,  dass  dia 
Nummein  18,  lö,  20,  21,  22,  23,  24,  34  diejenigen  Lehrsätze  enthalten,  welch« 
von  mir  seihst  aufgefunden  sind. 

1.  Ein  Strahlensystem  erster  Ordunug  und  orstetClaBSi 
besteht  ans  Bämmtlichen  Strahlen,  welche  die  Schnittlinien  sind  aittapN 
chender  Ebenen  zweier  collinearen  Strahlenbllndel,  welche  die  Vorbindituga 
lioie  ihrer  Mittelpunkte  entsprechend  (gemein  haben,  ehoe  due  »her  jsd 
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^meiDBame  Ebene  such  eine  entsprecbend  gemeiDsaine  ist.  Seien  S 
WhI  X,  diu  Mittelpuulcce  der  coiliiienrea  gtralilunbündel,  in  welchen  SS, 
•icb  titAbaH  eatüpriclit.  Isl  P  ein  beliebiger  Punkt  des  Kaiimex,  so  iciehen  wir 
Sf  und  deuten  uns  die  Ebene  von  S,  besiimmt,  welciio  durcb  P  geht  und 
Suabl  eothSll,  welcher  dooi  Strahle  SP  in  S,  entspricht.  Dieser  Kbeue 
eaUprirht  cino  Ebenr.  de»  Ebnneiibäscbels  SP,  welche  mit  ihr  den  eiuaigen 
imnh  P  geheoden  Strahl  des  8lrahten8y.4tems  erzeugt.  lat  andorerseita  n 
eine  beliebige  Bbene  des  Raumes,  su  schneidet  dieselbe  die  beiden  col- 
linearfn  Strahlen bilodel  in  swoi  colliuenreD  ebonen  Systemen,  welche  den 
&bnillj)UDkt  von  SS,  nnd  n  du tsp rechend  gemein  haben.  Ausserdem  müssen 
ti«  Doch  eine  nicht  durch  diesen  Funkt  gehende  Gerade  entsprechend 
g«niein  haben,  denn  iui  Allgemeiucu  hab^n  swei  iu  deraclben  Ebene  liegende 
tolUaeara  Systeme  die  Seilen  und  Ecken  eines  Dreiecks  entsprechend 
gtnieiD,  voll  welchem  aber  auch  zwei  Seiten  und  Ecken  imagiuUr  werden 
kGnoeii.  Diu»  mUBU  hier  statttindeu,  da,  wie  wir  soebe.  qeaeheD  haben,  im 
A%enieineu  durch  keinen  Punkt  :twet  Strahlen  des  Stri.  lensystetns  erster 
OrdtiDiig  and  er«ter  Olasse  gehen.  IJoch  müssen  wir  ein  r  Ausnahnie  Er- 
Kilinuiig  ihan.  Wenn  nümliuh  die  beiden  ineinanderliegendcn  projoctivi- 
uban  Ebenen bllHc hei  SS,  zwei  Ebeueu  a  und  ß  onlsprecbend  gemein  haben, 
•>i  «Hceimt  man  sol'url,  dass  in  a  und  ß  Je  eine  Gerade  u  und  v  sich  betinden, 
vileli«  erzengt  werden  iluvch  die  Scbnillpunkte  entapreuheuder  Strahlen 
wo  S  und  S,.  Sei  P  ein  gaaa  beliebiger  Punkt  von  u.  Q  ein  ebeusolcher 
nn  •;  miebea  wir  PQ,  so  entsprechen  dnn  Strahlend,  SO  die  Strahlen 
V.SJP  von  S,,  und  der  Ebene  PSÖ  entspricht  die  Ebene  PS^Ö,  »»  dass 
tU»  lUe  üerad«  PO  ale  Strahl  des  Systems  erscheint.  Jede  Gerade 
uilliio,  welche  zwei  Punkte  vou  u  und  p  verbindet,  ist  ein 
SliahldBR  StrahlensysleiNS  oraler  Ordnung  und  erster  Classo. 
i'«l9  Kbene  y  von  S  schneidet  auf  u  und  v  awei  Punkte  P  und  Q  aus,  durch 
»•Ithedic  enisprei'houde  Ebene  y,  von  S,  gehen  muss;  daher  gilt  auch  die 
UnktliraDj;  des  vorigen  Sataea:  JederStrahldosSjrt 


■  rsler  Ordnn 


und  ( 


r   Cla 


ahldos  a 
eidet 


und  I 


i.  Eh  kann  auch  der  Fall  eintreten,  d 
lioa  Gbfine  «  entsprechend  gemein  haben,  i 
■  £ch  beändet,  eraeugt  darch  zwei  perspoi-li 
l'inkt/'vou  u  ist  Mittelpunkt  eines 
Otdanag   von    Strahlen    des   Strahle 


s  die  Ebenenhilschel  SS,  nur 
welcher  alsdann  eine  Ijorade 
iche  Strahleublischel.  Jeder 
trahlonbiischels  erster 
«ysloms,    dessen    Ebene 


rJiireb  u  gehen  muss.  Wenn  der  Punkt  P  d  as  gerade  Gebilde 
■  dtrebUuft,  beschreibt  die  zugehörige  Ebeue  n  einen  xn 
iittem  projecti  vi  sehen  Ehen  enb  II  sehe!  erster  Ordnung  mitu 
•l*A;[*.  Verbinden  wir  «um  Beweise  P  mit  5  und  S,,  dann  «ind  die  Kbo- 
,9Mw  Oidjiuug  6'^  tuid  S,  P  iu  perbpectiviachoi'  La^e  luid  cixea- 


I 
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geu  cioen  Stralilenbüschel  erster  Ordonag  mit  P  a.U  Mitielpnpkt.  Aber  die 
Ebeoe  dieses  Str&bleubiiecliole  muss  darch  u  gehen.  'In  der  That,  greifen 
wir  einen  beliebigen  Strahl  p  dieses  Strableubüschels  beratis  und  verbinden 
ihn  mit  u  darcb  eino  Ebeue  pu  =  a.  Diese  Ebene  acbneidet  die  beiden  col- 
linearen  Strableubündel  S  und  S,  in  »wei  collioearen  ebenen  Systemen  £ 
und  £,t  welche  die  Gerade  u  Punkt  für  Punkt  entsprechend  gemein  babeo. 
Mithin  müsseu  nie  auch  die  Strahlen  einen  Strablenbii^chels  erster  Urdnung 
entsprechend  gt^mein  baben,  dessen  Mittelpunkt  iu  diesem  Falle  nur  »of  u 
selbst  liegen  kann,  weil  andernfalls  sich  swei  entsprecliende  Strahlen  der 
Bändel  ^',  S,  ausserhalb  der  Ebene  o  uchnitlen.  Dieser  Mittelpaukt  ist  der 
Punkt  p-u  =  P,  also  liegt  der  StrahlenbUschel  erster  Ordnung,  den  die 
Strahlen  des  Systentü,  welche  durch  P  geben,  erfüllen,  in  der  Ebene  n.  — 
Seien  g,  g,  swei  eutsprechende  Ötrablon  der  Böudel  ä  und  S,,  so  giobt  oa 
eiud  Kegelscbaar  von  Strahlen  des  Systems,  welche  g,  g,,  u  zu  Lettstrahlen 
bat.  Darch  P  geht  immer  nur  ein  Sirahlj)  dieser  Regelschaar,  welcher  die 
Ebene  ;>  u  —  n  bestimmt.  Die  Slrablen  der  Kegelschaar  Termitteln  die  pro- 
jectiviache  Beziehung  der  Reihe  der  Paukte  P  und  der  Ebenen  n, 

3.  Wir  können  nun  zusammenfassend  sagen;  Durch  einen  Pttnkt 
des  Raumes  geht  ein  Strahl  eines  .Strahlensjrstems  erster 
Ordnung  und  erster  Classe  und  in  einer  Ebene  des  Rarnnea 
liegt  eiB  Strahl  desselben,  ausgenommen  die  Punkte  und  Ebe- 
naa  sweier  oder  einer  bisweilen  existirenden  Geraden,  zu 
welchen  ein  StrahleubÜscUel  erster  Ordnung  von  Strahlen 
des  Systems  gehört.     (Reye.  Journal  f.d.  r.  u.  a.  M.,  Bd.  74.) 

4.  Deuken  wir  jetzt  durch  SS,  zwei  beliebige  Ebenen  o  Qud  s,  gelegt, 
welche  Träger  zweier  ebenen  Systeme  seien.  Durch  jeden  Punkt  von  o  gebt 
ein  Strahl  des  Systems  und  trifft  o,  in  einem  Punkte,  welcher  dem  ersterea 
Kttgewiesen  werden  soll.  Eine  Gerade  g  von  a  schneide  SS,  in  A  und  wetds 
von  S  aus  durch  einen  Strahlenbüscbel  erster  Orduung  projicin,  wolcbem 
ein  ebensolcher  im^Strahlenhfindel  S,  entsprich!,  der  natürlich  aucb  prnjec- 
tiviach  ist  su  dem  geraden  Gebilde  g.  Dem  Punkte  .4  entspricht  dt-r  Stnkhl 
S,S  des  Slrabloubiischels  S,,  welcher  also  durch  den  ihm  entbp rechenden 
Pnnkt  des  geraden  Gebildes  geht.  Die  Ebenen,  welche  die  Punkte  vna  g , 
mit  den  entsprechenden  Strahleii  des  Büschels  S,  verbinden,  bilden  daher, 
einen  Ebeuenbäschel  erster  Ordnung,  desseu  Axe  durch  S,  gi-ht.  Llieaem 
entspricht  im  Strableubuadol  A'  ein  ebensolcher,  aud  beide  crieageu  die. 
Strahlen  des  Strahlensystem^,  welche  durch  die  Punkte  von  g  gehen.  Diese 
Strahlen,  welche  g  schneiden,  bilden  daher  eine  Regelschaar,  zu  welcher 
auch  SS,  gehört.  Da  nnu  SS,  auch  in  o,  liegt,  so  mass  in  derselben  Eben« 
nocb  ein  Leitstrabi  g,  der  Regelschaar  liegen,  welcher  der  Geraden  g  ia  c 
entspricht.    Dem  Punliie  J  entspricht  der  Punkt  A,  in  «„  iu  welchem  g,  die 


Von  lit.  ^ILLDORP. 

lerad«  SS,  scbneitlet.  Somit  ist  erwieeeii,  äAae  die  ebenen  Systeme 
nd  «,  dnrcb  dio  Str&bleu  des  Strahle usystetns  ecaterOrd- 
itiDg  und  erster  Classo  colünear  nnfoinaDder  bezogen  wer- 
IflB  («.  ».  O.). 

5.  Nebmeu  wir  ounmelir  zwei  beliebige  Puukte  7",  T,  n\ifSS,  an,  so 
könom  wir  jeder  Ebene  von  7  die  Ebene  von  J,  zuweisen,  welche  den  in 
Jener  enthiiUeuen  Strahl  des  Systems  projicirt.  Wir  sahen  soeben,  daniJ  die 
Sitablea  des  System«,  welcho  einer  Goradeii  y  begegnen,  die  durch  Tgebt, 
«HB  Kegels ü haar  bilden,  von  welcher  ein  LeilHtrahl  g,  auch  durch  7*,  gehen 
Von  g  und  g,  aus  wird  diese  Kegelschaar  durch  zwei  Ebenenblitichel 
erKer  Ordnung  projicirt,  woraus  berrorgehl,  dass  jedem  Ebenenbüsehel 
ton  rein  ebensolcher  von  T,  onlapricbt.  Uie  StrahlcnhUudol  T  und 
r,  f  erden  daher  durch  dasStrahleusystem  colliuear  aufein- 
•Bdei  besogen  (a.  a.  ü.)- 

6.  Weisen  wir  jedem  Punkte  P  des  vorerwAhnlon  ebenen  Systems  ff 
di«  Kbene  n  von  S  zu ,  welche  den  durch  P  gehenden  Strahl  des  Systems 
fmjiGirl,  und  bedeoken  wir,  das»  die  Strshleu,  welche  eine  Gonide  </  von  a 
(dineideQ,  eine  Kegelxchaar  bilden,  von  welcher  auch  ein  Leitstrahl  durch 
^gebeo  mos«,  ho  erkcunen  wir,  dass  das  ebene  System  ff  dorch  das 
Sttiblensystem  reciprok  anf  den  StrahleobUudel  S  bezogen 
iit  (t.  1.  0.). 

T-  Sei  nun  g  eine  beliebige  Gerade  des  Raumes.  Von  S  ans  projiciren 
*>t  dieselbe  durch  einen  Strablenblisvhel  erster  Ordnung,  welchem  ein  obeu- 
toleher  von  S,  entspricht.  Der  letztere  erzeugt  mit  dem  zu  ihm  projectivi- 
kIiid  gnraden  Gebilde  g  einen  Ehcnenbüachol  zweiter  Ordnung,  welchem 
B  «hensDlcher  von  ^  cot9{iricht.  tieida  Eheocnbiiachel  zweiter  Ürdnung, 
vtida  perspectivisch  sind  zum  geraden  Gebilde  g,  erzeugen  die  Strahlen 
^  Stralilensyslems,  welcho  g  »cbneiden,  Legi>n  wir  nun  durch  SS,  die 
bciilcn  b«li«bigeii  ohcnen  Synleui-.'  ii  und  a,.  Uer  Elienonbilhchol  er^ter  Ord- 
snq,  «»Icher  g  zur  Axe  hat,  bestimmt  in  a  einen  StrahlünhÜHchel  erster 
Oldnani;,  welchem  mittels  der  colliuearen  Beziehung  zwischen  a  und  ff,  ein 
«l*u«ulcher  in  ff,  entspricht.  Dieser  leUtere  erzeugt  mit  dem  zu  ihm  pro- 
;*EÜ¥i(cbenBbnnonhuschel^eineCurvo  zweiter  Ordnung,  wi-lchereiue  eben- 
Mkti«  in  ff  entipricht.  Beide  C'nrven  zweiter  Ordnung  sind  perspectiviuch 
no  Ebeneubüschel  g  und  crseugen  ebenralls  die  Strahlen  dos  Systems, 
■■teil«  g  «chncidon.  Aber  der  Strahtunhlindol  5  ist  reciprok  bezogen  auf 
*M  »beue  System  ff,  daher  ist  der  Eboneubüschol  zweiter  Ordnung  mit  S 
•'•  Hiu«1pDrikt  priijectivisch  su  der  Cnrve  zweiter  Ordnuug,  welche  in  ff 
''*{''  l)ar>n«  abiir  folgt,  dass  dns  gerade  Gebilde  g  prujectivisch  ist  bo  dem 
El«niiiliü>tliel  fi  in  Ansehung  dt-r  Puukte  und  Ebenen,  wokhe  demselben 
^■nkle  des  Strahlenuystems  angehören,  und  dass  die  Ourve  zweiter  Ord- 
t  «  ^n{j«o,tiviiicli  ist  «u  dem  geradeu  tiebild«  jf,   Ueide  haben  «ber 
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flinen  Punkt  enlsprecLeitd  geraem  and  erzeugen  soinit  eine  Reg«I*ebMr; 
Also:  Die  StrabIcD  des  Strablensystems,  welche  eine  be' 
liebige  Gerade  des  Raumes  schneiden,  bilden  eine  Kegel< 
»ch&ar  (a.  a.  0.)- 

8.  Wenn  i  ein  beliebigci'  Strahl  des  Strahleiisystcms  erster  Ordnung 
und  erster  Claaso  ist,  F  ein  beliebiger  Puokt  anf  demselben  und  t  eintf 
beliebige  Ebene,  welche  denselben  enthält,  so  soll  jedem  Punkte  ^  v 
die  Ebene  von  P  zugewiesen  werden,  welche  den  durch  J  gehenden  Stram 
des  Systems  projlcirt.  Eine  Gerade  p  in  ti  wird  von  Strahlen  des  Syslemtf 
geschnitten,  welche  eine  Regelschaar  bilden,  eu  welcher  auch  t  gebOtt, 
Durch  P  musB  ein  Leitstrahl  g,  dieser  Regelschaar  gehen,  nnd  von  g  und  j 
aus  wird  die  letztere  durch  EbononbUschel  erster  Ordnnng  projicirt,  «roraoi 
hervorgeht,  dass  der  Strahleub  lindel  P  auf  das  ebene  Syslen 
n  reciprok  hesogeu  ist  darcb  die  Ütrahleii  des  Strablen- 
.y.l.m,  (....0.). 

9.  Wählen  wir  nnf  s  einen  xweiten  Punkt  P,  und  legen  durch  s  ein^ 
xwotte  Ebene  n,,  so  iat  mit  KUuksichl  darauf,  dass  alle  Strahlen  des  System« 
welche  eine  Gerade  f;  schneiden,  eine  Kegulscbaar  bilden,  sofort  klar,  dasi 
die  Strahlenhäudel  P  nnd  P,,  sowie  die  ebenen  Systeme  i 
nnd   n,    durch  das  Strah  lensystem  collinear  aufeinander  bfl< 


»ogc 


werden  (a. 


.  O.) 


10.  Hier  ist  der  Urt,  einen  Satz  und  seinen  Beweis  anzuführen,  ' 
eher  sich  findet  im  Anhang  au  Keye':j  Geometrie  der  Lage,  Nr.  IW, 
folgendermasficn tnnlel:  „DasStrahlensystem  erster  Ordnung  nn^ 
erster  Classe  ist  bestimmt  durch  vier  seiner  Strahlen,  w 
von  diesen  weder  drei  sich  gegenseitig  schneiden,  noch  swei 
in  einer  Ebene  liegen,  auf  welcher  auch  die  übrigen  beidei 
sich  schneiden,  noch  endlich  alle  vier  su  e  iner  und  derselb 
Regelschaar  gehören.  Wenn  nämlicb  zwei  von  den  vier  Strahlen  s! 
schneiden,  so  muss  ihre  Ebene  diirt^h  die  eine  Axe  des  Systems  geheo  n 
ihr  Schnittpunkt  aof  der  andern  liegen;  diese  Akcd  köuneo  also  conatmiii 
werden,  weil  jede  derselben  auch  die  übrigen  beiden  Strahlen  schneiden 
miiss.     Wenn  aber  keine  zwei  von  den  vier  Strahlen  in  einer  Ebene  lieget^ 


1  Systeme,  welche  durch  einen  5  dieser  vier  Strahl« 
der,  so  dass  sie  den  Siraht  s  entsprechend  gemein 
übrigen  drei  Strahlen  in  zwei  homologen  Pnnktoti 
B  collioearen  Systeme  erzeugen  dann  das  Strahle» 


so  besiehe  man  zwei  eben 
gehen,  collinear  anfeinai 
haben  und  von  jedem  dei 
geschiiitlen  werden.  Die: 
System  miteinander." 

1).  Wie  wir  wissen,  führt  jede  Gerade  g  des  Raumes,  welche  keil 
Strahl  des  Strahlensystems  ist,  ku  einer  Regelschaar,  wekbe  gebildet  wir 
von  allen  Strahlen  des  Systems,  die  vou  den  Punkten  der  Geraden  g  aui 
laufen.    Nehmen  wir  einmal  an,  daa  tiirableneyateu  beaite»  HWttl  J 
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nml  t,  welolie  nattirlicb  fUr  alle  milglicbeu  RegeUchaaren ,  die  aua  den 
Soibleu  des  Systems  gebildet  werden  köauen,  LeitatrabieD  sind.  Za  irgeud 
doem  gegebenen  Punkte  P  des  Raumes  kann  man  leicht  einen  andern  ^i 
äniinn,  welcher  jenem  conjagirt  ist  in  Bezug  auT  alle  möglichen  Flächen 
iw«iter  Ordnung,  welche  Träger  der  orwahnton  Regeischaaren  sind.  Man 
brincht  uftmlich  nar  die  einzige  immer  exiatirende  Gerade  au  ziehen,  welche 
doicb  P  geht  und  sowohl  n  als  v  schneidet,  und  auf  ihr  den  Punkt  xa 
tiulinnnen  ,  welcher  darcb  u  nnd  v  von  P  harmoniüch  getreuut  ist.  Dieser 
to  Brliallene  Punkt  muss  der  PoUrebene  tou  P  in  Bezug  auf  irgend  eine  der 
giDtnnten  Flächen  angehören.  Doichläuft  Peine  Gerade  g,  so  beschreibt 
diigtrkhl  PP,  eine  Kcgelschaar,  welcfae  g,  u,  t>  zu  Leitstrablen  bat,  und  der 
pBukt  f,  bewegt  sich  auf  dem  Strahle  g,  der  Leitschaar,  welcher  durch  u 
nod  t  von  g  harmonisch  getrennt  ist.  Sei  h  eine  zweite  Gerade,  welcher  in 
d*r  angegebenen  Weise  die  Gorade  A,  entspricht.  Von  einem  Punkte  A  aus 
projiciien  wir  A  durch  einen  Strahleubüscbel  erster  Ordnimg,  von  dessen 
Suablen  ij  ein  Uoprä^entant  sein  soll.  Den  ächnillpuukton  der  Geraden  g 
nd  h  mÜBseu  entsprecbeu  die  Suhoiltpnnkte  der  Geraden  g^  nnd  h„  so  dass 
tJw  der  Punkt  P„  während  P  nacheinander  alle  Geraden  g  durchlÄuft,  mit-  - 
kiD  all«  Punkte  der  Ebene  gh  überstreicht,  sämmtliche  Punkte  der  Ebene 
it\  darchvrandern  muss.  Die  Ebene  gh  muss  die  Äsen  u,  v  in  «wei  Punk- 
t(D  schneiden,  deren  Verbindungslinie  ein  Strahl  des  Strahlensystems  ist 
oiutaach,  wie  sorort  ersichtlich,  der  Ebene  if,  A,  angehören  muss. 

12.  Wenn  das  Strahlensystem  nur  eine  Aue  u  besitzt,  entslohen  die 
ll>{<lichaateu  und  -Flächen  auf  folgende  Weise.  Sei  g  eine  beliebige 
GlgcbiUB  Gerade  des  Raumes,  welche  von  der  Axe  u  aas  durch  einen  Ebn- 
nabüKliel  erster  Ordnung  piyjicirt  wird.  Oben  ist  gezeigt,  dass  zu  diesem 
ElmieiibQacbi^l  das  gerade  Gebilde  u  projecliTisch  ist  nnd  dass  der  einer 
Rmo  n  cntsji  rech  ende  Punkt  i'  der  Mittelpunkt  des  Strahle  nbltsc  hüls  erster 
Oidaimg  ist,  welcher  alle  in  der  Ebene  n  be6ndHchen  Strahlen  des  Systems 
«tblll.  Verbinden  wir  den  Pnnkt  P  mit  dem  Schnittpunkte  von  n  und  g, 
NfiUtlnrcb  die  pTujectiviachen  Gebilde  u  und  g  eine  Regelschaar  hervor, 
ud  lii«  Vlitche  zweiter  Ordnung,  welche  derselben  als  Träger  dient,  wird 
*>  f*  von  dnr  Ebene  n  berührt.  Mithin  berühren  «ich  längs  n  sämmtlicho 
«liiliiindeu  Ke^elflücheo.  Sucht  man  zu  einem  gegebenen  Punkte  /*,  den 
ioaiMg  auf  «llo  diese  FlAchen  conjugirten.  so  legt  man  durch  P,  und  u 
"M  Cb«aa  Jt,  daron  auf  u  liegender  entspfocbender  Punkt  P  der  gosnchto 
""i.  Uin£ekehrt  sind  dem  Punkte  P  als  Berührungspunkt  der  Ebene  n  mit 
tUtn  UrgvIllAcheu  Häuimtliche  Punkte  der  Ebene  n  conjugirt. 

13.  Kndlich  bahn  das  StrablenBystem  keine  Axen.  Durch  einen  go- 
Pbnen  Punkt  P  des  Raumes  geht  ein  und  nur  ein  Strahl  s  des  Systems. 
^*«t  fckfwi  wir  nrei  ebene  Byteme  9  tmd  g,,  irglche  ilgreh  da»  Strahiea- 
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sj^stem  collinear  aufeiDandec  besogeo  werden ,  and  derea  TrSger  in  Besag 
auf  eiae  Jer  Hctjcitlüclieu  des  StrahlcnBystemii ,  welcLe  F  lieUaeu  noA  den 
Strabl  s  Dtclit  ODthnkea  soll,  conjugirt  seiu  üoUeu.  Sind  S„  S  die  Pule  ron 
resp.  0,  ff,  iu  Bosug  auf  F,  so  liegt  S  auf  a  uud  S,  auf  o,.  Diu  Punkte  S,  i', 
«ied  BUjjleicU  die  Pole  von  s  in  Besug  auf  die  beideii  KegcUuliaitie  k,k„ 
wülclie  die  RogctUHcho  F  auf  a  und  o,  ausschneidet;  denn  SS,  isl  in  Bezug 
auf  F  d\Q  rcciproke  Polare  von  s.  Die  Pole  entsprechender  Geraden  in  col- 
liiiearen  SysleineD  »lud  entsprechen  de  Punkte,  also  enWprecben  S,  S,  ein- 
ander in  den  coUiuearen  Systemen  0,  ö,.  Dreht  eich  in  der  Ebene  «  eine 
Gerade  g  um  den  Punkt  S,  so  muus  sich  ihre  reciproke  Polare  g,  in  Bc 
anf  P  iu  der  Eb«ne  ir,  uui  den  Punkt  S,  drehen.  Diese  Geraden  aber  eiod 
cuisprecliemle  iu  dun  collinearen  ebenen  Systemen.  In  der  That,  schneid« 
ij  den  Kegelächiiitl  A  iu  Ä  und  !f,  ao  goheu  von  M  und  N  Strahlen  di 
Strahl  unnysteuis  ans,  welche  aufs,  die  Paukte  Ift,  und  iV,  beatiuimeu,  die  Jf 
und  JV  entsprochen.  Da  MSN  iu  gerader  Linie  liegen,  so  befinden  auch 
ja,S,X,  sich  iu.gerader  Linie.  Die  eine  der  Eheucu,  welche  die  liegelüKch« 
F  in  M  und  JV  berühren,  enthUtt  den  Strahl  AT^,,  die  andere  den  Stralil 
'fINii  beide  aber  müssen  sieb  in  der  reciproken  Polaren  g,  von  g  scbBeldent 
ihre  Schnittlinie  miiss  also  in  der  Ebene  a,  liegen  uud  il,  Ni  sein ;  M,  If, 
also  wirklich  g,.  Die  Punkte  G  und  0, ,  in  welchen  g  und  g,  die  Gerade  « 
«chuoiden,  sind  entaprecheude  iu  a  uud  0,  und  conjugirt  in  Bezug  auf*', 
also  haben  die  nuf  «  ineinander  liegenden  projectivinob «n 
geraden  Gebilde  invotutorischoLtige.  und  je  zwei  zugeord- 
nete Punkte  dieser  Involution  sind  augluicb  conjugirt  in  Be 
zug  auf  diu  K'egcirUcbc  F.  Bemorkeu  wir,  dass  das  involntorivcb 
gerade  Gebilde  (GG,)  keine  Ordnungspunkte  haben  kann,  weil  *  keineo 
Punkt  mit  ^gemein  hat,  da  das  Strablensystem  im  gegenwärtigen  Falls 
keine  Akcu  besitzt;  und  dsüs  je  Kwci  zugeordnete  Punkte  dos  involtitori- 
«chen  geraden  Gcbild«!H  (6'C,)  anch  in  Bezug  auf  die  Kegehchnitte  k,kf 
conjugirt  »iud.  Mau  kann  dies  kurz  so  ansdrücken;  Die  Kegetschaitts 
k,  k,  schneiden  s  in  densolben  awei  imaginären  Punkten. 

14.  Sei  jetzt  (S>  eine  andere  Regelschaar  des  Systems,  wekhe  di« 
Kegelscbuitte  I  uud  /,  auf  g  und  e,  ausschneide.  Die  Curvon  I  und  /,  ent> 
Hprecbon  einander  collinear  in  den  ebenen  Systcmeu  0  und  0,  in  änsebnog 
der  Punkte,  welche  dcmsiilheu  Sirablo  der  Kegelscbnar  0  angeboren.  Di« 
li^goltiüche  cf'  —  SU  sageu  wir  kurz  ktatt:  die  von  der  Regelschaar  (fr 
iTzeugte  KegeifiHche  —  ruft  auf*  ein  iuvoluturisches  gerades  Gebilde  her- 
vor, desseu  sugeordaole  Punkte  in  Bezug  suf  0,  also  auch  in  Beeng  aar  dt« 
Kogcischnitte  l  und  /|  conjugirt  sind  (denn  '!>  spielt  hier  dieselbe  Hella,  wjs 
^in  der  vorigen  Nummer).  Seiend  und  B  ein  Paar  solcher  in  Besag  auf  r 
conjugirler  Punkte,  welche  wir  zu  ff  rucbneu  wollen.  Ihucu  uassen  id  «, 
twoi  Punkte  .'i  und  f ,  auf  s  outii^roclicii,  welche  ebcnfalU  conjugirt  sind  ia 


tnpaRro        ■ 


Bnng  «nf  l,;  dnnu  sind  si"  es  abor  auch  iü  Beaug  »iif  l,  die  Punktcpnnro 
^5  nud  A,  B,  gehören  also  der  oben  besproclieuen  Involution  conjugirlor 
PtiultU  SD.  Uedenken  wir  aucb,  daas  diese  iDVolutiou  Urdu ungH[i unkte 
bIcM  bcKitKßn  kann,  'Ihbs  al§o  Aß  und  ^,2?,  ciniiniler  trennen  müssen 
(JjI,BB,).  Nnu  Bber  gehöreo  nach  dem  Früheren  ancb  AJ,  und  ßB,  als 
pDDktpaare  einer  Involution  ohne  OrdnungDpunkte  an,  nämlich  der  durch 
die  eollincarc  BcKiehiiog  dor  ebenen  Systeme  ö,  e,  Hof  s  hervargerufenfu; 
«1»  müssen  anch  AA,  nnd  SS,  einander  trennen.  Dies  ist  aber  unmögHcb, 
H  luge  man  von  der  Annahme  ausgeht,  dass  ABA,  B,  vier  rliumlich  ver- 
schiedene Punkte  sind;  es  bleibt  allein  dje  Annahme  übrig,  dass  A,  mit  B 


ud  St  mit  A  zusammenfällt  ( -= ~- 1, 


lS«n  der  in  Bezug  auf  *  coe 
il«r  durch  dlecollinearoBt 
gtrufenen.  Oder,  mit  ander 
SlialileB  sin  Deang  anfeine 
coDJB^irt,  SU  sind 
EtgftUcbnItto,  w 
yst. 


Uicraua  folgt,  dasi 
■ten  Pn 


;Involn 


eiche 


kte  idenft Bch'ist  mit 

ehung  von  ffunda,  anfsbervor- 

Worten:    Sind  zwei  Punkte  des 

te  UcgelflAcbe  des  Strahlensystoms 

Bezug  aaf  alle.  Oder,  noch  anders:  Alle 

in    den    sämmtlichcu  HegelfUcben 

ler  Ebene  a  susgeschnittou  werden, 

gemeinschaft- 


don  Strahl  s  dieser  Ebene  zur  ideellen  gern« 
lieliGD  BDcante.  Lcicbt  ist  zu  bemerken,  dass  die  Kegetflüuheo,  welche 
dm  Strahl  s  enthalten  und  bisher  von  der  Uctrachtnng  anngeEchlossen  wnr- 
dtn.keiDeswrgs  eine  Ausnahme  machen,  da  jedem  Funkte  vou  s  in  Bezug 
uf  tino  dieser  Flächen  jeder  Funkt  desselben  Strahles  conjugirt  ist  n.  s.  w, 

15.  Kehren  wir  noch  einmal  zn  der  RogeJllüche  <D  und  den  von  ihr  auf 
t  nsd  «,'  ausgeschnittenen  Kegelschnitten  /  und  l,  aurliek.  Die  Pole  T  nnd 
I,  TOD  I  in  Besng  auf  I  und  l,  sind  eut.^precbende  Punkte  in  a  nnd  u, ,  also 
rr,  ein  Strahl  des  Strablensystems.  Von  einem  Fnoktc  A  des  Strahles  s 
*U  legen  wir  zwei  Tangenten  an  I,  welche  C  und  0  zu  Beriihrungspnnkten 
klbtn.  Die  Verbindungslinie  C^  geht  durch  T  und  trilTt  s  in  einem  Pnokto, 
fe  B  hfliisen  soll,  A  nnd  B  sind  conjugirt  in  Be-^ng  auf  l.  Denken  wir  uns 
plM  di^der  vorigen  entsprechende  Figur  in  e,  construirt,  so  maas  der  dem 
Ponkl«  A  entBprecbeude  Pnnkt  //,  auf  B,  und  der  dem  S  entsprechende  B, 
'UIA  fallen  (14.).  und  ebenso,  wie  CT  DB,  liegen  C,T,D,B,  m  derselben 
Bünden.  Eine  Ebene,  welche  die  Taugente  AC  nnd  den  Strahl  CC,  ent- 
'U'i berührt  (l>  und  schneidet  er,  in  der  Oeraden  BiC,;  eine  aweite  Ebene, 
VdcliB  darch  die  Tangente  Aß  und  den  Strahl  HB,  bestimmt  wird,  borBhrt 
tWMli  ij)  nnd  trifft  ö,  in  B,  0,.  Nach  dem  Vorigen  sind  aber  Ä,e,  nnd 
"Aidentisch,  andererseits  ist  die  Schnittlinie  der  soeben  verwendeten 
Btrlibraufiabene  von  (P  die  rcciproke  Polare  der  Geraden  CD,  welche  die 
^•rtfcrongsjiinkto  verbindet;   mithin  ist  C,Bi   (oder  B,C,  oder  B^D,) 


die  rflciproke  Polare  von  (J D  in  Besag  aaf  (D,  Dreht  sich  CD 
T,  so  dreht  sich  C^,  um  T,,  folglich  ist  T,  der  Pol  von  a  ood  Tder 
Pol  von  ff,  in  Bezng  anf  die  Reg elfl Sehe  <»,  oder  dieEbenen 
a  nnd  b,  ,  welche  in  Beang  anf  die  RegelfUche  P  conjugir 
sind,  Bind  es  auch  in  BoEUg  an  f  jede  Regel  riäche  <Ikdes6trab 
lenByateniN.  —  D«as  das  Anagesprochene  anch  für  die  durch  »  selbst 
gehenden  UegelflHchen  zutriiTt,  bcdHrfkaum  der  ErwAhnong. 

16.  Wir  haben  uns  jetzt  zu  überscugen,  dasa  der  zuvor  mit  Tbezeich- 
netP  Punkt  mit  jedem  Pankte  der  Ebene  a  Eusammenf allen  kann.  In  der 
That,  denken  wir  noü  7  irgendwo  in  c,  so  musa  er  der  Pol  von  s  in  Bcxtig 
auf  einen  Kegelsrhnitt  I  sein,  für  welchen  die  zugeordneten  Pankte  des  anf 
s  hefindjicbeu  tnvointorischen  geraden  Gebildes  {GG,)  conjngirt  sind  (13-)* 
Solcher  Kegelschnitte  t  giebt  es  unendlich  viele;  man  erhalt  nnr  eioen, 
wenn  man  festsetzt,  dass  er  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  soll.*  Sei 
nnn  ein  solcher  Kegelschnitt  /  eoustrnirt,  so  entspricht  ihm  in  0,  ein  Kegel- 
schnitt /, ,  welcher  T,  nnd  s  eu  Pol  nnd  Polare  hat  nnd  s  in  denselben  ima- 
ginären Punkten  schneidet ,  wie  t.  Es  fragt  sich  nnn  ,  ob  die  Strahlen  des 
Strahlcnsystems,  welche  die  entsprechenden  Pankte  von-i  und  l,  verbinden, 
einer  Rcgelachaar  O  angehören.  Greifen  wir  drei  Pnnkte  PQB  von  1 
heraus,  dann  kann  (  durch  diese  drei  Pankte  uud  die  Involution  conjagirter 
l'ankte  auf  s  als  eindeutig  bestimmt  betrachtet  werden  (Heye,  Geometrie 
der  Lage,  J,  S.l45)j  ebenso  ist  /,  durch  P.P.ß,  und  die  Involotion  aof  f, 
bestimmt.  Die  Strahlen  T¥f,  QQ,,  RR,  bestimmen  eine  Regelllttche  Anm 
Strahlensystema,    welcher  nach   dem   Früheren  die  Involntion    anf  s   xn- 


■  Die  Inrolatiod  oonjiigirtflr  Punkte  saf  g  wollen  wir,  wie  früher,  mit  (0*?,)  b«--. 
Koichnen,  indem  wir  ein  Pa&r  GG,  ti\t  roprüsenliTetides  berausbebeo.  Sei  A  t 
Punkt,  dnrcfa  nelchen  dar  gesuchte  KegoUcLiiitt  /  geb«n  loll.  Wir  Kieben.^,  wcleb« 
a  in  f^  schneide,  bestiniuien  Hadiun  den  Punkt  B,  welcher  durch  7  und  C  von  A  ^Kt^ 
inonbvh  getrennt  ist  Dann  liegt  B  auf  dem  gcsuHiten  U  Verbinden  wir  noch  A  an^ 
B  mit  C, ,  dem  C  zugoordnetcn  Punkte  auf«,  so  müssen  AC^  und  SC^  die  Tangenten 
von  [  iu  A  nnd  B  »ein.  Projiciren  wir  die  Reihe  der  P.mku  G  lon  A,  die  Keihe  A  ' 
conjngirten  Pankti>  G,  von  B  an»,  so  erhallen  wir  >nei  projectivisclie8lr«h1enbtiseheI' 
ertter  Ordnung,  welche  einen  Kegelschnitt  ertcugen,  der  durch  A  nnd  B  geht  und 
ACi  und  ÜC,  EU  Tangenten  hat.  Denn  wenu  der  Strahl  ÄG  %u  ^wird,  also  die  Mit 
tdpnnkte  A  und  8  der  projecti  vi  sehen  Stralilenbüschel  verbindet ,  wird  der  entspre-. 
chende  Strahl  zn  Wc,.  also  lui  Tangente  in  B  u.  ».  n.  Dns«  T  und  1  Pol  nud  Polar« 
lind  für  den  so  erzeugten  KegelsobDitt,  sowie  dass  C  und  C,  in  Besug  anf  ihn  con- 
juglrt  sind,  ist  ersichtlich.  Ziehen  wir  ausser ^ff  und  £ff,  noch  BlSvtiA  Alij,  ■ 
erhalteu  wir  ein  dem  ersBugten  Kegelschnilt  e i  11  geacbri ebenes  Viereck,  dessen  D 
nsipunkte  TGG,  sind,  womit  bewiesen  ist,  dass  sncb  G  G,  conjagirte  Puakle  sind  ii 
Beang  auf  den  durch  die  Strahlenbii<iclicl  A  nnd  B  erzeugten  KegelschnitL  Dieeer  iä 
also  der  gcauchtr  /. 
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f*Iiürt.  Die  Kcgntscbnitle,  welche  diese  Regclttäcbe  unf  c  und  e,  aus- 
»diMidet,  gehcti  darck^QH,  resp.  PiQ.H,  nnd  die  imnginSren  Ord- 
DtiagtpiiDbte  der  Involution  auf  «,  sind  »Uo  mit  /  nnd  /,  identisch. 
Anch  diu  durch  die  Regelscbaar  {PPi,  OOi,  IHii)  bewirkte  projectivisclte 
Seiifjiaag  der  Carren  /  und  /,  ist  dieselbe,  wie  früher,  weil  jetzt,  wie 
•nnin,  die  Punkte  PQR  nnd  P,Q,H,  einander  entsprechen.  Die  Verbin- 
dongultahlen  entsprechender  Punkte  der  Kegelschnitte  /  nnd  /,  bilden  also 
Rfgelflacbe  »P  des  Strablensystems,  so  das*  T,  T,,t,  I,,  *  jetzt  genan 
äieielbe  Bedenlang  haben,  wie  in  Nr.  15.  Mitbin  ist  anch  jetzt  der  con- 
Jngirte  Pnultl  von  7',  welcher  nnf  dem  durch  T  gebenden  Strahle  des 
Sjmm%  lifgt,  der  Punkt  T,  m  ff,.  Durchläuft  daher  ein  Pnnkt  T 
ÜeEbrne  «,  so  dnrchUuft  derPuukt  7*,,  welcher  dem  erete- 
TCB  in  Bi>»ug  anf  alle  Regclflachen  *  des  Strahlensystems 
caBJii|itt  ist,  die  der  Ebene  a  cunjugirte  Ebene  ff,. 

]?•  Bedenken  wir,  dass  wir  bei  nnserer  UntcranchuDg  von  einem  he* 
lUkigfln  Stiahle  s  des  Strahlens}->tems  erster  Ordnung  und  erster  Classe 
uddoet  beliebigen  durch  denselben  gelegten  Ebene  o  ausgegangen  sind, 
M  kiSiueti  wir  die  in  den  Numineru  11  bis  10  enthaltenen  Ergebnisse  mit  den 
fforlfD  des  Herrn  Heyn  (.Toiirnal  für  die  reine  und  angewandte  Matbe- 
fiUäi,  Bd.  00)  aussprechen,  wie  folgt:  „Die  Polarobenen  eines 
btliebigon  Punktes  P  in  Beeng  auf  alle  im  Strahlensystems 
BBtliahsnou  FUcboD  aweiter  Ordnung  schneiden  sich  in 
*ia>m  Punkte  P,,  nnd  zwar  ist  die  Gerade  PP,  einStrahl  des 
SjittiD«.  Und  die  sftmmtlichen  Pole  einer  Ebene  bin  sieh  tli  eh 
JBBCT  flächen  liegeo  in  einer  zweiten  Ebene,  welche  die 
»nlerrio  einem  Strahle  des  Systems  schnei  det.  DiePnnkte, 
mvie'iit  Ebenen  des  Raumes  sind  also  paarweise  einander 
(Oajngirt  in  Bezug  auf  alle  diese  FUchen. 

Bat  das  Strablensystoro  nur  eine  Axe  ",  sn  tsl  jedem 
kttitbigen  Punkte  ein  Punkt  von  u,  und  jedem  Punkte  von  u 
•iid  d io  sS mm tllchen  Punkte  einer  durch  ii  gehenden  Ebene 
**ajQe)r>-  Bositat  dagegen  das  System  entweder  zwei  oder 
ktiao  Aien,  so  bilden  die  Paare  conjugirter  Punkte  und 
Ebiaea  eia  iovnlntnriscbos  räumliches  System.  Beschreibt 
»Blieb  ein  Punkt  eine  Ebene,  so  beschreibt  zugleich  sein 
"liiBirler  Punkt  die  conjngirte  Ebene.  Jeder  Strahl  des 
"Irahlatisysloms  entspricht  in  dem  in volutorischen  Systeme 
(ick  salbst,  aod  seine  Pnnkte  und  Ebenen  sindinvoluturlsch 
S*pBtil,  indem  sie  einander  paarweise  conjugirt  sind.  Keine 
Otrad*  de«  Raumes,  «usser  den  Strahlen  und  Axen  des 
Stiablensjalems,  hat  mit  ihrer  entsprechoodeu  einen  Funkt 
C*atiB.     W«nD   Bw«i  Axon   vorhanden  sind,   so  trennen  die- 


B«Ib«n  je    iirci   conjugirte   Funkte   oder  Elieii' 
voDeioRuder." 

18.  Wir  nehmen  zwei  beliebige  Punkte  S  nnd  T  im  Ranme  an.  Dni 
S  gell«  der  Stralil  *,  darcb  T  der  Strabl  I  des  vorliegenden  Stralilensyatemi 
Durch  s  legen  wir  beliebig  eine  Ebene  o,,  welcbe  von  der  Uegelscbnnr,  welcl 
die  S'J'  eclineideuden  Strahlen  des  Systems  bilden,  einen  Leilstrabl  g,  entbll 
Die  Ebene,  welche^,  und  (bestimmen,  bcisset,.  Dann  werden  die  StrahleobS 
delänndTauf  die  ebenen  Systeme  II,  nnd  T,  durch  das  StrablcnsystemrecipK 
bezogen,  jedocli  so,  dass  dem  S  und  T  gemeinsamen  Ebenenbüschel  5rodi 
g  das  den  ebenen  Systemen  a,  nnd  t,  gemeinsame  gerade  Gebüde'^j  en 
spricht.  Hierdurch  ist  die  reciproke  Beziehung  Kweier  ränmlichen  SystsD 
reetgcslellt;  dem  einen  derselben  gehören  die  StrahlenbUndel  5  und  T,  de 
andern  die  ebenen  Syateme  c,  und  i,  an.  Projiciren  wir  von  S  nnd  T  v 
irgend  einen  Strahl  l  des  Strahlensystems  dnrch  xve'i  Ebenen  «  und  ß,  i 
entsprechen  denselben  die  Punkte  J,  nnd  B„  in  welchen  l  a,  nnd  t,  «clinetd« 
Der  Strahl  /  entspricht  daher  sich  selbst,  also  liegt  jeder  Pnnkt  von  I  m 
der  ihm  entsprechenden  Ebene.  Durch  jeden  Pnnkt  des  Raumes  gabt 
ein  Strahl  des  S trahlen System b ,  daher  liegt  jeder  Punkt  auf  der  ihin 
sprechenden  Ebene,  Dies  ist  aber  das  Charakteristische  eines  Nnll 
Systems.  Wenn  ein  Nnllsystem  als  die  Gesammthoit  aller  seiner  Lei 
straklen  aufgefasst  wird,  fährt  ea  den  Namen  „linearer  Strahlencomplei 
oder  kars  „Complex",  wenn  Verwechselung  nicht  mfigUch  ist.  Wir  werde 
beide  Bezeichnungen  braueben.  Was  beim  Nnllsystem  „LeiUtrahl",  ii 
beim  linearen  Strahlencomplox  „Complexatrahl"  oder  auch  knrx  „Strelil' 
Das  Vorstehende  Fassen  wir  zusammen  in  dem  Satz:  Zu  einem  gegeba 
nen  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Classe  kam 
anf  unendlich  viele  Arten  ein  linearer  Strahlencomplexeoi 
strnirt  werden,  welcher  das  Strahlensystem  «uthHlt. 

19.  Denken  wir  uns  jetzt  zwei  lineare  Strahlencomplcxe  C,  nnd  C,  gi 
geben ,  welche  einander  durchdringen.  Irgend  einem  Pnnkte  P  kominen  i 
den  beiden  als  NnlUysteme  aiifgcFassten  Complexen  zwei  Ebenen  »,  nnd  i 
als  Polarebenen  zu,  welche  dnrch  P  selbst  gehen  und  sich  in  einem  SitrIiI 
p  schneiden,  welcher  beiden  Complexen  angehört.  Die  Pole  irgend  siii< 
Ebene,  welclie  durch  den  Strahl  p  geht,  liegen  auf/)  selbst,  so  da«8  also, 
anch  als  Verbindnngslinie  der  Pole  einer  und  derselben  Ebene  orscbein 
Kurz  können  wir  sagen:  p  ist  ein  solcher  Strahl,  daas  die  beiden 
ebenen  von  jedem  seiner  Punkte  sich  in  ihm  schneiden  nnd  dass  die  beide 
Pole  von  jeder  durch  ihn  gehenden  Ebene  auf  ihm  liegen.  Diese  Eigei 
Schäften  kommen  jedem  gemeinschaftlichen  Strahle  beider  lineareu  Con 
p lese  zu.  Bezeichnen  wir  mit  £  die  Gesammtheit  dieser  Strahlen.  ZunSehi 
ist  evident,  dass  dnrch  jeden  Pnnkt  des  Hanraes  nur  ein  Strahl  von  L  gel 
und  dasB  in  jeder  Ebene  nnr  ein  Strahl  von  L  liegt.     Greifen  wir  eino 
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belifbigpn  Strahl  p  nnfleres  Systems  heraus  and  nohmon  auf  fli^nisolhen  eiiuMt 
Ponkt  S  an.  In  jeder  Ebene  des  Strahlenbündels  .V  liegt  ein  und  nur  oin 
Strahl  von  L,  Den  sXmmtlichen  Ebenen  von  i^  entsprechen  in  dem  ersten 
Cnmplpxe  die  Punkte  eines  ebenen  Systems  E^  und  in  dem  zweiten  Com- 
plexe  die  Punkte  eines  ebenen  Systems  ^.  Beide  ebenen  Systeme  sind  col- 
lioPir,  weil  beide  reciprok  sind  zu  5.  Die  Verbindungslinien  entsprechentl«»r 
hnikte  von  Z,  und  2^  sind  die  Strahlen  von  Z,  welche  in  den  Ebenen  von  S 
liegpn.  Dem  Ebencnbüschel  p  von  5  entsprechen  in  beiden  Couiplexen  zwei 
geiade  Gebilde  mit  dem  gemeinsamen  Träger  /),  daher  müssen  die  beiden  ebe- 
nen Systeme  2  und  £|  iup  sich  schneiden  und  die  Gerade/;  alsStrahl  entspro- 
diPnd  gemein  haben.  Diese  Erzeugung  des  Strahlensystems  List  aber  dieselbe, 
wie  die  in  Xr.  4  angegebene  des  Strahlensystcms  er?iter  Ordnung  und  erster 
ülasse,  mithin  besteht  der  Satz :  Die  g  o  m  e  i  n  s  a  m  e  n  Strahlen  zwei  e  r 
linearen  Strahlencomplexo  bilden  ein  Strahlensy  s(  em  erster 
'iiiluang  und  erster  C  lasse.  In  dem  besondern  Falle,  dnss  den  Ebenen 
des  Ebenenbüschels  p  des  Strnhlenbündels  S  in  beiden  Complexen  dieselben 
Pole  zukftmen,  wenn  also  die  ineinanderliegenden  geraden  Gebilde  />  joden 
ihrer  Pankte  entsprechend  gemein  hätten,  würde  das  Strahlcnsystem  erster 
Ordnung  nnd  erster  Classe  nur  eine  Axe,  nämlich  den  Strahl  ;>,  besitzen. 

20.  Bezeichnen  wir  mit  X  irgend  einen  Punkt  und  mit  |,  die  ihm  ent- 
sprechende Ebene  eines  linearen  Strahlencoinplexes.  Ausserdem  gehe 
Jarch  X  der  Strahl  x  des  Strahlensystems,  mit  dessen  Zugrundelegung  der 
lineare  Strahlencomplex  nach  Nr.  18  erzeugt  worden  ist.  Dem  Punkte  .>  des 
Strahles  s  wurde  damals  die  Ebene  0,  als  Polarebene  zugewiesen,  daher 

moss  dem  Ebenenbüschel  5Ar  das  gerade  Gebilde  d, ||  entsprechen,  dessen 
Träger  ein  Leitstrabi  der  Kegelschaar  ist,  welche  gebildet  wird  von  den 

Strahlen  des  Systems,  welche  ^'A'  schneiden.  Dreht  sich  nun  d,  um  .«, 
während  S  festgehalten  wird ,  so  wird  natürlich  der  lineare  Complex  ein 
»öderer,  weil  dem  Punkte  S  nunmehr  eine  andere  Ebene  entspricht,  und 
ancli  die  Ebene  |i  muss  sich  um  x  drehen.  Beide  Ebenen  a,  und  $,  proji- 
ciren  aber  gleichzeitig  denselben  Leitstrahl  der  unveränderlichen  Kegel- 
schaar, deren  Strahlen  dem  Strahlensystem  angehören  und  SA' schneiden. 
l>aher  durchlaufen  a,  und  ^,  project i vische  Ebenenbüschel 
f riter  Ordnung  mit  den  Axen  s  und  x.  Wir  können  daher  den  Satz 
«nssprechen:  Weist  man  einem  Punkte  S,  der  auf  dem  Strahle  5 
d'^iStrahlensystems  erster  Ordnung  und  erster  Classe  liegt, 
^ioe  durch  s  gehende  F^bene  d,  als  entsprechende  zu,  so  ist 
dadnrch  jedem  Punkte  des  Raumes  eine  durch  ihn  gehende 
Ebene  zugeordnet  und  ein  linearer  Strahlencomplex  be- 
■tlnmt,  sn  dessen  Strahlen  sämmtliche  Strahlen  des  Strali- 
'cosjBtems  gehören.  Dreht  sich  a,  um  5,  so  beschreibt  gleich- 
Saitig  jede  Ebene  |, ,  welche  einem  IMinkte  X  zugeordnet  ist, 
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21.  Wir  kDniien  aber  aach  auatatt  des  Punktes  5  die  durcb  ibn  gebend 
Ebene  o,  festbalten,  in  welcher  <1er  Strahl  s  des  SyatetnK  liegt.    Irgend  e 
Andere  Ebene  ||  ficlineide  tti  io  g,  und  enthalte  den  StraLl  x  des  Syste 
Die  g,  treffenden  Strahlen  des  Systems  bilden  eine  Regelschaar,  xn  welche 
aticb   s  tmd   x  gehören.     Ein  Leitstrahl  g  mnsa  durch  S  gehen  und  x  il 
einem  Punkte  .\'  treffen.    Dieser  Punkt  ist  es,  welcher  der  Ebene  |,  io  dei 
Bchon  durch  S  nnd  0,  bestimmteu  Nullsyeteme  (linearen  Strahl encomplcifl 
als  Pol  eutspricht.    Bewegt  sich  S  anf  g,  ao  bewegt  sich  gleichEeittg  -Y  «of  1 
nnd  beschreibt  ein  gerades  Gebilde,  welches  projectivisch  ist  zti  dci 
S  dnrctilaurenen,   weil   s  und  x  als  Strahlen  der  erwähnten  RegeUchM 
durch  deren  Leitsirablen  projeclivisch  aufeinander  bezogen  sind.     Daba 
der  Salzi   Weist  man  einer  Ebene  a, ,  welche  durch  den  Strahl 
des  Strahlensystems  erster  Ordnung  und  erster  Classe  gehl 
einen   auf  s  liegenden  Punkte  als  entsprechenden  za,  so  il 
dadurch  jeder  Ebene  des  Ksumes  ein  in  derselben  liegend« 
Punkt     zugeordnet    nnd     ein     linearer    Strah  le  ncomplei 
stimmt,    XU  dessen  Strahlen  snmnitliche  Strahlen   des  StraH 
lensfstems    gehören.      Bewegt    sich    S    auf  f.    so    beschr«i1 
gleichseitig  jeder  Punkt.?,  welcher  einer  Ebene  |,  angeorj 
net   ist,    ein    gerades  Gebilde,    welches   projectivisch    i 
dem  von  S  beschriebenen,  nnd  dessen  Träger  der  in  der  £beB 
I,  enthaltene  Strahl  x  des  Systems  ist. 

32.  Wie  zuvor,  seien  s  nnd  I  zwei  beliebige  Strahlen  des  Strafaloi 
Systems  erster  Ordnung  nnd  erster  Classe  und  a, ,  r,  zwei  beliebige  dnr« 
je  einen  derselben  gehende  Ebenen  ,  welche  sich  in  der  Geraden  g,  eohna 
den.  g,  ist  Leitlinie  einer  Kegelscbaar  $  des  Strahlensystems,  so  der 
Strahlen  auch  s  und  (  geboten.  Weist  man  der  Ebene  a,  einen  Punkt  5  v 
s  nh  Pol  2n,  so  ist  hierdurch,  wie  wir  wissen,  ein  linearer  Strahlencompla 
(Nullsystem)  bestimmt,  und  den  Punkt  T,  welcher  der  Pol  der  Ebene  r,  Il 
findet  mnn  dadurch,  dass  man  den  durch  S  gebenden  Leitstrahl  gi 
Regelschnar  <l>  zieht,  welcher  '  in  dem  gesuchten  Punkte  trifft.  Werden  i 
Ebenen  a,  und  i,  reslgeballen  und  durchillurt  S  das  gerade  Gebilde  1 
bewegt  sich  T  derart  auf  l,  dass  die  beiden  geraden  Gebilde  s  nnd  f  proj« 
tivisch  sind.  Halten  wir  noch  einen  Punkt  /t  auf  s  tust,  so  werden  d«l 
selben  in  den  verschiedenen  Nullsystemen,  welche  durch  die  Lage  von 
bedingt  werden,  andere  nnd  andere  Ebenen  a,  entsprechen.  Bekaantll* 
wird  der  Strahlenhiindel  Tdurch  dag  Strahlensystem  reciprok  auf  das 
System  t,  bezogen  —  eine  Bexiehung,  welche  oben  snr  Gonatituirong  d 
NolIsystcmB  verwendet  wurde.     Dem  Strahle  TA  moss  im  NoIUysleai  i 


Qtn4t  a,  von  x,  »uuprccbea,  welehe  der  in  dieser  Kbniio  befinUltche  Leit- 
flnlil  in  Regelschanr  ist,  welche  tlem  RtrHlileiiE^Htoni  nngnböit  nnd  Ti4 


um  lt}mnh\  hat. 
thttt  von  J  in  dem  Nnllsystet 
in  HiiltteB  T  Lervorger 
Sinlil  Jt*  einen  zum 


■ufen  ' 


,  welche  J  mit  a,  verbindet,  ist  die  Pol«- 
I,  welcbefi  durcli  die  fto^enblicklicbo  Lage 
ird.  Wenn  T  sieb  auf  (  bewegt,  beacbreibt 
n  Gebilde  l  projecliviBcbeu  Strablenbiischol 


fnttr  Ordnnng    mit  J  nis  Mttlclpuukt.     Din  Ebene  jfl  dieses  Strnblen- 

dU  wird  «nf  die  Ebene  t,  durcb  drts  Rirnblensystem  collinear  bes'tgon, 
«»diu  dem  ätrablenbüacbel  A  ein  projeciivii^cber  in  t,  eiitspricbl,  ilessen 
llitl«l[ji)iilcl  dar  PiinkU  >,  ist,  and  deasen  Sirablen  aus  den  Gerndon  o,  be- 

I.  Der  Bbenenbüscbel,  welcber  von  /l  aus  diesen  letzteren  Slrnblen- 
ibcbel  projicirt,  hat  s  zur  Axe,  bestebt  nua  den  Poinrebeuen  et,  vnn  J  und 

lelsler  lotitauK,  wie  leicbt  zu  seben,  pvujectiviscb  kd  dem  gernilen 
ßfbilde,  wdcbea  5  durcblauft. 

ei  jeizt  ß,  irgend  eine  Ebene  von  t,  welcbe  wir  unbewegHcb  denken 


In  jedem  Nullsyetem  bat  diese  Ebern 
lieh,  wie  B  Gicb  mit  S  bewegt.  Um  B 
hni  ß,  in  b,,  welche  durch  den  Punkt  s't, 
SirthleD&ystems ,  von  weither  1/,  ein  Leilalr 
BirftliUn,  welcbr  daher  von  ihrer  Leittchi 
Derjenige   Slrnb! 


:  einen  andern  Pol  ß,  nnd  es 
zu  linden,  schneiden  wir  T| 
gebt.  Die  RegelschnnT  des 
hl  ist,  Iiat  auch  s  nnd  l  bd 
projcctiviscb   geschnitten 


r  nusgeht, 
r  Ebene  ß,.  Sofort  ist 
reibt,  welches  pvojpc- 


:c   Slrnb!    dieser   I.eitacbnnr. 
gesuchten  Punkte  B,  dem  Pol  dei 
tiübtiieh,  daas  B  ein  gerades  Gebible  i 
Mkb  iat  za  dem  von  S  beschriebenen. 

Wir  können  alle  NoIIsyatema  oder  linearen  Strahlencomplexe,  welche 
betraehtel«  SlrahlcnByeteoi  erster  Urdunug  und  erster  Claase  enthalten, 
k  arxengen  dadurch,  dass  wir  dem  oben  mit  J  bezeichneten  Pnnkte  der 
hm  nach  die  Ebenen  u,  als  l'olarebeueu  zuweisen  ;  dann  durcblfluft  der 
fct  S,  welcher  von  einer  foBlen  Ebene  a,  der  Pol  ist,  ein  gerades  Oc- 
",  das  {irojectiviscb  ist  zum  UUschcl  der  Ebene  «,.  Zusammen  Fassend 
Sütse  aUE: 

Weiat  man  einer  Ebene  a, ,  welche  dnrch  einen  Strahl  S 
aca  gegebenen  8trablenB}>stenis  erster  Ord  n  nng  und  erster 
laaae  geht,  nacheinander  jeden  nuTs  liegenden  Pnnkt.Sal8 
•  I  KD,  «0  werden  hierdurch  alle  linearen  Strahlencouiplexe 
•  yotPins  bestimmt,  welche  das  gegebene  Strahlen- 
laiiin  enthalten.  Die  Ebenen,  welche  einem  festgeh alte- 
»n  Paukte  A  von  s  der  Reihe  nach  in  dicsou  Nul  Uy stcnie  n 
lUren  entapiechen,  erfllllcn  einen  KbeneubUschel 
■  Icr  Ordnnng  mit  s  aU  Axe,  welcher  proj  eotivisch  iat  zu 
aS  durchlaufenen  geraden  Gebilde«.  Ebenso  durcb- 
mtmm  iia  Paukte  B,  welche  nacheinander   einer  festgeh&l> 


Ucber  dti  Strabletuyatem  eri^tcr 


Hilei  G 
nr  ReM 
ae    darel 
m  s  roti 
cbreibe: 


tennn  Ebene  ß,  von  s  «la  Pole  eataprecheo,  ein  g« 
bihio  mit  s  als  TiJlger,  welcLea  projectiviacb  ist 
der  pQDktfl  .S.  Werden  die  «rwabntfia  Nnllsystc 
Zuweisang  eines  festen  Pnnldea  S  von  s  und  einßr 
renden  Ebene  ff,  als  Pol  und  PoUre  erzeugt,  so  be 
di«  PoUrebenen  einea  festeu  Panktea  von  s  einen  Ebene 
bfiscbel,  und  die  Pole  einer  realen  Ebene  von  >  ein  gerad 
Gebilde,  welche  projectivisohsindsuDiBUacbelderEbenBiii 

23.    Halten   wir  diesen  Lehrsatz  mit  den  in  20  und  ZI  Riiageeprochen« 
zusnninien,    so   bemerken    wir,    daes  durch    die  allmälige  Znweisnng 
Punkte  des  Strahles  s  and  der  Ebene  o,  aU  Pol  und  Polare  zwischen  Mi 
geraden  Gebilden,   deren  Träger,  und  allen  EbenenbUscheln  erarer 
nnog,  deren  Axen  die  fiämmtlichen  Strahlen  des  Systems  sind,  Projeet: 
vitai    waltet,    insofern   die  geraden    Gebilde    von   dem   Pol    einer  fei 
Ebene,  die  Ebeneabliscbel   von  der  Polarebene  eines  festen  Punktes  dl 
Triigcrs  oder  der  Axe  darcLtanfen  werden.   Die  Gesammtlieit  aller  linean 
Complese,  welche  ein  gegebenes  Strahlensystein  erster  Ordnung  und  erst 
CUsae    enthalten,    wollen    wir    einen    Büschel    linearer   Str&liUl 
complexe,  odcrknrx:  Co  m  pUibdscbel  nennen.    Ein  solcher  entU 
!ine  Gerade  Punkte.     Vier  Comple; 


B  Complei 


he  Punkte  eines  Sirftblei 
Ebene  «,   der  Reihe  nach  ala  P« 
onische  Complexe  beisaeu. 
ng  nnd  erster  Classe  S  und  T  woll« 
Ten  wir  einen  Strahl 


ebenso  viel 

welche  dadurch  hervorgehen, 

der   durch  denselben  gebenc 

zugewiesen  werden,  sollen  vier  hurrai 

Zwei  Stralilensystemp  erster  Ordnur 
wir  als  gegeben  denktrn.  Aus  dem  eratei 
dem  letzteren  einen  Strahl  [  hernas  nnd  beziehen  die  geraden  Gebilde 
und  /  projectiviscb  aufeinander.  Alsdann  legen  wir  durch  s  eine  Ebene  0^ 
durch  I  eine  Ebene  t,  uiul  weisen  diesen  beiden  als  fest  hetrnchleten  Eben) 
nach  der  Ueilie  je  awei  entsprechende  Punkte  der  projeclivischen  goridi 
Gebilde  a  und  (  als  Pole  zu.  Die  durch  diese  Zuweisung  hervorgerDf«!!! 
linearen  Coiuplexe  sollen  entsprechende  heissen,  wenn  ihre  ,,ersengeiid< 
Pole"  —  so  wollen  wir  kurz  sagen  —  entsprechende  Punkte  der  gersdl 
Gebilde  s  und  I  bind.  Wir  erhalten  so  zwei  projectiviscb  anfeii 
ander  belogene  BUschel  linenrer  Strahl  encomplexe,  insofai 
je  vier  barmonihcben  Complexen  des  einen  Büschels  vier  ebensolche  d 
andern  entsprechen.  Je  z«ei  entsprechende  Complexe  derselben  haben  ( 
Strablensyslem  erster  Ordnung  und  erster  Classe  gemein  (10),  dio  Q 
aammtbcit  aller  dieser  Strahlcnsysteme  soll  das  Erzengniss  der  projecUt 
sehen  ComplpxbUscbel  sein. 

Sei  P  ein  beliebiger  Punkt  des  Raumes.  Dnrch  denselben  gehl  v 
jedem  der  „fundamentalen  StrahlcneystBrne"  ü  nnd  T.  wie  wir  sie  Benn 
wollen,  ein  8rrahl.     Diese  Strahlen  seien  o  nnd  b.     Die  Pelarebenen  i 


pBoktn  P  bilde»  xwei  projectivisclie  EbeaenbUscIiel  mii  <lea  Axen  a  uud  6, 
ia  ienea  Je  swei  Elieuen  elnasder  eut«precfaeD,  welche  lu  eutspiochanden 
Conplexeu  die  PoUrebenen  des  Punktes  P  sind.  Die  .SchuittliDie  zweier 
Ml<b«r  EboneD  Ut  offenbar  eiu  gememsamer  Stinlil  der  beidi-a  eutsprecüen- 
den  CompI«XB,  milbiri  eiu  Strahl  des  firseagDisüCB  der  beideu  projeclivi- 
tcbuiCoinplezbüscbel.    Wir  Uabeu  daher  den  Satz: 

Die  Strahlen  des  Erzeugoisses  sweier  projectiviscbon 
Coaplexhüsehel,  welche  darcb  einen  gegebenen  Pankt  P 
i|*i  kAumea    g«beu,    bilden   eine   Kegelfläcbe    aweiter    Ord- 

Aodererseits  enthält  eine  gegebeue  Ebene  n  des  Raumes  von  jedam 
du  rundauienlalen  Strablensystenie  5  und  T  einen  Strahl.  Wenn  c  und  d 
iitm  Strahlen  sind,  so  werden  die  Polo  der  Kbene  ed  auf  c  und  d  zwei  pro- 
JMti'iscbe  gerade  Gebilde  beschreiben,  wenn  solche  Pole  einander  ent- 
stehen, welche  der  Ebene  cd  in  entsprechenden  Coniplexon  zukommen. 
Jtds  Verbindnngalinie  zweier  solchen  Pole  ist  ein  Strahl  des  Eneugnisses 
dttprojecliTiscben  Complexbiisubel,  daher  der  Satz: 

Die  Strahlen  des  Kraeugnissea  zweier  projectiv iscben 
Cnoploxbü  BcLel,  welche  in  einet  gegebenen  Ebene  n  des 
KkBiDos  liegen,  bilden  einen  StrahlenbUscbel  sweitor  Ord< 

Uieni«cb  verdient  das  Eriengniss  zweier  projectiviscben  Büscbel 
Itawrer  Btrahlencomplexe  den  Namen:  Strablencomplex  zweiter 
Uidnang  nnd  zweiter  Classe.  Bemerkensworth  ist  die  Analogie  swi- 
It^en  diir  Erzengang  dieses  Gebildes  und  derjenigen  einer  Curve  Eweiter 
tMuuug.  Die  projectiviscben  Strahlenbiiacbel,  welche  die  letztere  orseu- 
(u,  «nd  hier  die  projectiviscben  Complexbüschel,  die  Mittelpunkte  der 
StialileBbllacbel  sind  hier  die  fundamentalen  Strableneysleme  S  nnJ  T,  ein 
Puikl  der  Curve  als  Bcbniltpunkt  entsprechender  Strahlen  der  erzeugenden 
BOfcliel  ist  hier  ein  Strnhlensystem  des  Erxeuguissetj  als  gemeinsamer  lie- 
011  tap  rechend  er  Couiplexe  der  Büschel.  Kurz  gesugl,  es  stehen 
■nwader  gegenüber:  Pnnkt,  Gerade,  Curve  zweiter  Ordnung  und  «weiter 
ClBMOiiind:  Strahlensystetn,  linearer  Complex,  Complex  «weiter Ordnung 
ud  iweiter  CUsse. 

24.  Denken  wir  uns  auf  die  oben  aügegebone  Weise  (18.)  ein  NuU- 
graUm  bergestolU,  xu  dessen  Leilstrablen  die  Slrahleu  eines  gegebenen 
itrableasy Steins  erster  Ürdaung  und  erster  Classe  gehören,  so  wird  einer 
ligeo  Geraden  g  des  Kaunies  im  Nullsystem  eine  Gerade  g,  entspre- 
bwi.     Wird  g  nl«  gerades  Gebilde  aufgefaasl,  so  liegt  der  Ebenonbilscbel 

n  demselben  perspecliviach,  and  umgekehrt.  Aber  einem  Punkte  A  von  g 
pUpricbt  diejenige  Ebene  <r,  von  g^,  welche  den  durch  A  gehenden  Strahl 

dta  Striihleos/slems  entbXlt,  und  wir  wissen,  dass  a  als  Leilatrahl  des 


«,  (,  e.  Dnnn  tiiil>i-ti  die  StrAlilcnGystetne  sSmmllicIie  ßimhleti  gftmeii 
welclic  ilor  Jarcli  o,  >>,  c  beHtiiiiDiteD  RcgoljcUaat  BDgehÖtcn,  Greifen  *-] 
aus  ilprii  erstell  Straiil^nsyetem  einen  Strsbl  (f, ,  aus  dem  swciton  eiai 
Strsitl  c,  heraus,  so  be^tiinmeD  die  fünf  Strahlen  a,  b,  c,  d„  r,  einen  lineari 
SirnliloDcomiilex  (26),  wolcliein  beide  Slrablcnf^yblcmo  augohören.  Uierai 
gebt  hervor,  äasä  zwei  Sttahlensy steme  erster  Ordnung  au 
erster  Clasa«,  welche  drei  Slrahleii  gemein  haben,  Bestand' 
tbeile  oiiiee  und  desselben  linearen  Strahlcncüui[jlox 
Dieser  Satz  lässt  sieb  umkehreu,  nämlich:  Zwei  Strabicne 
erster  Ordnung  nnil  erster  Cla«se  haben  im  AilgemGiD 
Rpgclscbaar  gemein,  wenn  sie  Bostandtheile  eines  li 
StrablencomplexessiDd  (a,  a.  0.).  —  Nennen  wir  den  linearen  Slrd 
Icnoompics  C,,  wolchcoi  die  SlrablAnsysteme  S  und  T  angehöreu.  N>i 
Nr.  18  cuBStrntren  wir  swei  lineare  Camplexe  C,  und  C,,  von  denen  il( 
erslere  das  Strnblensysteiu  S,  der  andere  das  Strableusystem  1 
Jeder  Strahl,  welcihen  die  drei  Comploxe  C„  C„  C,  gemein  haben, 
«in  gemeinsamer  Strahl  der  Slrablensysleme  S  nnd  T.  Nehmen 
beliebige  E^bene  n  an,  so  kommen  derselben  in  den  drei  Cemplexeu  (Nul 
Systemen)  drei  Pole  zu :  P, ,  /", ,  P,.  DurcblÄnft  ein  I'nnkt  X  die  Ebeofl 
so  tireheti  sich  seine  drei  PoUrebenen  l„  |,,  |,  um  P„  P„  P,  und  bescbr« 
ben  drei  collineare  StrablenbUndel.  Wenn  die  drei  einander  enlsprecbendi 
Ebenen  sich  in  derselben  Geraden  g  ecbneiden,  so  ist  diese  olTeubar  e 
SirabI,  der  allen  drei  Cuinplexen  angehört.  Drei  collineare  Siralilenbiilid 
erzeugen  aber  im  Allgemeinen  eine  Fläche  dritter  Oordnnng,  welche  ii 
gegenwärtigen  falle  in  die  Ebene  n  nnd  eine  FIKcbe  aweilor  Ordnung 
fallen  inuss.  Denn  je  drei  enl^prechende  Ebenen  i,,  |,,  |,  der  drei 
linearen  Bündel  P,,  P,,  /',  müssen  durch  ihren  gemeinsamen,  auf  n  befini 
liehen  Pol  Ä  gehen.  Wenn  die  Fläche  Eweiler  Ordnung  nicht  imsginSr  ii 
BO  muKB  sie  eine  Kegelfläche  sein.  Denn  wenn  drei  entsprachende  Bbani 
sich  in  einPm  au.^serhslb  n  gelegenen  Punkte  schneiden ,  so  mUsseu  sie ,  i 
sie  auch  auf  n  ihren  l'ul  gemein  haben,  sich  in  derselben  Geraden  BcbRc 
den.  Wir  können  also  sagen:  Zwei  Strahlcnsysleme  erster  Ordnung  Hl 
erster  Cla^^se  haben  im  Allgemeinou  eine  Regelscbaar  gemein,  wenn  ■ 
Uetitnndlheile  eines  linearen  Slrablencomplexes  sind.  Oder,  was  dassell 
ist;  Drei  lineare  Strahlencompleie  haben  im  AlIgeuieiD« 
eine  Bogelschaar  gemein. 

Sollen  zwei  StrahlcnBysteffle  nicht  demselben  Hoearen  Strablencoi 
plexe  angehören,  so  dürfen  sie  iui  Ällgamoinen  hüchstens  zwoiStr^hti 
gemein  haben.  Wenn  aber  jedes  von  swei  Stiahlonsystemen  swei  Ax< 
bnl,  und  ein  Paar  Axeu  fallen  zusammen,  während  die  anderen  sieb  bcIibi 
den,  so  haben  die  Systeme  einen  Strahlonbiischel  gemein  (a.  a.  0.).  Oei 
selben  linearen  Slrablencompleze  können  sie  nicbl  augebüreu,  weil  j«di 
Punkte  der  Doppelaxe  zwei  vcrscbiedeno  Ebenen  sageordnel  g«iit  wUrdi 


Bsdenkeu  wir,  (lass  man  ein  8trabteiifiystem  erster  OrdoUDg  uuil  «rster 

<,1t>JKi]Drcli  xwei  Axeu  /  and  I,  gnbon  kann,  welclia  iu  einem  Nullsyslom, 

dn»  ilu  Stralileosystom  angehört ,  ctilsprecbendc  Gerade  sein  müBsen,    In 

JerTbal,  mHo  Strahlen,  welclie  von  oiaem  Punkte  P  der  einen  Axe  aus  die 

uder«  Axe    projiciren,    sind   Leilstrablea   des  NuIIsystetns   und  liegen  in 

I,,  welche  dem  i'uuicte  ^entsprechen  muss.    DiirchlKuft  /'die 

dreht  sich  n,   um  die  andere,  also  «ind  beide  Axen  einander 

>  Gerade.     (Wenn  nur  eine  Axe  existirt,  so  entspriclit  uio 

■elbat,  im  also  ein  Leitstrahl  dos  Nullsyetems;    denn  zu  jedem  ihrer 

faakte  gebSrt  eine  Ebene,  welche  durch  sie  selbst  geht.)    Uiernacb  können 

»ir  il<u  SalK  auaapreuhen:    Ein  Nullaystom  ist  durch  zwei  Paare 

(auprcchendar  Geraden  /,  /,  und  i/,  g,  bestimmt,  welche  der- 

leo  RegeUcUaai'   angeboren    mttseen,  oder  durch  ein  Paar 

prechender   Geraden    und   einen  sie  nicht    schneidendeD 

Leitalrahl  (Rej'e,  im  Journal  f.  d.  r.  u.  a.  M.,  Bd.  «»)■ 

36.  Andererseits  iai  aber  auch  nach  Nr.  10  unter  den  dort  angefülirten 
BvdiDgnngen  ein  StrahlensysCem  erster  Ordnung  nnd  erster  Classe  durch 
witt  aeiner  Strahlen  bestimmt,  so  dass  wir  den  Satz  aussprechen  k&nnen: 

Ein  linearer  Strablencomplexiet  durch  rUnfseinorStrah- 
t«B  im  Allgemeinen  vollkommen  bestimmt  (Reye.a.  a.  0.). 

Seien  n,  6,  c,  rf,  e  fünf  gegebene  Strahlen  eines  linearen  Strahleneom- 
fhxt»,  BO  darf  man  hiernBch  alle  möglichen  Combinationcn  an  vieren  aus 
AcMin  Sinblen  bilden  und  die  Strahlen  des  durch  jede  Comhination  be- 
•Unniteu  StiahlensyHtems  zu  dem  linearen  Complex  reebnen.    Weiter  darf 

Strahlen  verschiedener  Strahlensystcme  zu  vieren  combiniren  und  die 

BirsblflD   der  durch    diese  Comhination    bestimmten  Strahlensysteme    zum 

Slratilvnenmplex  rechnen.     Gäbe  es  eine  Gerade  m,  welche  a,  b,c,d,e 

le,  to  mlisHte  u  die  einzige  Axe  jedes  der  Strablensysteme  sein,  welche 

Avreb  irgend  eine  Conibination  der  Strahlen  a,  &,  c,  d,  e  zu  vieren  nnd  durch 

■pUcren  möglichen  Combinationen  eutsteben.    Da  durch  einen  beüebi- 

Pankt  -V  des  Hnnme»  unzählig  viele  Strahlen  gehen,  welche  den  erseng- 
Ira  einaxigeu  Strahlensystemen  angeburen,  so  mUssen  alle  durch  X  gehen* 

Strahlen  den  Coroplexe.s  die  Gerade  u  schneiden,  d.  b.  jede  Gerade, 
valeb«  u  achneidet,  ist  ein  Strahl  dos  Complexee  (Reye,  a.  a.  O.). 

27.    Uier  wäre  die  Stelle,  Jen  Satz:    „Die  Paare  von  Einzelkräften, 

1  gegtrbeoes  rUnmlicbes  KrSftesystem  völlig  erseteau ,   sind  ent- 

ihende  Gerade  eines  Nnltsystems",  welchen  Herr  Reye  a.  a.  O.  aus- 

triebt,  ZQ  howcUen;   aber  mit  Kdcksicbt  auf  desselben  Verfassera  Geo- 

lOlri«  d«r  Lage,  11,  S.  tMt,  Anm.,  wo  dieser  Gegenstand  schon  behandelt  ist, 

■SS  dlea  rägtich  unterbleiben. 

Zwei  Strahlonaysteme  erster  Ordnung  und  erster  Classe  können,  ohno 
ideaÜKb   so   sein,   bttchstens  drei  Strahlen  gemein  haben.     Diese  seien 


er  Doch  «inen  Strabl  dci-splixii  liofTou,  uixi  Hiott  int  g^.  g,  wint  bIbo  ilwth 
beitiniiiit.  Duri'li  n,  g  und  g,  ist  nber  daaNutUyntem  vollku[[imen  lH<Hliminti 
also:  EJu  N  ullsys tom  (linearer  Slrahlcncomplex)  ist  völlig 
bestimmt  ilurcb  seine  Uauptliniön  nud  einen  sie  uicbt  «Dbn«l« 
deoUoü  Slrabl  («.  a.  O.). 

Dnrcli  itifHeu  Satz  sind  die  notbwencIigeD  Data  oiueu  Nallsj'BteiDa  i 
auf  das  ü^infNcbele  angegeben. 

30.    Sei  (t  eine  Ebene  tiPnkrecbt  zur  Elaitpttiuie  n  und  A,  ihr  Scbnili 
j)imkt  mit  derselbcD.  welcher  zugleich  ibr  Pol  ist,  wie  leii-bt  erHiebtUcb.  *üli 
At  als  Millclijuukt  beschreiben  wir  einen  Kn 
als  Pnlf-u  sind  im  Nuilsyslem  Ebenen  nls  Po 
BbeDenblischel  zweiter  Ordnung  bilden,  de 
Tangenli-   (  du»   Kreii^ea   entspricht   ein 
büacheU  zweiter  Ordnung.     Verbindet  i 


k.   Den  Punkten  des  Krois« 

reo  zugeonlnet,  welche  eine 

'sseu  Mittelpunkt  J,  ist.     Eini 

^rfibrungastrabl   (,    des  Eboaes 

1  den  6erübrung!«punkt  T  ron 


orden  m| 
'crbund< 


Das  «Ol 


tnit  A,,  sü  inuas  f,  senkrecht  aur  TA,  stehen,  wie  üben  beniesen  t 
Donken  wir  am  die  drei  Gerndeu  I,  fj,,l,  starr  miteinander 
und  iRMten  TJ,  mit  einem  beliebigen  nadcrn  Radius  des  Kreiset 
nicnrnllen.  In  dieser  neuen  Lage  heissen  /,  T,  l,  re«p.  i',  7\  t',. 
liegende  Nullsyütem,  in  welchem  n  die  Hanptlinie  and  (,  (,  enlspraebeodi 
Gerade  sind,  ist  durch  diese  drei  Geraden  vollkommen  bettimmt. 
xweites  NoIUystein  wird  durch  die  drei  Geraden  n,  (',  f",  bestimmt, 
kiinneu  aber  dne  erste  Nullsyslem  auch  bestimmen  durch  n  and  einen  Strab] 
welcher  l  und  (,  scbueidet,  ohne  n  zn  trefi'en.  Aehnlicbes  gilt  von  der  Bfl 
Stimmung  des  sweilen  NiilUystems.  Nun  aber  lehrt  eine  einfache  Betracht 
Inng*,  dnsü  die  Ebene  der  Geraden  ',  und  f,  durch  die  llnlbirungslinie  d« 
Winkels  der  Geradon  fJ,  und  TT,  gehen  und  den  Schnittpunkt  von  (  nad  i 
enthalten  mnss,  miihia  giebt  es  einen  Strahlenhüscbcl  erster  Ordnsngi 
dcMPn  sämmtliche  Sirahlen  sowohl  t  und  1,  als  auch  l'  und  f,  scbamii 
und  somit  Strnhien  beider  Nullsysteme  sind.  Daraus  aber  folgt  die  Ids 
litJit  beider  Nulleysteme,  welche  schon  uns  der  Gemeinsamkeit  der  Uau[M 
linie  n  und  eines  dieselbe  nicht  schneidenden  Strahles  geschloasen  werd« 
kann.    Mit  anderen  Worten  heisst  dies: 

Den    Tangenten    eines    Kreises,    dessen    MittelpDnkt    an 
derllauptlinie  des  Nullsystems  liegt,  und  dessen  Ebene  a«ll 
d   zugeordnet   die  Strahlen  atn 


cht  zu  derselben  { 


*  Schneiden  wir  von  A,  a  i&  nuf  i,  uiid  l",  gleiche  Strecken  ab  bis  3t,  reit),  i 
und  jirojicirEü  das  eleicbiclienklige  Dreiock  MA,/U'  orlho^airal  auf  die  Kb«n«  4 
KtcIbcs  k.  Dann  erkennt  nian  sehr  leicht,  dasi  die  Projection  von  MM',  atao  m 
MM'  selbst  parallel  ist  in  der  Oeraden,  welche  A,  mit  dem  Schniltpankte  van  (  n 
t'  verbindet,  woran«  foIet>  daas  die  Ebene  des  Dreiecks  M  Ai  M ',  d.  i.  die  Ebeita  jj 
dleKreiiehene  in  d«r  Geraden   achncldet,  welche  A,  mit  dem  Punkte  l'l 


alilfoKakegnle,   welcher    mit  dein  Kreise  deu  Mi 
{•BiiD  h«!,  und  ilesscQ  Axc  dio  Hauptlinie  ist, 

31,  Legeu  wir  durch  (  ein«  Rbeiic  t  parnllcl  za  n,  so  Itat  dieselbe  iliren 
Pd  in  ilnn  nncndlich  fürrien  Punkte  der  Geraden  I, ,  und  alle  LeiUtrablen, 
«titbe  die  Ebene  t  cntliüll,  laufeu  parallel  zu  I,.  Alle  durch  die  Tangenten 
4»  Kreises  t  [lArnllel  za  n  gelegten  Kbenon  sind  die  'l'angeiiteuobeneu 
)  Hotationsej^Iinders ,  deeseu  Axe  n  ist;  and  alle  Sirableu  des  Null- 
tjOemt,  welclii!  diosen  Cylinder  berfiliren,  bilden  dcoselbeu  Wiukel 
üiliiBr  Uaupllinio ,  uHmlicL  den  Winkel,  welchen  uin  Stralil  des  RotatioDs- 
bpl)  (Dil  der  Uaupllinie  bildet.  Bewegen  wir  eiuen  Strahl  des  Null- 
,  welcher  den  Cylinder  berührt,  um  duuselben,  so  dfiss  jeder  seiner 
hallln  in  derselben  eu  n  senkrechten  Ebene  bleibt,  so  wird  Bein  Be- 
ilbiiD{»[iuukt  eine  Schruubeulinie  beschreiben.    Daher  der  Satz: 

learor  Strahlencomples  enthält  unendlich  viele 
Bdiranbeulinien,  deren  sämmtliche  Taugeateu  Strahlen  des 
OsBplcxes  sind,  nnd  welche  anf  Rotal  ionBcyliodern  liegen, 
4(r«n  gemeinaanio  Axe  die  Ilanptlioie  ist. 

ZwM  uuendliuh  nahe  Tangenleu  der  Schraubenlinie  bestimmen  eine 
Sduriagnngsebene  derselben;  die  TangoQten  aber  sind  Strahlen  des  Com- 
fkin-  Also: 

Jedem  Panklo  einer  Schranbenlinie  des  linearen  Coin- 
flei«)  oder  Nnllsystems  ist  seine  Seh wingungseben«  sn- 
Ktirdosl. 

Ferner  ist  die  Senkrechte,  welche  von  einem  Punkte  der  Schraubeu- 
lie  aafdie  Hnnptlinien  gefällt  werden  kann,  ein  Cotnplexstrahl.  Daher: 
Dia  Schwinguugsebene  einoü  Punktes  einer  Schrauben- 
HB  de»  linearen  Strahlen  coi..  pUxes  oder  Nullsyttios  wird 
iWtiBml  durch  dieTaugeutoduU^nuktesUDdaiaScukrechte, 
raUbe  von  Ibtu  aus  auf  die  llanptlinie  gefdllt  werden  kann. 
Oa  die  Annahme  von  i>,  l  und  I,  das  NuUsystem  bestimmt,  nnd  da  diese 
r  der  Bedingung  unterliegen,  dass  1  senkrecht  ist  xu  »,  und  t, 
sht  ist  xnr  Linie  der  kürzesten  Entfernung  von  (  und  n  in  dem  Punkte, 
«M  Linie  n  schneidet,  so  erkennt  man,  dass  jede  auf  einem  Rotations- 
tar  liegende  Schraubenlinie  durch  Strahlen  eines  linearen  Complexos 
r  Nullsyttens  ersougt  werden  kann,  weswegen  der  soeben  aus- 
laproohen«!  Salz    von   jeder    einem    Rotatio  nscy  lin  der    auf- 


cliTiebG 


1  Schrau 


nlii 


gilt. 


Denken  wir  uns  eine  solche  Schraubeulinie  nebst  detn  mit  ihr  zugleich 

Hinten  NuUsystem.    Eine  Ebene  n  schneide  die  Schranhenlinie,  und  iu 

ifelinit()iankten   werden  die  Schwingiingsebencn  derselben  construirt, 

in  iIbui  Nullsystom  nach  dein  soeben  Bewiesenen  Bnglei<.'h  die  Polar* 

^chniu^unkte  sind,  also  sich  in  dem  Pule  der  Ebene  n,  der 


ilareb  J,  paralWI  lU  /  gezogene  Gemde  f,  entsprecbeo.  Dreht  sich  l  um  n, 
iihD«  leine  EDtfernung  von  ihr  uod  seioen  Winkel  mit  ihr  su  Hnilem,  so 
fciifgt  sich  (  als  Tangente  nm  einen  Kreis,  nnd  /,  bosclireibt  einen  Kora- 
ligRikegel,  dessen  Strahlen  mit  n  denselben  Winkel  hilrten  wio /.  Nennen 
»ir «  die  küneste  Entfernnng  von  l  und  n,  nnd  a  den  Winkel,  welchen  /  mit 
«iildet,  so  geht  mit  Rücksicht  anf  das  Nttchstvorhergeliende  der  Satz  hervor: 

Für  alle  Sirahlen  des  linearen  Strs  h  len  com  plexes  ist 
in  Prodact  a.  longa  on  veränderlich  (n.  a.  0.).      Und  : 

lat  die  Haoptlinie  eines  linearen  Strahlencomplezesiind 
ditiCoDStante,  velchero.  liitiga  gleich  ist,  gegeben,  so  ist  der 
Stnblencomples  vollkommen  bestimmt  (n.  a.  0.). 

tut  A  die  Ganghöhe  einer  Schraubenlinie,  u  der  Winkel,  den  ihre  Tan- 
pnte  mit  der  Ase  des  Schraubenejlinders  bildet,  und  a  der  Radius  dieses 
2an 
tangtt 
ifitcin  bestimmende   Coastanle  =2c,    so    lisben    wir  nach    dem    Obigen 

Jit  UelsEinu  a  .lang 0=^2 e.    Durch  Elimination  von  a  folgt  /n=i —    oder 


Cjlibders,  so  besteht  die  Gleichung  A  = 


Setzen  \ 


a  Null. 


,  d.  h. : 


Nulls, 


dem  Qu 


altener 
nitt  de 


raubengn 


Schrauban- 
Schrsnhen- 
onstant  (vgl. 


iT  verschieben  wir  es 
tngleich  ,  so  wird  ein 
entweder  sieb  drehen 


FQr   alle    In 

lisisD  ist  der  Qnotient  a 

ejltnders   nnd   der  Höbe  dei 

Ulfe,  diese  Zeitschrift,  Bd.  l&). 

Dtefaen  wir  das  Nnllsystem  nm  die  Uauptlinie  oi 
h  ^er  KicblUDg  der  Uauptlinie  oder  thun  wir  Beides 
Strahl  I  nm  den  ihm  zakommemten  Uotatianscjlinder 
■d*r  an  ihm  entlang  gleiten  oder  Beides  zugleich  thnn,  auf  jeden  Fall  aber 
die  Ltge  eines  andern  Strahles  des  ursprünglichen  Nnllaystems  annehmen, 
(»  das*  also  die  beschriebene  Bewegung  das  Nnltsystem  nur 
ia  lieh  seihst  übergehen  Ifiasi  (Reye,  Journal  f.  d.  r.  n.  k.  U., 
Bud  M). 

33,  Eiii  Slrahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Classe  liege  gegeben 
vnr.  Binem  Punkte  S,  der  anf  dem  Strahl  s  desselben  liegt,  weisen  wir  eine 
dordt  I  grhende  Ebene  a,  als  entsprechende  zn,  so  ist  dadurch,  wie  oben 
(30)  lie«riesen,  jeder  Ebene  des  Räume»  ein  in  derselben  liegender  Punkt 
■(Mrdnel  und  ein  linearer  Strahlencomplex  bestimmt,  zu  dessen  Sirahlen 
iBiiHlIicbe  Strebten  dos  Strahlensystems  gehören.  Der  nnendlich  Teruea 
lli«i»e  enUpreche  der  Funkt  V.  Legen  wir  eine  Ebene  senkrecht  zur  Rich- 
ing  dfr  Geraden,  welche  den  Punkt  0  im  Unendlichen  enthalten,  so 
£La«idel  dieselbe  auT  der  unendlich  fernen  Bi>ene  eine  Gerade  n,  aus, 
ma  «ntaprechende  in  dem  Nullsystem.  welches  durch  den  linearen  Com- 
[ei  mit  gegrben  tst,  die  sogenannte  Hanptlinie  n  des  Complenes  ixt  Dttd 


senkrecht  steht  aur  nlleu  ätifihlei)  i]ns  •Strftblenüyoleiun,  woiclie  sie  GChnC 
ilf^n.    Dpqu  diese  ätrRhlen  sind  ja  «tich  Strnhipu  des  Cnmplej 
Strahlen  desselben,  wekbe  tlit>  Uaupilinie  schneiden,  stehen  nnf  derselb« 
Bonkrecbi. 

Lasseo  wir  aunmebr  den  Punkt  S  das  gernde  Gebilde  s  darchlanfe 
linlteD  aber  die  Ebene  a,  fest,  so  wird  «och  17  ein  onendlich  Ternes  gersd 
Gebilde  u  beschreiben,  dessen  Triiger  der  einzige  im  Unendlichen  gclegei 
Strahl  des  Strahl ens^ftems  ist.     Die  Gerade  ri  wird  sieb  parallel  an  di 
Ebenen  bewegen,  welche  die  Gerade  u  entbaltea,  und  nacheinander  al 
Paukte  des  geraden  Gebildes  u  projiciren.    Insofern  jede  Gerada  n,  in  etni 
Ebene  liegt,  welche  senkrecht  ist  zo  der  lugebörigen  n,  werden  Bämtnlliol 
Geraden    n,    von  einem  EbeDenbUschel    erster  Ordnung   projicirt   werde 
dessen  Axe  nach  dem  unendlich  fernen  Tunkte  gerichtet  ist,  welchen 
Geraden  n,   gemein  haben.    Dnrcb  diesen  funkt  gebt  ein  i-ollkonimen 
atimniter  Sirahl  v  des  Strahlensyslems,  welcher,  da  er  alle  n,  schneidet,  a 
alle  n  schneiden  muss.    Die  Kichtang  von  v  ist  allen  den  Ebenen  gemei: 
welche   anf  den  Uanptlinien   n   senkrecht   stehen,    daher  echneidel 
aammtliche  Uaupllinien  senkr 

Greifen  wir  eine  beliebige  Hanptlinie  >j  heraus  nnd  legen  dnrcb  di( 
selbe  eine  Ebene  v  senkrecht  zu  dem  Strahle  p.  Die  unendlich  ferne  Ebei 
nnd  »  werden  dorcb  das  Strahlen  System  collinear  anfeinander  beEognn , 
daas  jeder  Geraden,  welche  dem  Büschel  der  Geraden  n,  angehört,  ein  Le 
strahl  der  Rcgelschasr  entspricht,  deren  Strshlen  n,  schneiden.  Der  ßUacln 
dieser  Lcitstrahlen  hat  den  Punkt  v'v,  welchen  wir  N  nennen  wollen, 
Mittelpunkt.  Bezeichnen  wir  noch  den  unendlich  fernen  Punkt  von  v  mit  TV, 
«to  kiinnen  wir  karz  sagen:  Uie  Stiahlenbilschcl  N  und  iV,  sind  projectivisc 
in  Ansehung  der  Strahlen,  welche  Leitsirahlen  derselben  Regelscliaar  üt 


StrahlenKyslenis  sind.     Seien    r',   nnd    n' 

Strahlen  dieser  Büschel.    Weisen  wir  jedei 

welche  «nf  der  n,  projicirenden  Ebene  V' 

wir  einen  Ebenonbüschel,   welcher  auf  di 

büschel    H,,    also   auch   zum   Strahlenbiisi 

biisehel  ausschneidet.    Dieser  ist  mit  ?/  c 

dem  Strahle  n'  von  N  entspricht,  wollen  v 

telpunkt  des  Bübchels  bezeichnen,  so  dsts 

Punkt  bezeichnen.     Erinnern    wir  uns,  i 

bbschels  JV  eine  der  Haupllinien    ist  und 

welche  den  ihm  entsprechenden  Strahl  ii, 

dem  entsprechenden  Strahl  m  des  Büschels  M  sasaininen.    Haben  aber  zwi 

in  derselben  Ebene  befindliche  concontrische  Sliahlenbuschel,  welche 

jectivisch  sind,  so  wie  M  nod  fi\  einen  Strahl  in(n)  entsprechen'l  getneii 

müsseo   sie  noch  einen  aweiten  hi°(»'')  entsprechend  gemein  haben.     Nq| 

aber  ist  ri"  ein  Leilütrahl  der  Hegelschaar,  deren  Strahlet 


ein  Paar  entsprechend! 

len  »',  die  Eheni 

^nkrecht  sieht,  so  erbalt« 
er  Ebene  v  einen  znm  Str&hlci 
ihel  A'  projectivischeu  Strahtsi 
oncentrisch;  den  Sirahl, 
fir  m  nennen  und  mit  M  den  MI 
also  iU  und  iV  rünmlieb  denselbf 
iass  der  Strahl  a  dos  Strahle! 
senkrecht  steht  anf  der  Ebet 
von  N,  projicirt.    Also  rüllt  H  u 


tofltitb  (mla  n")  «enkrecbt  Auf  dor  Ebene,  welche  n,°  projicirt;  mithin  Ut 
y  ein«  Hanptlinie,  und  wir  erkennen,  ilass  eind  Ebene,  w«1che 
itoktccht  an  v  ixt  und  eine  Uaiiptlinie  enthalt,  noch  eine 
tvoile  lolcbe  entbalton  ina^s,  oder,  mit  anderen  Worten:  dasa 
iji«  Haoptlinien  sich  iiaarweiae  schneiden. 

Utt  ein  Strahlcnsystcm  eine  seiner  Axen  im  UneodHuhen,  und  denkt 
Bin  filae  Gerade  n  senkrecht  zu  den  parallelen  Ebenen,  welche  durch  diese 
Aie  gehen,  so  oraoiigt  »  als  Leitatrahl  eine  Uegelschaar.  deren  Strahlen 
kiTTorgeben,  indem  man  in  jeder  der  erwähnten  pHralleltfn  Ebenen  die 
Fiskte  verbindet,  welcbe  von  n  und  der  Axe  im  Endlichen  nnsgescbnitten 
ttrdiD,  Da  II  flfakrei^ht  t^teht  auf  den  Strahlen  dieser  Regelsclmar,  ao  iat 
iteKioe  Hanptlinie.  I'asHen  wir  dax  Vorstehende  mit  Herrn  Rpje'a  Wor- 
1«D  (t.  a.  O.)  znBnmmen. 

Zn  einem  Strahlen  System  5  erster  Ordnung  and  erster 
Cltne  können  anendlich  viele  Hanptlinien  constmirt  wer- 
itit,i.  h.  Gerade,  welche  auf  allen  sie  schneidenden  Strahlen 
»a  S  lenkrecht  stcben.  Jede  derselben  ist  die  Hauptlinie 
einet  durch  S  gehende  rilinearen  ComplexcB,and  ibr  Abstand 
«maiDem  beliebigen  Strahles  den  Systems,  mnlliplicirtmil 
'er  Tangente  ibres  mit  s  gebildeten  Neigungswinkel  s  ,  iat 
«tDilinl  (32).  Diese  Hanptlinien  schneiden  sich  paarweise 
■  tJ  «erden  sämmtlich  von  einem  bestimmten  Strahle  des 
Sjit«!»*  S  rechtwinklig  geschnitten.  Jedoch  in  dem  boson- 
!■>■  Falle,  in  welchem  das  System  eine  unendlich  ferne 
Aia  II  hat,  ist  jede  Oerade,  welche  aaf  den  durcb  u  gehen- 
d«a  Ebeoen  senkrecht  steht,  eine  Hanptlinie  von  S. 

34.  Die  Uauptlinien  n  sind  offenbar  die  Emengenden  einer  FlXofae, 
laKn  Ordnung  wir  ermitteln  wolleu.  Untersuchen  wir  kii  diesem  Zwecke, 
vlavinte  der  Ocradon  «  von  einer  vollkommen  bnliebigen  Geraden  g  des 
laKoBs  getroffen  werden  können,  denn  in  ebenso  vielen  Punklou  wird  g 
\m  T«m  den  Unnptlinien  erzeugte  Fläche  schneiden,  tn  jedem  der  Null- 
jalene  (linearen  Sirahlencomplexe),  welchen  dfis  gegebene  Strahlen- 
fHva  «r*ler  Urdnung  nnd  erster  Clsase  angehört,  entspiicht  der  als  fesi 
»dacbteu  Ooi'aden  g  eine  beslimmio  Gerade  g,,  welche,  wenn  g  die  Hanpt- 
Inie  »  de«  NallBy»tams  schneidet,  die  der  letzteren  entsprechende  Gerade 
I  Üb  Unendlichen  schneiden  muss.  Suchen  wir  also  die  sämmilichen  einer 
l»l«n  Geraden  g  iu  allen  Nullaystemen,  die  das  gegebene  Strahlensyatem 
llbalifB,  i'ntKprecbenden  Geraden  g,  und  ermitteln,  »ie  oft  es  vorkommt, 
U>  eine  dm  lotzteten  die  demselben  Nnllsybtom  nngehörige  Gerade  m, 
tfaneidrt.  und  wir  werden  die  Ordnungszabt  der  Flnche  der  liaupllinien 
haitca.  In  Nr.  14  aber  ist  gezeigt  worden,  dass  die  Geraden  g,  eine  Uegel- 
Juac  etfltUun,  «clclin  priyectiviscb  ist  za  dem  Eboneablischel,  welchen  die 


PoUrebeue  eines  festen  Punktes  besclireibl,  nUo  aocb  prnjeclivUcb  sn  den 
geraden  Gebilde  u,  welches  der  Pol  0  der  Ebene  im  Unendlichen  darcb- 
Hüft,  Zu  dem  geraden  Gebilde  ii  ist,  wie  wir  wissen,  projeetiTisch  di 
BUscbel  der  Geraden  r;,,  also  ist  zu  allerletzt  die  ßegelscb&ar  der  Ger«d« 
g,  projeclivisch  zu  deto  Biischel  der  Geraden  n,.  Wenn  nun  die  feate  G* 
rade  g  —  von  der  die  Strahlen  des  Strahlensystetiis  nuslanfen,  welche  di 
Kegelschaar  bilden,  deren  Leitschaar  die  Schaar  der  Geraden  j;,  iA  —  dt 
Strahl  u  im  UneDdlicben  nicht  schneidet,  so  wird  die  Uegelschaar  der  Q 
raden  g,  die  Ebene  im  Unendüchen  in  einer  zom  ßUschel  der  Gersden 
projectivischen  Carve  zweiter  Ordnung  schneiden,  von  welcher  nach 
bekannten  Satze  hücbatens  drei,  mindestens  aber  ein  Punkt  aaf  den  «fl 
sprechenden  Strahlen  des  Büschels  n,  liegen.  Schneidet  g  die  Gerade 
mit  ein  Strahl  der  Regelschaar  g,  ganz  in  die  nnendlich  ferne  Eben 
wJthrend  die  übrigen  Sirahlen  nur  ihren  auf»  gelegenen  Punkt  mit  dina 
Ebene  gemein  haben.  Auch  in  diesem  Falle  erkennt  man  sofort,  dass  bS«i 
Sien«  drei,  mindestens  aber  ein  Strahl  der  Regelschaar  g,  die  entspreche 
den  Geradon  »,  treffen.  Die  von  den  Hauptlinien  n  eraet 
FUcbe  ist  als»  ron  der  dritten  Ordnung.  Leicht  wird 
erkannt,  dass  diese  FlJicbe  in  dem  Strahle  c  eich  selbst  scbae 
det  und  die  Gerade  u  im  Unendlichen  gans  enthüll. 

35.  Denken  wir  uns  irgend  eine  Regelschaar  nnd  cnnttruiren  za  xwat 
beliebigen  Strahlen  l  und  m  derselben  die  Linie  des  kürzesten  Abatandca  Mj 
Bin  beliebiger  driller  Strahl  der  Schaar  sei  p.  Dann  bestimmen  »  »\» 
Hauptlioie  nnd  p  als  Sfrabl  ein  Nullsystem,  welchem  auch  I  nnd  m  i 
Strahlen  angehüren,  da  sie  senkrecht  stehen  auf  n.  Alicr  diesem  NnlltyateiM 
geliüren  alle  Strahlen  der  Regelachaar  als  Strahlen  an.  Denn  ziehen  wir 
eine  Gerade  g,  welche  l,m,  p  schneidet ,  so  muss  die  derselben  im  NuU- 
syslem  zugeordnete  Gerade  g,  auch  (,  m,  p  schneiden.  Nnn  aber  schoeiden. 
alle  Strahlen  der  Regelschaar  sowohl  g  als  g,,  weswegen  sie  Slrableo  Awa 
Nullsyslems  sind,  dn  alle  Gerade,  welche  zwei  zugeordnete  Gerade  des  NuU- 
aystems  schneiden,  Strahlen  desiielben  sind.  Sind  demnach  n  nnd  «)  div , 
AbalKnde  von  irgend  zwei  Strahlen  der  Regelschaar  von  n  nnd  n,  at,  iit 
Winkel,  welchü  sie  mit  n  bilden,  so  ist  nach  dem  Früheren  (32): 
a.langa-=a,  .taiiya,  =  const. 

Durah  das  Niillsystem  werden  die  Strahlen  der  LciUcbaat  der  Regel« 
schaar  involutorisch  gepaart.  Die  Linie  des  kürzesten  Abstandes  zwisctu 
n  und  irgend  einem  Strahle  der  Leitschaar  musa  daher  den  zageurdneti 
Strahl  der  Leitschaar  rechtwinklig  schneiden,  so  das»  di>-  Slrabl« 
dert^eitschaar  paarweise  mit  n  auf  gleichseitigen  Parab 
luiden   liegen{a.  a.  O.). 


vra. 

ir  die  BerechntiDg  des  wahrBCheinlichen  FeblerB  einer 
endlichen  Zahl  von  Beobachtungen. 


R  Ä.  Mees, 

Profe-isor  der  Phynik  an  der  Uiiivei 


Wir  bekannt  ist,  kann  m«n  bei  dor  Bei-ecbnang  Aes  wahracheinlichi^n 
P«Unr«  einer  Rftihe  von  Iteobncbtnngon  nach  rlpr  Slotbode  der  klptnitlpn 
Quadrat«  ihn  iibleiten  aus  der  Summe  irgpnd  einer  Potena  der  begangenen 
Fahler.  Nur  in  diesem  Falle  bekommt  man  aber  aiir  diese  Weise  den 
{«iwveii  Werth,  wenn  die  Änznhl  der  Beobacbtnngen  sehr  gross,  eigetillJch 
mmidlich  grosa  ist,  weil  dann  die  Fehler  verschiedener  Oröase  gerade  in 
im  Wri«!  vorkommen,  wie  bei  der  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten 
Qaailtate  vorausgOBelxl  wird.  In  diesem  Falle  ist  es  bintiichtlicli  der  G«- 
uni^knit  des  berechneten  Wertliea  dos  wahrscheinlichen  Fehlers  gnn« 
jcirichgtitig ,  welche  Polenu  der  liegnngeneu  Fehler  bei  der  Berechnung 
heanUl  wird. 

Im  Allgeiueiiien  giebt  diese  Methode  nicht  mehr  den  genauen  Werth, 
•ondrrii  nnr  einen  Nitherungawerth,  wenn  die  Zahl  der  Beobachtungen  eine 
endlicli«  int,  lind  verdient  der  Wertli,  den  man  alsdauu  bekommt,  desto 
wraiger  Zutrauen,  je  kleiner  jene  Zahl  ist,  Gauss  hat  gezeigt,*  dasR  man 
ia  diflHSRi  Falle  nicht  durch  jede  Potenz  der  begaugetien  Fehler  den  glei 
cImd  Grad  der  Annäherung  bei  der  Bcvochnung  erreicht,  und  dass  der 
trabnelieinliche  Fehler  sich  dnnn  am  Vorthellbariosten  aus  den  Quadraten 
6vT  Fehler  finden  lüsst.  Dieser  Beweis  findet  sich  auch  bei  Encke** 
oimI    io    mehreren    anderen  Werken    über   diesen    Gegenstand,    ii.  A.    bei 


•  Z«inclirirt  nir  Aatronoiuie,  von  Q.  v.  Lindeonii  nnd  J.  G.  F.  ßolmeober- 
rar.  I.BanJ,  llett  für  Muri  und  April  1816;  oder  Onass- Werke,  4.  Hand,  8.  It.l 
WallQ. 

••  B«rl>n«r  Astronomisches  JiOirbiicb  für  1831,  8,  28n-29-). 
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Sawiteich*.  Dsa  Work  dea  Letiteren  bemilse  ich  als  Leitfaden  bei  meinet 
Vorlesungen  über  die  Hetbüde  der  klBitisti-n  (jtindrflte  ftn  der  tiiesigen  ün 
vorsität.  Jedcsninl,  wenn  iab  diesen  Ganss'aclien  Beweis  vortrug,  wnrd« 
meine  AnCmerksfiinbeit  anf  etwHs  h^hlerhaftes  giilenkt,  dai«  dem  Beweine 
Anhaftet,  nnd  schnn  vor  längerer  Zeit  ibcille  icli  meinen  Zuhörern  dnn 
achwacbon  Punkt  mit,  den  ich  darin  xn  entdecken  meinte. 

Die  BewciHführuug  von  Gnuss  ist  nSmlicb  die  folgende.  Bfti  der 
rechnnng  des  wabrscheinlichen  Fehlers  niis  dem  mittleren  Werthe  der 
Hulenxen  der  begangenen  Fehler  einer  endlichen  Zahl  von  Beobachtungen 
setzt  man  in  der  Formel  diesen  mittleren  Werth  atnlt  desjenigen,  welcbeii 
man  ethnlten  halte,  wenn  die  Fehler  gerade  in  der  Weise  vorgekoinnn 
wnren,  trie  es  die  WftbrscbcinHchkeitarunciion  ffir  die  Fehler  verschiedener 
Ortisae  vorauasetst.  Daher  begeht  man  einen  Fehler  in  jenem  mittleren 
Weithe  der  in""  Potenzen;  Gauss  inclil  den  mittleren  Wertb  des  Quadra- 
tes dieHes  Fehlere  nnd  berechnet  ans  diesem  den  walirscheinltchen  Fehler 
des  arithmetischen  Mittels  nus  den  in""  Potenzen.  Aus  diesem  findet  er 
sodann  den  w^hrscheinliciien  Fehler  des  wahrscheinlichen  Fehlers  der  Bb- 
obachlungen  fflr  den  Fall,  dass  dieser  aus  den  m'"'  Pulenaen  bernobnel  ist. 
Kr  kommt  nuf  diese  Weise  zum  Schlüsse,  dnss  der  berechnete  Wertb  des 
wahrscheinlichen  Fehlers  der  Beobacbtnngeu  den  kleinsten  wahrachoin- 
lieben  Fehler  hat,  wenn  man  ihn  aas  den  Fehlcrquadraten  ableitet.  Würde 
man  eluen  gleich  zaverlSsMgen  Werth  des  wahrscbotnlicben  Fehle»  «tu 
den  ersten,  zweiten,  dritten,  vierten,  fünften,  sechsten  Potenzen  der  Fehler 
ftbleitcn  wollen ,  dann  brnncht  man  dnzu  nach  der  Gaasa'schen  Rechnung 
resp.  1 14,  100,  109,  133,  178,  251  Beobachtungen.  Die  zweiten  Potenzen  liefern 
daher  den  suTerlässigeten  Wertb. 

Dieser  Schluss  ist,  wie  es  mir  scheint,  nicht  durch  dns  Vorhergebende 
gerechtfertigt.  Weshalb  musa  bei  der  Berecbnung  des  wahrscheinlichen 
Fehlers,  der  in  dem  theoretischen  Mittel  aus  den  ni'"'  Potenzen  der  Fehler 
KU  erwarten  iat,  wenn  man  slAtt  dessen  das  Mittel  nimmt  aus  den  m"''PolenKen 
der  Fehler  einer  endlichen  ZM  von  Beohachtnngen,  gerade  die  Formel  be- 
nntzt  werden,  welche  diesen  Fehler  aus  dem  mittleren  Werthe  der  «weiten 
Potenzen  «bloitet?  Wenn  dies  gelhan  wird,  setzt  man  dann  nicht  wesentlich 
a  priori  vorans,  dass  diese  Berechnnngsart  des  wahrscheinlichen  Fehlers 
die  gennnnte  ist?  Man  könnte  mit  gleichem  Jleehle  den  mittleren  Worth 
der  dritten  Potenzen  des  Fehlers  berechnen  und  aus  diesem  den  wahrschi 
liehen  Fehler  «bleilen.  .Sehen  wir.  zu  welchem  Schlüsse  dies  uns  führen  wird. 

Seien  id,,  dt,  ^,,    ,.  jän  die  begangenen  Fehler  hei  >i  Beobachtangeo, 

Sm  —  'ifif{d)^riJ  dns  Mitlei   aas   den    t«""    Potenzen    der    Fohler   bei 


'   A.  ««wiincli.    Dio  AnwRi>aiing    der  Wnhrschiiiilirljktilitln-t 
b  baarhalt«!  von  C.  U,  Lnii,  )f  Ifl,  S.12  -4&. 
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.eioer  ooeDdlichen  Zahl  von  Beobachtnngen,  Om  =  ~  dasselbe  für  unsere 

II  Bi>ob«chtungeD.  Für  eine  Shmme  ähnlicher  Gliedoi*  werden  wir  der  Be- 
qoemlichkeit  wegen  nur  ein  Glied  derselben  zwischen  eckigen  Klammern 
schreiben. 

Setzt  man  Om  statt  S^^  so  wird  ein  Fehler  begangen: 

W  =  (lOT  —  ^m» 

Die  dritte  Potenz  von  o>  Ist 

Dür  mittlere  Werth  von  ca'  oder  o».'  —  denn  wir  werden  nach  einer  üblichen 
Schreibweise  den  mittleren  Werth  einer  Grösse  durch  einen  horizontalen 
Strich  über  die  Grösse  andeuten  —  ist 


Es  ist  aber 


w  «• 


n*  n*  n' 


tz^'"]  =  »S3,, 


folglieb 


Auf  gleiche  Weise  findet  sich 


sod 


00,  =  =  Ofn' 


Setsen  wir  diese  Werthe  von  o'mi  o*m  und  a^  in  die  Formel  für  o>',  so 
erfaalten  wir 

—  \  tr              w'               yr  / 
aod  • 

Mcige  ^M  der  wahrscheinliche  Fehler  sein,  der  in  Sm  zn  erwarten  ist, 

weoD  man  Cm  statt  S^  nimmt,  so  ist 

10* 


^^^  ~ 

'^^^^^^^^■^^^H 

1          148          üebe 

die  Berecfannn^  dei 

wainchtmlitbon  FeMm  «c      ^^H 

b'^^' 

P  „  =  „„,.= 

*f^. 

"     ^^^^ 

^?^fc-'S--+«'    ^H 

wenn  für  die  Z«hl  0.ß77l9  der  Buchstabe  «r  gesetst  wird.                       ^^^| 

Der  wnlifE 

cheinliche  Wertli  vo 

n  S„  ht  Mglicbn.''              ^^H 

Sel.rwbweiflfi 

^^^^H 

e»  + 

9«.    o'l'' 

'-('±M)'          ■ 

nnd  der  vou  y/ 

« 

H 

odor  angenSberl 

r«-:(.±-r.                 g 

?■-('*;!; 

■3" 

1«                     ^H 

AuH  ilf  m  1 

pkannten  AuNiJrQcko 

^1 

■Si. 

^^^H 

S"a-~ 

lias. 

^^^^1 

■ 

S,.+. 

II.3.S.4                                                                .'K-hfl 

■ 

s.. 

(2«  +  1 

(■-■                                                       n..|,„rf 

1 

lohL.  Kobk 

itnd  folglicl. 

l.;<  ,- 

irrten  PolüDaq 

.    uj  Li^iiaudelt  tind  e 

Mbrigelien.     ICb  sebein 

s, 

.' 

.liigumgettm,  dean  Jr 
::bi  nnerwXbnt  Iasspd,  «Im 

_»     s. 

"^~. 

•  •«*  4r  ailtleren  t>hleni  (M)  b» 

Nonnrn    w 

r    f--     I 

-*»M^  Wie  (4»)  seigt.  offenb-r  eü 

Hl.BfIpUet  «ns 

■  ■Mm  Form  dcR  t'eblerg«««!«« 

von  r„ 

•«  «rfeo.    Eine  geiiinore  Utiler» 

>;  =  0.84M&  0, 

0* 

,.  3»  SB  weit  rsbreti." 
.  ~«M«  Scblasse   kommt,    wie   ich, 
.Mb4lbH«lmerl  aii  der  Giltjgkvit 

■  r,  =  0,07-1 111  (   , 

-![*  «h  dieser  «US  der  nngofilbneil 
-~~«pMättnt  werden  kAUQ.    Der  An«^ 

r,  =  O.S77tO; 

r=n,r.-TTii. 

— 

.  ^avlrtm  Kchlcrwertlieii,  /t'  dxjeiiiM' 

^^ 

M 

fe      flH 

Uti^n  n,,  n,,  ri,  die  ZabI  der  BeobacUtuugea  si<m,  welctre  mau 
brancbt,  dkinit  der  wahrscbeiDlichu  Fehler  bei  der  Berccbuuug  muh  o,,  Of,  a. 
,leieb  geuau  sei ,  so  erhRlten  wir 

n,':n^' :  n^  =  42« :  lOOOO :  211*1 
Ader 

Die  BerecbnuDg  von  r  hon  i}pt\  erfltf^n  l'olenzen  der  Fehler  orgiobl  sich 
icr  fils  die  geaaue»te^  ein  gnnn  anderes  Kcsnltnt,  ala  das  Trühere.  HHtlen 
[lerechnuug  den  wahrHcheinUchen  l''ehlere  roii  r  eiuo  höhere  PnteuE 
:ron  w,  als  die  dritte,  beautzt,  so  würden  wir  walirscbeiolich  ein  wiedc 
«eichf'ndea  Resultat  erhalten  haben.  Welches  dieser  vemchiedenen  Kesul- 
%tt  d«s  richtige  ist,  Iflsst  sieb  nicbl  ohne  Hilfe  nnderor  Slltze  der  Wahj 
ebeinliclikeitatheorie  entscheiden,  wenn  man  nicht  einer  der  BerechnnogS' 
Tteu  dm  wahrscheinlichen  Fehlers  schon  a  priori  den  Vorzug  giebt.  Daas, 
renn  man  der  Berechnung  aus  den  aweiten  Potenzen  den  Vorzug  gegeben 
«t,  diese  sich  anch  wesentlich  als  die  genaueste  crgiebt,  während,  wenn 
un  der  Berechnung  ans  den  dritten  Potenzen  den  Vorzug  gegeben  hat, 
ii«tit  dien«,  sondern  die  BorecbnUBg  Rus  den  ersten  Potenzen  fUr  die  zuver- 
laaigstc  Uerechnangsarl  gefunden  wird,  nitige  vielleicht  dem  Satze,  daas 
li«  Ablpitung  AUS  den  zweiten  Potenzen  die  genaueste  ist,  einen  gowisaou 
ixmd  voD  Wahrscheinlichkeit  gehen-,  bewiesen  ist  dadurch  der  Sats  nicht. 
nTaa  von  Sawitsch  xum  Beweise  dieses  Satzes  angeführt  wird,  ist  min - 
lestans  un  vollständig. 

Man  kann  aber  die  Betrachtungen  von  Sawitsch  vervollständigen, 
reou  man  auf  andere  Weise  leeigt,  dase  der  wahrscbeiulichste  Werlb  des 
rahracbeinlichen  Fehlers  aus  den  Fehlerquadrnlen  gefunden  wird.  Gauss* 
t*t  fflr  diesen  Satz  einen  Beweis  geliefert,  welcher  auch  von  Eucke*'^ 
irwSluit  wird,  für  den  Fall,  dass  die  wirklieb  begungeneu  Fehler  einer 
mdlicheD  Zahl  von  Beobachtungen  genau  bekunnt  sind.  Der  Beweis  kauu 
ibcr  leicht  auf  den  Fall  nusgedehnl  werden,  wenn  man  nicht  die  wirklichen, 
loadero  nur  die  wahrscheinlichen  Werthe  des  Fehlers  kenut;  in  der  Formel 
W  die  Berechnung  des  wahrscheinlichen  Fehlere  aus  dem  mitllereu  Feliler- 
joailrate  braucht  alsdann  statt  des  nicht  bekannten  wahren  Wcrthes  nur 
lor  wahrscheinliche  Werth  dieses  mittleren  Fehlerquadrates  gesetzt  zu 
rvrdeti.  Gauss  dehnt  aber  seineu  Beweis  nicht  anf  diesen  Fall  aus,  obgleich 
IT  «Bell  dnflir  giltig  ist,  wie  Encke  eingesehen  zu  haben  scbcint. 

Beide,  Gauss  und  Encke,  lassen  wenige  Seileu  weiter  auf  diesen 
l«w«i«  die  von  mir  betrachtete  Beweisführung  folgen,  dass,  wenn  nur  die 

•  /.«.in  Dans«'  Werke,  S.  Hl,  und  in  der  Zcilsehr.  f,  Astronomie  a.  a.  ». 
**  r.  p.  8.  37U  — 280.     Audi  boi  BrUnuow,  Lebrbncli  der  ■|>hSrisehen  Astro- 
laai«,  2.AD*g.,  8.  ä<>,  ond  boi  Klinkerfues,  Tlieorelisohe  Aetronomie ,  B.351, 
i^.aick  dl«  er  B«weii. 
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wahrsebeialicbeu  Wcrihe  der  Fehlet  bekannt  siad,  bei  «iocr  eadlicben  Zabl 
vop  liettlnuklDiiguH  Jor  wabracheiulicbe  Fublor  aiuh  geuan  finden  IILsHt  a 
der  zweiten,  also  aus  joder  andern  Polens  der  Fehler.  Sic  geben  dies« 
leutore  Uewniasit  für  eineu  ganz  üclbstständigeu  Beweis  und  bringen  dia 
beiden  Beweise  gar  nicht  tnitejuander  in  Vcrbiuilnng.  Diett,  glaube  ich,  ist 
unrichtig.  Der  leUlore  Boweia  von  Gaus»  ist  kein  Beweis,  der  ersten 
wohl.  Uat  uiBu  aber  vurher  auf  die  erütcre  Weise  hewiesou,  dass  tief 
wahiBchoinlicho  Wcrlh  des  wabrecbeinlichoa  Fehlers  der  ist,  welclier  aiu 
den  Feblorquadraten  abgeleitet  wird,  and  wird  aUdaun  gefunden,  ditsa, 
wenn  mau  zur  BeurlLeilnng  der  Gonanigkcit  der  Suaiuo  der  m'"'  Fehler- 
polenzen  den  mittleren  Wertb  der  zweiten  Potenz  dea  Fehlers  dieser  Suinro« 
benutzt,  derjenige  Werth  des  wahrscLoiuliebeu  Fehlers  der  Boobacblnngea 
sieb  als  der  genaueste  crgiebt,  welcher  aus  den  Fehler  Quadraten  ahgcleitot 
ist,  DO  ist  diese  letztere  Bowoislührung  kein  neuer  Beweis  den  Salzes,  hou- 
deru  nar  eine  Bcstätignug  desselben;  denn  in  der  zweiten  Beweisführung 
benutzt  man  den  duruh  die  eratere  schon  bewiesenen  Satz, 
atätignng  der  Kichtigkoit  dos  Sattes  hat  diese  letztere  Betrachtung  VVeclh] 
aber  sie  für  oiueu  aelbstsländigen  Beweis  anzugeben,  ist  nicht  erlaubt. 

Auch  in  einem  Buche  von  Elelmert*,  das  mir  vor  Kurzem  zu  Gesiebt 
kam,  findet  sieb  derselbe  Fehler,  wie  bei  Sawitsch.  Auch  Uclmorl 
bewoisi  auf  die  zweite  Gauss'scho  Art,  ilass  der  wahrscheinliche  Fefal^ 
sich  geunaer  berechnen  iKsst  aus  den  zweiten,  als  aus  den  ersten  PoteDxea 
der  Fehler;  die  höheren  Potenzen  werden  nicht  von  ihm  behandelt  und  6^ 
spricht  über  die  Berechnung  ans  diesen  nur  im  Vorbeigehen.  Es  schein 
aber,  dass  Helmert  selbst  die  Beweisführung  nicht  gans  gefSUl,  deon  t 
einer  Note  auf  S.  20  sagt  er:  „Wir  können  hier  nicht  unerwähnt  lassen,  dai 
eine  strengere  [JnteisnchnDg  erst  feststellen  müsste,  ob  man  die  Gettani^ 
keit  der  Berechnung  von  0  und  f(**  nach  den  mittleren  Fehlern  (H)  h» 
urtheilen  darf.  Denn  die  Fehler  in  S„  befolgen,  wie  (4*)  zeigt,  offenbar  el| 
GeaetK,  welches  von  der  in  S  3, 1  angenommenen  Form  des  FeblergesetMl 
abweicht,  so  dass  (8)  nnd  (0)  jenes  Paragraphen  nicht  aumiltelbar  auf  d«i 
jetzt  vorliegenden  Fall  Hbertragen  werden  dUifen.  Eine  genanere  Unter 
snchnng,  die  nicht  einfach  aasfAllt,  würde  uns  zu  weit  fahren." 

Obgleich  Helmort  zu  einem  ähnlichen  Scblnase  kommt,  wie  ic! 
glaube  ich  jedoch,  dass  dem  Grunde,  weshalb  Helmert  an  der  Giltigk« 
des  G  auBs'schen  Beweises  zweifelt,  soweit  sich  dieser  aus  der  angefUhrK 
Note  schliessen  lässt,  nicht  von  mir  beigestimmt  werden  kann,     Uer  Aa 


*  F.  R.  Helmert,  Uie  AnsgleicbuiigBreclinutig  iinch  dor  Methode  der  faleinsl 
Quadrate,  8.21—20. 

*■  fr  ist  Ana  arithmetisclie  Hiltel  aus  den  absolnten  FehlErwertEicn,  /t*  daijeni 
«ua  den  Feblerquadriitttii. 


■.  U    A.  Ml, 


drack(i*],  wovon  Lei  Helniert  <tie  Hedu  iot,  * 
Vci»  ibgel«itut.  Seist  :iiaii  für  S„  das  aritli 
PoMuxn  der  t'eliler  oder  a«,  su  tiageht  mau 

Quillt»  \A 

'  +  J.'+^.'  +  ...  +  ^: 


(,.-».).=  (-i+ 


--)■ 


Jiiffw  J  kaiiu  alle  Wortlio  NiiurliiiKüi  awiscUon  Null  und  ilet 
GchMi  fforllK*  eioes  FcIiIpfb,  Jeu  JIelni(>ii  mit  (i  boüsickuet. 
quulrit  von  S^  schwankt  dabur  xwisclicu 

{rt"-«™)'  nnd  S\, 
wclcbe  GreuEnille  ciulroten  Tür 


I  grosstiniij;- 
Datt  Febler- 


•  iri  di'i 


ihI,  tiiiil  aul'  diesen 
unj;  irrigen  ScLluss. 


d,  ■=  ij,  ^..,^  a,  resp,  A 

■  Aubdruck  (4*),   worauf  Ilel 

uirt  «r  ilou  in  der  Nnte  untjefUlirten,  nacli 

Ti«  kommt  or  in  jenpu  Sclilnsst! '/  Das  ist  mir  unlielcannt.    Dieser  Auudruck 

I*)  scigt  gar  nicbt  offeutiar  an,  dasb  die  Vfirtbnilung  der  Fehler  Ju  S„  noth- 

vendig  ciuo  nnderi*  sein  rnuss,  als  in  der  WahrBclieiniiililtöitsrecbnnng  au- 

wird.    Uiu  meine  Meinung  lu  begründen,  ^^erde  icb  aber  vorbor 

I  Ausdruck  (4*)   in    besserer  Furm  scbruiben.      Die  Form  dieses  Ann 

drvekfw,   wie  tie  von  Uelmert  |j;Fgehen  wird,  ist  nämlich  verkebrl  und 

[Aoale  den  Leser  leicht  itre  fUiiren.    Dnrcb  sie  sollte  man  tueiuen  können, 

ksM  «iu  Wvrth  des  Feblerquatirnts  gleich  Null  nicbt  vorkommen  könute, 

kau  dor  Wirrth  Null  liegt  susserhalb  der  angegebenen  Grenzen;  und  wate 

Umm  dor  Fall,  so    würden  wesentlii-b  die  Fehler  iu  S„  ein  gans  anderes 

Beweis   befolgen,  als  in  der  Wahrscheiuliubkcitsriubuung  für  das  Vorkom- 


Euen  d«i  Frbler  angenommen  wird;  deut 
JerFcibW  Null  derjenige,  dessen  Wahrsch« 
[>ifl  üretiseu  für  das  Febleiijuadrat 
Ilelmort  angegcboneu ,  sondern  dii 

[a'*—S„y  und  0, 
wlcbe  Oronsrxile  eiutreten  für 


lach  diesem  Geselxe  ist  gerade 
liubkeit  deu  grossluti  Wertb  bat. 
un  S„  siud  nber  nicbt  die  y 
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indem  derjenige  Werth  von  - — -  die  kleinste  Wahrscheinlichkeit  hat,  wobei 

«  _ 

alle  begangenen  Fehler  J  gerade  den  grdsstmöglichen  Werth  a  besitzen, 
folglich  a"". 

Wäre  Helmert*8  Schluss  richtig,  so  würde  die  zweite  Gaass'zche 
Beweisführung  nicht  einmal  für  eine  Bestätigung  des  durch  Oauss*  ersten 
Beweis  gefundenen  Satzes  angesehen  werden  können,  indem  dies  wohl 
geschehen  darf,  wenn  die  Fehler  in  5«  das  in  der  Wahrscheinlichkeitstheorie 
angenommene  Gesetz  befolgen.  Dass  dies  Letztere  nicht  der  Fall  ist,  folgt 
aber  gar  nicht  offenbar  aus  dem  Ausdrucke  (4*)  von  Helmert,  wie  ich  zu 
zeigen  versucht  habe. 


Kleinere  Mittheilungen. 


lY.   Zur  Theorie  des  KegelsohnittbüsoheLi. 

Bei  der  gleichzeitigen  BetrachtUDg  von  zwei  ternären  quadratischen 
Formea  wird  man  auf  einige  Combinanten  geführt,  über  deren  geoinetritjcbe 
BedentoDg  and  gegenseitigen  Zusammenhang  die  folgende  Note  handelt. 

§  1.     Definitionen. 

Die  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  seien,  in  üebereinstimmung  mit 
der  ▼OD  Salmon-Fiedler  angewandten  Bezeicbnungsweise*,  dargestellt 

dsrch 

5=a„  d:/  +  2a,,  x,a:,  +  ... +  0,,  a:,*  =  0, 

Ä'^ a  „ ar/  +  2 a'„ar,  ar,  +  . . .  +  a  „ x,»  =  0. 
Die  Determinante  von  xS  +  XS'  setzen  wir 

md 

Bedeuten  femer  Jtk  und  .<^'f ^  die  Coefficienten  von  aa  Qud  a'^j^  in  den 
DeternuDmiiten  J  und  J'^  so  nehmen  wir  an 

-z:  =  4i  &•  +  2^„  J,  I,  + . . .  +  ^„  JA 

^=^ii{i  +  2i«  iilil,  +  •  ••  + -^  »als  » 
0  =  (a„  a'„  +  a„  a'„  —  2  a„  a'„)  £,* 


•  AoJiIjtUcke  Geometrie  der  Kegelschnitte ,  nachSalmon  frei  bearbeitet  von 
ricdUr.    «.Aufl.    1873. 


Ziebt  1 

ilen  ilurch  Jii-  Baden  S  und 
Gruu<l)]<uiklcii  Sirableu.  m 
liültnin»  bildru,    das  tjogei 


Heuba    KegitlsL-litiitie,    t'lir    welch«  di 
1    gogcbt'iios  L)i>p[telverlihltuiii«  bild< 

iueui  Puüklo  eiiipr  bentimiDtcu  Curvu  ii5-(-Jl*^= 
.S"  orKoagtPD  KegelHcliniltliüticliclK  naub  den  vii 
wecdcn  dicKO  letsUreu  eiu  gewistias  Üuppelvei 
«nulo  Doppclvurbilttuiijs  der  vier  Oruadpuukt 


für   deu  Kogolscboitl   xS  +  lSf=0.     Wclcbi> 


Bodiaguiii;   iiiush 

<rdci'    Lässt  mi 
.dpu, 


-  errcillei 


damit  ilflsbolbe  einer  gc.gcbencu  ZabI  s  gleicb  « 

kütlicb  wäbibarcij  Funkt  auf  xS  +  vl&''  mit  ciuc 

laenratlpii,  so  bcutübcu  die  vier  zu  hetracliteiideu  Stralilr;»  au»  dttr  T*ngeat 

vuD  itS+lS'  in  diesem  Grand)jaukle  niid  aus  den  drei  durch  deobelbs 

geti^udeii  Cicrndeu  de§  KegolNchnittbüiicbela.    Lfie  Zohl  i 

tiscb   wcrdi'u  mit  dem  Uoppnlverbältnisa  der  vier  Wuricln,  wclcbe  dien 

—  biqiiadrntiacbe  Gleicbnng 

bouilzl.  Du  dieses  Duppclverbnliiiisü  darcb  oiue  lineare  TraattfotlDktM 
uivbt  geüudert  wird,  so  knuii  tnao  vor  der  Beroubuuug  iu  fi((i,a)  .(xp  —  ii 
au  älello  vou  q  uud  a  sunHebst  die  ncacn  Veräadorlickeu  x  und  v  veruiüg 
der  Substilution  einfübrou 

und  erbJili  hierdurch 

G>(Kl).C(e.<l)(x?-i0)-!r'  +  |V7(Ki)ru'+'j(U)„'ii..« 
Ilodeulet    ferner    i— cov  eiueu  liiiOHicn   Factor   der  Klamiuergräa 
recbter  Uand  und  setzt  uiau 

I  —  o>v  =  ip, 
so  erbält  man  eine  Gleicbuug  der  Gestalt 

r[i'  +  |äCai)rt,'  +  (?(KA)t'»J  =  v.a>.(T-«,")t<p-<o,f) 

=^Vtp'  —  (ü>i  +  m,}  ti*qj'  +  «,  Wgv'^. 

Bedenkt  man,  dnsb  die  abnnlutrn  Invarianten  der  bejdftu  biqnadral 
sehen  Formen  auf  der  rechten  und  linken  Seite  dipi>er  Gleichung  ideiiliae 


und  dass    -  gleich  dem  gesauhtcn   Doppel vorhHituisa  $  der  t 
w, 

eo  bat  man  sofort  die  Beziebang 

■  i;eh>rFiiienetnfacbe[illc»'ei9  dieser  GleichDQt'vert'l.linrchi 
6d  74,8.HT— 8U. 


:   Wurzel 


1  ■ 

KIsiaere  MittlieiluDgen. 


sochslGu  Grades  für  -: 


a*[ni)  n+s)'  (2-sy  n-t^y  +  0'{*x).(i-s+i'y=o, 

beüliiaml  iticjciiigen  seclis  KegolticIiQiltti  xS+A£'=0,  TUr 
welelie  dio  vier  U  rnud  [lu  iiklo  ües  Biisc^liulb  •In.s  gegelieni' 
DnppalverliXItniKS  s  bildon. 

Als  »pecielle  Fälle  ergäben  bk-li  liieraux  diu  Sätvie: 

H{»X]=0  liofprt  die  awei  üqiiian  li  arm  uuisuLeu  Kegel- 
■  clioitle  des  Bii  seil  eis.  d.  h.  diejeuigeu,  TUr  welche  d  as  Dop- 
|>.alvi'rIi)iUiiiss  der  vier  Gruudpuiikto  glniub  einer  imtigi- 
BBrau  Cubikwurzel  Hau  —I. 

Q(jtl)  =  i)  bcBtiiiitnt  dio  drei  barmonisclien  Kegeloclinitte 
tS  +  iS'=a,  rar  weide  das  Uoppolvorliäl  tiiiss  dpr  Oritud 
pHiikte  gleich  —1  ist. 

Kino  eiuraclie  geouelriscbe  Betracliliiiig  Iclirt,  dsas  jode  dieser  drei 
laruioDiscIifu  Curvuu  sweiten  Grades  siuh  einer  Ecke  des  goiiieiuanmeu 
j'olardrcteckfi  (Diagounldreiecks)  in  bestimintor  Weise  zuurdueL 

Durch  jeden  Scheit<;l  des  D  iagouald  reieuks  gelieu 
aXulicli  awoi  Diagonnlen  und  a'ia  Geradeiipaar  dos  BU- 
Bcfaslo.  Üitt»«  KWL-i  Strahlcupaarc  bestimmen  eine  In- 
Tolntion,  deren  OoppelslraLloii  den  KUgeordnelen  tinrmo- 
ttiaelieo  Kegelscbnitt  in  dessen  Scbuiltpuukteu  mit  der 
dritten   Diftgouale  berühren. 

g  3.      llenauere  Unterstichnng  der  Kfjuiaubftrrnouibchen 
Kegelschnitte. 

Mau  gelangt  xu  dnn  tlquianhariuciniacheu  Kegelscliuitlen  nuch  bei  der 
cstimmutig  der  beiden  Curveu 

K,S  +  1,S=0,    x,S+  i,y=o, 
vas  awei  «Jarachste  simnltane  Invarianten  vorschwindeo,  d.  h.  tut  welche 

■fern  ©■,,¥+»,¥,  .,\-ji.v  (bez.  6»,*4  J.«",  -,541,4')  »"s  6  (be».  Ö')  vermöge 
rvetxuo^  von  ».«und  a'n  durch  j(,a,t  + i,  a',t  und  x,a,M  +  A,rt',t  hervorgeht. 
le  beiden  letxten  Beziehungen  sind  gleichbedeutend  mit 

dn,  Ol,  rxt  0  k, 

b.  mit  denjeuigeo,  welche  aussagea,  das«  Gi^i)  vermSge  der  Subetilu- 
nea 


Kleiaera  Uitdieiliuigeti. 


in    uK*-^ß/P    übergefnlirt    wird.      Nach    einem    betcaantou    Tbeoroi 


sind  diso  '^,  '^  'lio  Wnrzeln  der  Gleichang  ff{xi)  =0.    lu  Worlen: 

ge48cbDittB  i)< 


enKe 


Die  beiden  Hquianharmonis 
schela  sind  gleicheeitig  diejenigen,  deren  zwei  oinracbi 
simultane  Invariauteo  vers  cb  winden. 

Kür  Kwei  xolclio  Kegelschnitte  iat  beksnutlicli  ••  dieCnrve  sweiter  Ol 
""ng  [.t\,n-i,s.  ,,s-^i^),  welcbe  duich  dio  acht  Üerilbruugs|)uiikle  ibi 
gcineiudameii  TangentFii  geht,  identisch  mit  der  Curve  sweiti-r  Oai 
('^;S^  KS  t,s-i-i.,s-),  welche  die  acht  Tangenten  ihrer Schnittjinuklu  beidh 
OfTenhitr  ist  die  Gleichung  dieser  letEteren  Carve  «weiter  Clnsse 

■i  X,  H,  2:+  u,  i,  +  »,  A,)  0  +  2i,  i,  is=  0 
oder,  vermögu  der  hereobneten  Üoefticienten  von  ff^ni): 

■i{3  d  S^—e")  £  ~  Hi^  ^~  ü^'}  0  +  i{^SJ'~S''  i£  =  t\ 
Uie  linke  Seile  dieser  Gleichung  itit  die  einfachste  siiuuitauc  I 
beiden  iu  x  and  X  quadratiHchen  Formen 

H(>tJ.)   nnd    x'S+tk'P+k'S' 
und  äomit  eine  Combinante  des  Büschela.  ***    Lln  uacb  ciiiei 
Theiircnm  Gordan'sf  die  Gesammlheit  der  Combinanteu 
identisch  mit  dem  Formensjratem  der  biteruXren  Grundform 

so  iat  /'■,S+i,»'.«,s+i,s"  bScbst  wabrscbeinlich, 
Factor,  idftutiscb  mit  der  Combinaule 

r  Tbat  bestSligl  nich  die  Kichtigkeii 


,..)=-. 


laute  d 


allgemein 
OD  S  und 


j  auf  einen  constAnl 


lutbung  auf  folgend« 


Wege.    Vermittelst  einet  kloinen  symbolischen  Rechnung  ft  erbSit  mwi 


*  Vergl.  Saliiioti,    Algebra  der    liiieHiou  TrarisfurmBlioiieu ,   bearbeitet 
F.odler,  S.  136. 

"  Vergl.BosBH*^»  iu  Math.  Armal.  Ud.IIS.öSi.  sowie  Swlmou-Fiudl  • 
Kegelschnitt«,  8.  473,  Aufg.S. 

***  Eine  Form  ip  beisal  bekAnntlk'b  eine  Combinatite  von  ä'  und  5*,  «rann 
gebildet  Tür  ,        ,  ,,  ,  „.      ,       ,   v 

sieb,  abgesehen  von  einer  Potenz  der  DetunninHule  If  —  fitr,  reproduoirt,  wenn  1 

t  Haih.AnDBl.  Bd.V,  S.  116—117. 
tt  SeWt  "n»n  symholiacb  S=a'^=  6»^=...,  S'^B'^  =  ß^^=...,  so  ist 
worin  *^-Hx--il'+»"h 

""   X--l''4«(''''"J«^Px.     Z=i'>i'fin<'ß«)''x'><.'     t"-(«ß<«)("|Jfr)»,4^ 


B  Mittheilangen. 
1  somit  für  b«liebige  Werth«  von  »„  n„  l,  und  il. 

Sind  insbegoDÜere -j^,  —  i]ie    Warzoln   der   qnndratiBchnn   Gleichung 
'(»i)  =  0,  so  folgt 

3^K,  8  +  i,s 


ud. 


f  =  2i(.(«,l,-x,i,)'. 


F  nimmt  die 


Dnrch  Eiofdlirnng  dieser  Combinante  ^  nn  ÜlM 
>-k>nnle*  Formel  für  (iT  +  |^  |^  —)'  die  einfacLe  Gestalt  an  . 

n  (^±1^  1^1*,)'"  *♦'  +  '♦■"'—'''*'  + <'<~^'^' 
orrnns   aomitielbar  folgt,   dass   ^  =  0  von  jedem  der  drei  harmoniBclien 
>gclschnilte  doppelt  berttbrt  wird,  mit  den  Seiten  des  UiagonaldrnieckN 
U  Brrübmngssebnea. 

Fasat  man  sammtlicbo  bis  jetzt  entwickelte  Ergebnisse  über  den  Kegel 
dtaitt  %i  Docfa  einmal  zusanimen,  so  folgt: 
DieCnrv« 

v  =  ff,  jv',  ff,,  ff '„  =  -  i  (S'e  +  s  e'-  3  F) 

Ut  eine  Cambinantp  des  UUschels  xS+iS'=0.  Sie  wird 
«isgabUllt  von  allen  Geraden,  welche  die  beiden  äqni- 
Koburronnischen  Kegelschnitte  nnch  barmonischenPnnkte- 
paaren  scbneiden,  und  ist  gleichzeitig  der  geometrische 
Ort  aller  Pnnkte,  von  welchen  aus  sich  an  dieselben  beiden 
Kegel.achnille  harmonisc.üß  Tangente  n  p  nare  legen  lasaen. 
Dir  «woi  aqninnliarraonischen  Ciirven  und  i^  bilden  ein 
Sfatom  dreier  Kegelschnitte,  von. welchen  je  zwei  ein- 
ander in  Beaug  auf  ilen  dritten  als  Uiroctrix  pol«  r  entspro- 
chen. Jeder  der  drei  harmonischen  Kegelschnitte  hat  mit 
%,  eino  doppelte  Deriihrung,  wobei  die  Deriihrungasehnen 
ntt  den  Seiten  des  Diagonal  dreiecks  zu  rammen  f»11  en,  nn<l 
{e    Hrfl  Tangentenpaare    die    am    ICnde    von   S  a  näher  b<- 


rird 

w  =  -il.¥»-+s'e-af|. 

hlr.T  ■ntr«^l*Bl''(B  B«rhnnne  fliinml  vnllknrnmcn  mil  linc 
H,  4)V>,  kiiair'flhrtoa  iibcrein. 


I  ili-ii  M'itti.  Aiinal. 


^^^^^^^^B 

"^ 

^^IBl 

Kli-inere  Hitlheiliingon. 

Sa  wird  gefragt 

Giebt  es  noch   andere  Systame 

»,».   b, 

welchen  x,  y  s«e 

i   aufeinandor  folgende  gan 

se  Za 

bleu  «Im 

«lao  3— j  entweder  +1  oder  —1  ist?  —  Für  aolcliB  niOHS 

m'  — h'  — 2mn  =  +  1 

sein.   Betrachten  wir 

erstens  den  Fall 

Diese  Gleicliung  kan 

n  geschrieben  werden 

<'"-"}'-2"'-+l- 

Rind  nun  /.  u  «11 

e  ganzen  Zahlen,  welche  der  filei 

hang 

2) 

/'-2»'  =  | 

geniigen  ,  so  l.al  man 

nnr  an  setzen 

m—ti=l.     fi  =  u. 

alflo 

,„~I  +  U,       T>  =  U 

i>nd 

3)          .^ 

X  =  l'+-ilu,     ;/  =  2/«  +  2m\ 

iNt  dagngen  zn 

rfüllen 

m'  — n'  _2mn  =  — I, 

ao  BcbreiUe  mnn  dies 

Fl  Gleichnng  so: 

dann  brnnrlK  man  nn 

r  211  setzen 

„.  +  „  =  (,     ,„  =  „, 

nao 

^  ^  „       „  =T  /  —  n 

nnd 

r  =  —t'  +  2l,i,      r/  =  2/H  — a«*. 

Die  kleinsten  positiven  Ziililen,  welche  der  GIpicIib 

ng  2)  genagcn.  sM 

(  =  3,  H  =  !;  aus  die 

or  fundamentalen  Lüsung  findet  m 

an  aber  bekaantl^| 

alle  anderen,  wenn  r 

lan  in  der  Formel 

(+»|/ä=  +  (3  +  2/2)* 

1 

^  jedem  positiven  od 

er  negativen  ganzEnhltgen  Werilie 

und  d 

.„„,U„..« 

nnlen    nnd   die   irrat 

onalon  Theile   rechts  und  links  c 

inandc 

r  8l.kb..J 

Wir  wollen  veranclie 

n,  in  die  Formeln  3)  und  4)  die  Pandnme 

MlnarifiinH 

einzuführen. 

■ 

Setst  mRn 

■ 

SQ  findet  sich  uns  3) 

r-i..</2=(l+ui/TY. 

■ 

nnd  daraus 

1 

wahrend  x  —  y  —  l  ist. 

■ 

Desgleichen  rrhätr  man  itiis  4) 

■ 

^^ 

a+y  =  ->-+2u,     z^f-u 

■ 

j 
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Insbesondere  liefert  aIso  ()(^v,  z/fi)c=0  die  drei  Curven  |u2^+v^'=0, 
för  welche  die  vier  gemeinsamen  Tangento.n  der  Schaar  harmonische  sind, 
w&hrend  H{^Vy  /l^)  =?:0  die  heiden  äqnianharmonischen  Kegelschnitte  der 
Schaar  bestimmt. 

Diese  beiden  letzteren  bilden  zusammen  mit  dem  Kogelschnitte 

'/'=  z/''e^+  ^Ö'2:'—  3^/^'<P  =  0 

ein  System  von  drei  Cnrven ,  von  denen  je  zwei  einander  in  Bezng  auf  den 
dritten  als  Directrix  polar  entsprechen  u.  s.  w. 

Die  Gleichnng  von  ^  in  Pnnktcoordinaten  wird  erhalten ,  indem  man 
die  simnitane  Invariante  der  beiden  (in  ^  und  v)  quadratischen  Formen 

H{/fv,/lyL)  und  /IS ii^  +  FyLV  + /fS'.v^ 

gleich  Nnll  setzt,  d.  h.  nach  Unterdrückung  des  Factors  ^ A' 

Diese  Onrve  W  und  einige  ihrer  Eigenschaften  hat,  wie  ich  aus  Salmon- 
Fiedler*«  Kegelschnittwerk,  S.  474 — 475,  ersehe,  bereits  Ferrers 
Butersncht  in  dem  Quarterly  Journal  Bd.  VII  S.  20flgg.  Das  Vorhergehende 
teigt  jedoch,  dass  nicht  diese  Combinante  der  Schaar  ^2^+^^=^»  sondern 
die  entaprechende  ^  des  Büschels  xS  ■\-lS*=Q  von  hervorragendem  In- 
teresse ist.  Während  die  erstere  eine  ziemlich  complicirte  Combination 
von  Formen  niedrigerer  Ordnung,  ist  die  letztere  selbst  eine  fundamentale 
Covariante,  durch  deren  Einführung  die  verschiedenen  Beziehungen  zwi- 
schen den  Formen  des  simultanen  Systems  S  und  S'  sich  überaus  einfach 
gestalten. 

Tabingen,  im  Mai  1874.  S.  Gundklfinger. 


V.    Arithmetische  Kleinigkeiten. 

I.   Die  Gleichung 

I)  a:»  +  i^'  =  t* 

hat  bekanntlich  die  unendlich  vielen  ganzzahligen  Auflösungen 

wenn  anter  m,  n  irgendwelche  ganzen  Zahlen  verstanden  werden.   Ist  nun 
s.  B.  ai=s2,  ff=l,  so  wird  a;=:8,  y=4,  und  es  ist 

9  -f  16  =  25. 


Cnrre  ^  JB-^^JS'  bilden.  Für  den  speciellen  ^  =  0  folgt  hieraus  das  int eressante  Theo- 
rvm:  Die  vier  Orun  dp  unkte  des  Büschels  bilden  für  i9'r=0  dasselbe  Döp- 
pelverhSltnias,  wie  die  vier  Grnndtangenten  der  Schaar  fi£+  vS'=  0 
ffir  XsO,  d.  h.  für  5  =  0. 


Kiel 


i  Mitllie 


logPn. 


Es  wird  gerr«gt:   Oiebt  es  noch  nndern  Systame  i 
welchen   x,  y  ewei   sufeinander  folgende  gatise  Znhlen  sindJ 
aIao  *— j  entweder  +1  oder  — l  ist?  —  Für  Gi>lclie  mnss 

m'  — »'  — 2mn  =  +  I 
sein.   Belracbtcn  wir  erstens  den  Fall 

m'  — n'  — 2mn  =  +  i. 
Diese  Gleichung  kann  geschrieben  werden 

im-.,)'-2»-  =  +l. 
Sind  nun  ',  m  alle  ganzen  Zalilen,  welchd  der  (jhiicbnng 
2)  i'— !«'  =  ! 

geniigen,  so  lial  mnn  nar  zu  aetxen 

also 

a:=(*-f  2(P(,      r/  =  2/('  +  au'. 


Int  dagegen  zu  erfüllen 

m'  _  n'  _  2 
ächreilie  mnn  diese  OleichiiDg  sn: 


(.»  +  »)' -!t»'  =  +li 
dann  lirdUflit  mnn  nur  za  setzen 

m  +  »r=(,     ,„  =  «, 
kIio 

m  =  u,     n  =  t—u 
nnd 
4)  x  =  -('  +  2ni.    y  =  2(u  — a«*. 

Uie  kleinsten  pesitiven  Zahlen,  welche  der  Gl>'ichiing  2)  genügen,  sind  i 
1=3,  u=2;  aus  dieac:r  fundamenlaleu  Lüsting  findet  man  aber  bekanntlich  j 
alle  anderen ,  wenn  man  in  der  Formel 

(  +  y,/7=   +  (3  +  a/2)* 

Ar  jedem  [insitiveu  oder  negaliven  ganzcahligcn  Wcrilie,  und  dnnn  die  ratia- 
ualen  und  die  irrationalen  Theile  rechts  und  links  cinHudcr  gleichsetalJ 
Wir  wollen  vemDChen,  in  die  Formeln  3)  nnd  4)  die  Fandamentalanr ISsnug 
einsEuführen. 
Setzt  man 


90  findet  aich  aus  3) 
nnd  darBiis 


.,+y  +  i|/i=((/2  +  l)(<  +  .,^2)'. 
während  «  —  ^  =  1  iet. 

Desgleichen  erliült  man  nus  4) 
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nnd  folg^lich 

während  y  —  a:=l  ist. 

L>a  aber  a:,  ^  in  der  Oleichnng  1)  symmetrisch  vorkommen,  können  wir 
folgendes  Resnltat  aussprechen : 

Man    findet  alle  ganzzahligen    Auflösnngen  der  Gleich- 
nng    l},    hei  welchen 

5)  a;  —  y  =  l 

a II  d    z  ^>  O    ist,  indem  man  in  der  Gleichung 

für   jeden    gHnzzahligen  Werth   des   k  das  Rationale    vom  Ir- 
rationalen trennt  und  sie  mit  der  Gleichung  5)  vorhindot. 

II.        In   dem  Jahrgange   1874   der  ffouw  annnlcs  de  mnlhem.,  pnr  Mr. 

Gerono  j   wird  —  scheinbar  aus  der  Theorie  der  elliptischon  Functionen 

abgeleitet  —  von  Catalan  folgender  Satz  aufgestellt: 

Der  Quotient 

1.2. 3...  2a.  1.2  3    ,.2b  . 

1.2.3...«.  1.2. 3. ..(«  +  //).  1.2.3...A  ^^ 

ist    einer  ganzen  Zahl  gleich, 

and   verlangt,  ihn  arithmetisch  zu  beweisen.     Das  soll  im  Folgendon  ge- 

»cbeheu» 

ichnet  ^(—j  die  grösste,  in   dem  Bruche   -.    onthnlteno  ganze 

Zahl,   and  p"  die  höchste,  in  dem  Producte  1.2.3...«  aufj;<»hend<*  Potenz 
einer  Primzahl  p,  no  ist  bekanntlich 

Wird  a  in  die  Form  gesetzt 

I)  n^a^p^'  +  tt,  ;>*- »  +  ...  +  ai,., iP  +  »k. 

m  welcher 

»)  ^  '<  «/</>-!, 

an  findet  man  einfach 

a  —  a„ —  er,  —  . . 

Ans  1)  folgt  aber 

2/i  =  2ay./'*^  +  2iy,  .;A->  +    .    -f- 2«ä-i /' +  2«ä 
ond 

—  =  2i»„  .  p*"-^  +  2a,.p^-'^  +  ,..  +  2«/;  _..;>  +  2  ftA_i  +  —  , 
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gesetzt  wird : 

Da  der  Ungleichheit  2)  zufolge  2ak  nicht  grösser  als  2/)  ^2,  also  a\ 

höchstens  gleich  1   sein  kann,   erreicht  2a/f^]+aig  höchstens  den  Werth 

2p—  1 ;  setzt  man  daher 

/2ak-i  +  ak\ 

so  ist  aic^i  nicht  grösser  als  Eins,  aud  man  findet 

worin  2ajt— 3  +  ^it— i  wieder  nicht  grösser  als  2p  —  1  sein  kann.     Wenn 

folglich  /^  1     '       \ 

^  ,  „(2ak^2+ak^\\ 

a,^,=^E\^ y ; 

gesetzt  nnd  a'jt.3,...  ähnlich  definirt  werden  —  Zahlen,  die  niemals 
grösser  als  Eins  sein  können  — ,  nnd  wenn  endlich  p*"  die  'höchste  in 
1.2.3...  2a  aufgehende  Potenz  von  p  bezeichnet,  so  findet  man,  der  Oleicb- 

ung  3)  analog: 

2a  — 2ao  — 2a,  — ...         ,          ,               , 
r=  —    -^-~ J-ajt  +  «i-i +ait-2  + 

Desgleichen  wollen  wir  b  in  die  Form  setzen 
nnd  unter  jS'jt,  /5'a-Ii  ß'k-2^ ...  die  Werthe  von 

rosp.  verstehen;  dadurch  ergeben  sich  die  Formeln 

/>-ft~ft-...  2/>-2ft-2|3.-...    ,   ^     ,   ^  ,^  , 

für  die  Exponenten  der  höchsten  Potenzen  von  />,  welche  in  den  Prodacten 
1  2.3... />  und  1  2.3...2^  resp.  enthalten  sind.  Und  endlich,  wenn  y'^, 
/n-i  1  yk  -7, ...  resp.  für 

ge.schrieben  werden,  findet  sich  für  den  Exponenten  /  der  höchsten,  in 
1 .2.3  . . .  (a  +  />)  aufgehenden  Potenz  von  p  der  Werth 

'=^—   -  ;/— r  -    +y*  +  yA   i  +  yfc-2  +  .... 

Ans  diesen  Werthon  schliesst  man 

{r+s^  -  {m  +  n  +  f)  =-.  (a'^  +  ßV  -  /a)  +  («a-  1  +  ß'k^i"  /n-l) 

+  («\ -2  +  /5 1  -  2  —  /a  -2)  + .  .. 
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Die   einzelnen  gleichartigen  Theile  dieses  Ausdrucks  können 
aber,  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll,  niemals  negativ  sein. 

In  der  That:  Erstens  ist  wenigstens  eine  dor  Zahlen  2«ii.,  2ßie  nicht 
kleiner  als  otk+ßk^  also  wenigstens  eine  der  Zahlon  a'jt,  ß'k  nicht  kleiner 
als  yk ,  und  daher  a\  +  ß',,  —  y\.  3:  0. 

Zweitens  ist  von  den  beiden  Zahlen  2ait-i»  2jS>i_i,  wenn  sie  un- 
gleich sind,  eine,  z.  B.  2/3^—1  >  «it-  1  +  ßk-i  +  1 ;  dann  ist  aber,  da  y'k  ^'^^ 
grössPT^als  Eins  ist,  sicher  2ßk-i  +  /?'*  ^  «it  -i  +  ßk-i  +  y'k,  und  folglich 
(S'^-i^/a-i*  Ist  aber  2ofjt_i  =  2/S)t-i  =  ffA-i +  /3ä— 1,  so  wird  wenigstens 
eine  der  Zahlen  2ait-i  +  aAi  2ßk—i  +  ß'k  nach  dem  zuerst  Bewiesenen 
nicht  kleiner  als  ofjt-i  + /3*-i  +  /ä  "n<^  folglich  eine  der  Zahlen  «'a-i  ,  ß'k^x 
nicht  kleiner  als  /i—i  sein.    In  beiden  Fällen  schliesst  man 

a'k^t  +  ß'k-x  —  /ä-i  >  0. 

In  gleicher  Weise  kann  man  aber  fortfahren  und  findet  so 

TT  =  (r+s)  —  {tn  +  w  +  0  >  0. 

Da  nun  offenbar  p^  die  höchste,  im  Quotienten  (£))  nach  möglichster 
Redaction  verbleibende  Potenz  der  Primzahl  y>bedontct,  ko  erkennt  man, 
dasa  in  der  That  jede  im  Nenner  desselben  enthaltene  Primzahl  durch 
Division  sich  heraushebt,  der  Quotient  also,  was  zu  beweisen  war, 
einer  ganzen  Zahl  gleich  sein  muss. 

Breslau.  Prof.  Dr.  Baciimann. 


YL     üeber  eine  allgemeine  Classe  von  Flächen  und  die  Flächen 

dritter  Ordnung  insbesondere. 

I .    Ilat  man  das  Büschel  von  specicllen  Klächen  r'^"  Grades 

I )    .i  ma^+P  w  ß'^+  Cp y'-+  />  y  i»-  +  ^ (./  „/ ,a^+B w,  ß'+  C>i  7*"+ /> 7,  cJ»-)  =-  f> , 

HO  wie  das  projectivische  Ebenenbüschcl 

2)  'na  +  nß+py  +  gö+k{m^a  +  tl^ß+p^y  +  q^ö)  =  0, 

so  erliält  man  als  geometrischen  Ort  dos  Durchschnittes  einer 
Fläclie  des  ersten  Büschels  mit  der  entsprechenden  Ebene 
des  zweiten  eine  Fläche  (r  +  I)*""  Grades  von  der  Gleichung 

{^ma^+Bnß-+CpY'+Dqdn{m,a  +  ti,ß+p,Y  +  <h^) 
''  ={Amta''+nti^ß'-+Cp^Y'+Dq,ö''){ma  +  Nß  +  py  +  f/ö), 

wf^lche  verschiedene  bemerkenswerthe  Eigenschafton  besitzt  und,  wie  später 
geseigt  werden  soll,  die  allgemeine  Fläche  dritten  Grndes  (für  r=2)  als 
•«|if^ciellen  Fall  in  sich  begreift. 

Aus  bekannten  Sätzen,  sowie  auch  unmitte]))ar  aus  der  Gleichung  3) 
geht  hervor,  dass  die  entstandene  Fläciie  sowoiil  die  Durch- 
schnittslinie  des  Ebenenbüschels 
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4)  /« ir  +  //  fi  +  /;  y  +  V  d  =  0 ,      »i,  «  +  //,  /3  +  ;>,  y  +  7,  Ä  =  0, 

als  auch  die  Basis  des  Fläcbenbüschols 

5)     .7m«'-+  ßnß'  +  Cpy''  +  Dq6^=^0.     /Iiw,  0''+ ^w,/5'-+ C;),y'"+/)^,a''=0 

enthält.  Die  letztere  ist  nuter  allen  Curven  r*^^*'  Ordnung  darch  die 
Eigenschaft  chnrakterisirt,  dass  sich  durch  dieselbe  vier  Kegel  r^"  Ordnung 
legen  lassen,  deren  Scheitel  in  den  Ecken  des  Fundainentaltetraedors  sich 
befinden.  Diese  vier  Ecken  gehören  auch  der  Fläche  3)  an  und 
es  ist  z.  B.  die  Gleichung  der  im  Punkte  a  =  |5=y  =  0  an  die- 
selbe geführten  Tangentialebene 

6)  <7,  (m  a  +  /*  jS  +  //  y  +  y  a)  =  y  (m,  a  +  /i,  /3  +  />,  y  +  q^  d). 

Aus  dieser  Gleichung  und  den  Gleichungen  der  übrigen  Tangentialebenen 
geht  hervor,  dass  sich  diese  Ebenen  in  der  geraden  Linie  4), 
der  Basis  des  Ebenenbüschels,  durchschneiden.  Die  fernere 
Durchschnittslinie  der  Ebene  6)  mit  der  Fläche  3)  liegt  auf  der  Fläche 

d.  1.  auf  einem  Kegel,  der  seinen  Scheite]  im  Berührungspunkte  der 
Ebene  6)  hat;  jene  Durchschnittslinie  zerfällt  daher  in  r  ge- 
rade Linien,  welche  sich  sämmtlich  im  Berührungspunkte 
schneiden.  Die  vier  Fundamentalpunkte  sind  somit  so  beschaffen,  dass 
jede  Ebene,  welche  durch  einen  von  ihnen  geht,  die  Fläche  in  einer  Curve 
Kchnoidet,  deren  Tangente  in  ihm  mit  der  Curve  r  zusammenfallende 
Punkte  gemein  hat.  Der  Kegel  7)  und  die  drei  entsprechenden  Kegel 
gehören  zum  ßüscliel  1)  und  sind  nicht  allein,  wie  schon  erwähnt,  die  ein- 
zigen Kegel  desselben,  sondern  überhaupt  die  einzigen  zu  demselben  ge- 
hurigen Flächen  mit  Knotenpunkten.  Ihr  Durchschnitt  mit  der  Fläche  3) 
besteht  aus  der  Curve  5)  und  aus  r  geraden  Linien. 

2.  Die  Oberßäche  enthält  ausser  den  Fundamentalpunkten  noch  eine 
Anzahl  bemerkenswerther  Punkte.  Zunächst  liegen  auf  ihr  die- 
jenigen (r— ly  Punkte,  deren  Coordinaten  der  Proportion 

genügen.  Bildet  man  von  irgend  einem  dieser  Punkte  die  Polarebenen 
in  Bezug  auf  sämmtliche  Fläciien  des  Büschels  l),  so  erhält  man  die  Ebenen 
d«^s  Büschels  2);  die  fraglichen  Punkte  sind  daher  die  (r  —  1)' 
Pole  der  Ebenen  2)  in  Bezug  auf  die  entsprechen  den  Fläc  hen 
I).  Die  Entstehungsweise  unserer  Fläche  hat  somit  die  grösste  Aehnlichkeit 
mit  der  sojjenannten  «Iritten  St  ein  er  Vsc  hen  E  r  zeug  un  gs  weise 
der  Flachen  dritter  Ordnung.  (Vergl.  z.  B.  Sturm,  Synthetische 
llnter.*»uchun;.'en  über  die  Flächen  dritter  Ordnung,  S.  lOflgg.) 

Verbindet  man  «'inen  der  Punkte  8)  mit  einem  Fundamentalpnnkte,  rö 
schneidet  die.  VerbiiidungKlinio  die  gegenüberliegende  Tetraedorehene  in 
einem  Punkte,  welche  idienfalls  ein  Punkt  der  Fläche  ist.     Man   erhält 
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80  im  GADsen  4  (r  — 1)*  Punkte  der  Fläche,  von  welchen  die  auf  der 
Ebene  j  =  0  liegenden  durch  die  Gleichung  dargestellt  sind 

Legt  man  dagegen  durch  einen  Punkt  8)  und  eine  Kaute  des  Fuuda- 

aeotaltetraeders   eine  Ebene,   ho   »«clnieidet   diese   die  go^^enüherliegeiuh* 

Tetraeder  kante  in  einem  Punkte,  welcher  wiederum  auf  der  Fläche  liegt. 

Anf  diese  Weise  ergeben  sich  ö(r— I)  Punkte  der  Fläche,  von 

deoeD  die  auf  der  Kante  y=(),  6  =  0  liegenden  Punkte  durch  die  Gleichuug 

dirge^tellt  werden 

Aach  die  Punkte 9)  und  10)  stehen  in  einfacher  Hezi(*huiig  zur  Fläche  1); 
jeder  der  Punkte  9)  ist  nämlich  ein  (r  — 1)-  facher  Pol  der  Kbeue 

ma  +  nß+py  +  k  (w,  o  +  //,  /3  +/>,  y)  =  0 

10  Bexug  auf  die  Fläche  1),   und  jeder  der  Punkte  10)  ein  (r —1)'- facher 

Pol  der  Ebene 

m  a  +  //  /J  +  /:  (w,  «  +  ;/,  j3)  =  0 

io  Bezug  auf  dieselbe  Fläche. 

3.  Ans  der  oben  dargelegten  Bedeutung  der  Punkte  8)  geht  unmittelbar 
hervor,  dassjcde  der  Tangentialebenen,  die  man  in  ihnen  an 
die  Fläche  3)  legen  kann,  durch  die  gerade  Linie  4)  geht. 
Sehr  leicht  erkennt  man  dies  auch  daraus,  dass  die  Gleichung  der  Tangen 
tialebene  in  einem  beliebigen  dieser  Puukte,  dessen  Coordinaten  der  Kürze 
balber  mit  «i,  /^i»  /i,  ^i  bezeichnet  werden  mögen,  auf  die  Form  gebracht 
werden  kann 

=  (in  «,  +  w^,  +;i,  y  +  y  5, ) (w,  o  + ;»,  /3  +  /*,  y  +  y,  d). 

Eine  einfache  Betrachtung  zei^t,  dass  man  durch  die  Gerade  4)  ausser 
den  (r— 1)'  Ebenen  II )  und  den  bereit»  oben  gefundenen,  die  Fundamental- 
punkte  enthaltenden  Ebenen  keine  weitereu  Berührungselx^ntMi  an  die 
Fläche  legen  kann.  Bekanntlich  können  aber  durcii  eine  Gerade  einer 
Fläche  r'*"  Grades 

Ebenen  gelegt  werden,  deren  jede  die  Fläche  in  einem  auHserhalb  der 
<>eraden  liegenden  Punkte  berührt;  es  geht  darauK  hervor,  das»  jede  der 
▼ier  Ebenen  6),  welche  die  Fläche  ausser  in  der  Geraden  4)  noch  in  r  sich 
in  einem  Punkte  schneidenden  Geraden  trifft,  für  (/*—  1)'  Berühruugsebeneu 

lählt,  da 

(r-l)«  +  4(r-l)'=(r  +  3)(r.-l)'. 

Legt  man  weiter  in  einem  der  Punkte  9)  an  die  Fläche  eine  Berührungs- 
tbene,  so  ist,  wenn  tt|,  /3|,  y^  ähnliche  Bedeutung  haben,  wie  vorher,  die 
Gleidmng  derselben 
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^^  »  •x-.■^^^#^«%^,^^,^^^^^«««>«^ww>^^^>'S^S'V^y^^^' •■*•  ^\r  j^y>j>in^i^' 


=  (w'«i  +  wfr  +/>yi)  [('•— i)(wi«  +  «I |3  +  ^1?')  —  (?i *]• 

Sonach  scliucidon  sich  auch  alle  die  Tangentialebenen,  die 
man  in  sämuit liehen  derselben  TetraederflJiche  (z.  B.  6=0) 
angehörigen  Punkten  0)  an  die  Fläche  legen  kann,  in  einer 
und  derselben  Geraden,  deren  Gleichung  z.  B.  für  die  Punkte  auf 
6  =  0  ist 
13)    (r-l)(mß  +  ;i/3  +  /;j')- 0^6  =  0,    (r- i)(/n,a+ H,/5  +  />,y)  -  ^y,  6  =  0. 

Es  giobt  vier  derartige  Gerade;  jede  derselben  schneidet  die  auf  der 
Fläche  liegende  Basis  iXc^s  Ebenenbüschels ,  und  zwar  auf  einer  Tetraeder- 
fläche,  und  liegt  ausserdem  in  einer  der  Tangentialebenen,  die  man  an  die 
Fläche  in  den  Fundamentalpunkten  legen  kann.  Die  Linie  18)  trifift  z.  B. 
die  Gerade  4)  in  einem  Punkte  der  Ebene  6  =  0  und  liegt  ausserdem  in  der 
Ebene  6). 

Endlich  hat  die  Tangentialebene,  welche  man  in  einem  der  Punkte  10) 
an  die  Fläche  legen  kann ,  die  Gleichung 

^  =(//*«, +  «/3,)[(r-l)(m,a  +  /i.j5)-(/>,y  +  y,6)J. 

Sonach  schneiden  sich  auch  sämmtliche  Beruh ruugsebenen, 
die  den  auf  einer  und  derselben  Tetraoderkaute  gelegeneu 
Punkten  10)  zugehören,  in  einer  Geraden,  deren  Gleichung  für 
die  Punkte  auf  y  =  0,  6  =  0  ist 

^  )     (r~-l)(m.«  +  w,/3j-(/>,y  +  (7,6)  =  0. 

Dieser  analog  giebt  es  noch  fünf  weitere  gerade  Linien,  und  nur  wenn 
;'=:^2,  fallen  je  zwei  der  sich  so  ergebenden  sechs  geraden  Linien  zusammen. 
Jode  dieser  Geraden  15)  schneidet  zwei  der  Geraden  13)  und  jede  dieser 
Linien  drei  von  jenen.  Die  zwölf  Schnittpunkte  liegen  in  den  Tetraeder- 
flachen. 

Bestimmt  mau  ferner  den  Punkt,  in  welchem  die  Ebene  14)  von  der 
Basis  4)  des  Ebenenbüscliels  geschnitten  wird,  so  stellt  sich  heraus,  dass 
derselbe  auf  der  Ebene 

«fr  =  /3«i 

liegt.  Es  schneiden  sich  daher  die  Ebene,  welche  einen  der 
I'unkto  10)  mit  der  gegenüberliegenden  Tetraederkanto  ver- 
bindet, seine  Tangentialebene  und  die  Basis  des  Ebeuen- 
büschels  in  einem  und  demselben  Punkte. 

4.  Ist  a\  ß\  y\  S  ein  Punkt  a u f  d e r  geraden  Linie  4),  so  nimmt 
die  Gleichung  seiner  ersten  Polaren  in  Bezug  auf  die  Fläche  3)  die 
einfache  Gestalt  an 

(Amaa'^-'^  +  Bnß'ß'-^  +  Cpyy'-^  +  Dq^^"^){m,a  +  n,ß'^p,y+q^i) 
'   ={Am^aa'^-'^  +  Bn^pfß'-^  +  Cpiyy''^  +  Dqiö'ö'-^)[ma  +  uß+py+q8). 
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W^^^*,^^^!^^'^  ^  ^  "         ^^   ^    .»^    .'  ^*    ^.^ 


") 


=  0. 


Die»  erste   Polare    besitzt    grosse   Acliulichkeit  mit  der  ursprünglichen 

Fliehe;  sie  enthält  wie  diese  die  Gerade  4)  und  wird  in  ähnlicher  Weise 

^rie  diese  erseugt;   es  mnss  dabei  nur  das  Btischel  der  Flachen  1)  ersetzt 

^rcrden  durch  das  Büschel  der  ersten  Polaren  des  angenommenen  Punktes 

io  Bezug  auf  diese  Flächen.     Die  ersten  Polaren   aller  Punkte  der  6o- 

rsden  bilden  ein  FlächeDbÜschel ,  dessen  Basis  die  (r  — 1)'  Punkte  8)  und 

die  vier  Fundameutalpnnkte  enthält  und  jene  Gerade  als  einen  Theil  in  sich 

f  aisl  Aehnliches  gilt  für  die  übrigen  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  der 

Geraden;  die  Gleichung  der  quadratischen  Polaren  insbesondere  ist 

unddiejenige  der  Polar-  oder  Tangentialebene 

Nebenbei   sei  erwähnt,   dass  man  sehr  leicht  die  PunLlu  bestimmen 

kiQQ,  in  welchen  die  gerade  Linie  4)  der  Kernfläche  von  3)  begegnet.    Die 

ubeo  dlrgestellte  quadratische  Polare  wird  nämlich  zu  einem  Kegel,  wenn 

^ //*«''—>     /^w/J'»^-»     Cpy^-^     Dqö'""-^ 

Am^a'—^    Bn^ff^-^    Cp.y'-^    Dq^ö'''-^ 

m  n  p  q 

»1,  w,  />,  /y, 

Sieht  man  a'y  fi\  y\  6'  als  Coordinateu  eines  beliebigen  Punktes  an,  so 
«teilt  diese  Gleichung  eine  Fläche  2(r— 1)^*^"  Grades  dar,  welche  auf  der 
Geraden  4)  die  verlangten  Punkte  bestimmt.  Die  Anzahl  derselben  ist 
oicLt,  wie  vielleicht  vermuthet  werden  könnte,  gleich  dem  Grade  der  Kern- 
fllche,  also  4(r — 1),  sondern  nur  halb  so  gross,  da  ein  bekannter  Satz  sagt, 
dasK  jede  auf  einer  Fläche  liegende  Gerade  die  Kernfläche  derselben  in 
allen  gemeinsamen  Punkten  berührt. 

Doppelpunkte  hat  die  Fläche  im  Allgemeinen  nicht.  Wären 
nimlich  solche  zunächst  ausserhalb  der  Geraden  4)  vorhanden,  so  könnte 
jede  Ebene,  welche  durch  einen  derselben  und  diese  Gerade  gelegt  werden 
kann,  als  Tangentialebene  der  Fläche  angesehen  werden.  In  S  3  ist  aber 
getagt,  dass  man  ausser  den  Ebenen  6)  und  11)  keine  weiteren  Berührungs- 
ebenen durch  die  Gerade  4)  an  die  Fläche  legen  kann,  und  keine  dieser 
Ebenen  berührt  bekanntlich  in  einem  Doppelpunkte.  Auf  der  Geraden  4) 
kann  dagegen  kein  Doppelpunkt  liegen ,  denn  die  Gleichung  17)  der  Tan- 
gentialebene eines  in  dieser  Geraden  befindlichen  Punktes  wird  nur  dann 
nnbeatimmt,  wenn 

^m«'-  +  Dn^''  +  Cpy^  +  Z)^^'  =0, 
Am^  a'-  +  //w,  jS'»-  +  C>, /»•  +  Z>7,  d''^  =  0, 

d.h.  wenn  die  Gerade  und  die  Basis  5)  des  Flächenbüschels 
einander  schneiden.     Dies  ist  aber  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall. 


Wenn  aber  boide  Basen  eiDAnJer  in  einpin  Punkte  ec1ineid«o,  so  ist  i 
ScliaiU|ninkt  citi  Unppelpiiukl  (Irr  Fllit^ho;  seiue  PoUrebene  ist  nUdann  zw 
uiibeiitiuiiiit,  Heiue  quRiIrxtmLc  l'olare  d^egen  bosliinnil,  unil  xw»i  ei 
Keße!;  beiührl  «lic  Gorade  4)  diu  Curvc  5),  so  wird  die  qiiadraüscbe  P< 
lare  ein  Ebenenpaar,  wuIcLch  sich  ia  der  Taogoute  schneidet. 

Wqod  die  gerade  Linie  durch  einen  der  Paukte  8)  geht,  nn  borlilirt  k 
Kugleicli  die  Basis  5)  des  FUclieabliacbel^ ;  in  diesem  Falle  wird  jedocb  aw 
die  ijaadraiiache  Polare  unbestimmt  und  der  betreffende  Punkt  ein  drmfachi 
Punkt  der  Oberfläche. 

f>.    Die   vorangühenden  Betracbtangen  Betalen  voraas,  duss  r  eii 
positive  ganze  Zahl  und  grösser  als  I  isl.     Für  r ^ I ,  in  w«lebe 
Falle  die  entstobcndc  FUchc  vom  zweiten  Grade  ist,  und  fttr  ein  uegativi 
ganzes  r  jindern  sich  die  aurgefundenen  EigenacbafteD  volistÜDdig;  doch 
hierauf  iiiclu  nAber  eingegangen  werden. 

Dagegen  soll  auf  einige  Eigenschal^en  der  Oarve  aufmerksam  gern ac] 
norden,  lu  welcher  unsere  FISche  eine  der  Fundament  Al«bi 
neu  durchschneidet.  Ist  diese  eclineidende  Ebene  6  =  0,  so  i&t  d 
Gleichung  der  Durtfasehnittscurve 

PJese  Linie  hnt  in  den  drei  aafjener  Ebene  liegenden  Fundatnontal^mikl 
Tangenten,  die  mit  ihr  r  zusammenfnltende  Pnnkte  gemein  bnbeo  und  si 
BKmintlich  in  einem  Punkte  scbnoiden ,  welcher  auf  der  Curvo  liegt  und 
welchem  sich  die  zwei  geraden  Linien 

,»„  +  „ß  +  PY  =  n,      ,n,tt  +  n,ß+p,y  =  0 
troffen.    Von  diesem  Punkte  aus  kann  man  au  die  Curve  noch  (r  — l)*  wi 
tere  Taugnuten  legen  und  die  Cuordiuaten  der  zugehörigeu  Bei 
{tunkte  geuligcu  sammllich  der  Proportion 

t,r~t  .  ßr-l  .  yr^X  ^  ^-l  .  ß-l  .  Q~l_ 

Werden  diese  aXmmtlichen  Berührnngspunkte  mit  eineni  Eckpuuktc  i)i 
Fuudamontaldreiecks  verbanden,  so  bestimmen  die  Verbindnngsli 
der  gegetiübcrliegenden  8ei(ß  desselben  (r  —  1}  Punkte,  von  deuen  s.  B.  dl 
auf  der  Kanlfi  y=^0  liegenden  der  Bedingung  goDQgen 

p.-l.jjr-t.yr-l^  J-1  .  ß_l  -0 

Die  Tangeutoii,  nolche  man  an  die  Cnrvc  in  diesen  r  —  l  Punkten  l«g< 
kann,  schneiden  sich  sämmtlich  in  einem  Punkte. 

Die  Curve  hat  im  Allgemeinen  keine  Doppelpunkte.  Es  gilt  D&mlii 
jede  der  Tangenten,  welche,  von  dem  oben  mohrfacb  hesprocheaeu  Punkt 
ausgehend,  iu  den  Fundnmentalpuokten  mit  der  Curve  r  Eusamm«nrnlleni 
Funkte  gem(-in»cbaftlich  habco,  für  r—  1  einfache  Tangenten;  diese  und  d 
(r—l)"  welteran  Berührenden  geben  deren  zusammen 
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(r-|)»  +  3(r-l)=(r-|)(r+2). 

Soviel  kaDU  man  aber  von  einem  beliobigeu  Paukte  einer  Curve  (r-f-l)*^" 
Grades  ausser  seiner  eigenen  Tangente  nur  dann  an  dioHolbe  legen,  wenn 
keiue  Doppelpnnktt.*  vorkommen.  Der  Punkt  dagogiMi  »olbät  kann  nur  dann 
zaui  Doppelpunkte  werden,  wenn  zugleich  die  Curvon 

durch  ihn  gehen. 

Für  r^2  stellt  Vi)  eine  Curve  dritten  Grades  dar,  und  zwar  eine  all- 
gemeine Cnrve  dieser  Art,  da  die  Gleichung  dcriielben  auf  unendlich  viele 
Weisen  auf  die  Form  18)  gebracht  werden  kann.  (Vergl.  z.  B.  meine  Note 
im  13.  Bande  dieser  Zeitschrift,  S.  2((3).  Für  r^3  dagegen  erhält  man  Cur- 
▼en  vierten  Grades,  welche  jeden  Fundamentalpunkt  zum  Inflexiun8])unkt 
haben  and  bereits  von  Sardi  (Battaglini's  Gioniale  di  Malemaiiche,  13d.  6) 
onterbacht  worden  sind. 

6.   Statt  der  Gleichung  3)  kann  man  auch  die  verwandte  Gleichung 

in  Grunde  legen,  welche  aus  jener  durch  eine  einfache  Veränderung  der 
Constanten  (z.  B.  Vertauschung  von  m  mit  Am,  von  A  mit  A—^  u.  s.  w.) 
hervorgeht.  Die  hier  gewühlte  Form  hat  dabei  vor  der  früheren  den  Vor- 
theil,  dasb  man  die  auf  der  Fläche  liegende  Gerade  4)  durch  einen  Funda- 
mentalpunkt legen  kann,  cdine  dass  dabei  die  Fläche  ein  Kegel  wird.  Die 
Gerade  geht  nämlich  durch  den  Punkt  a  =  (),  1^  =  0,  }'  =  0,  sobald 

Z>  =  0 
ist,  und  die  Gleichung  der  Fläche  wird 

[ma^  +  nß'+pf  +  Uy){,Am,ii+Bn,ß-{^Cp,y) 

In  d  o  ni  fraglichen  Fiindamcntalpunkt  schneiden  sich  dann 
r-(-l  in  eiuerEbene  liegende  Gerade  der  Fläche.  Die  Punkte  8) 
fallen,  da  Z>  =  0,  sämmtlich  in  die  Fbene  d  =  0  und  mit  einer  Gruppe  der 
Punkte  9)  zusammen;  die  drei  anderen  Gruppen  dieser  Punkte  liegen  in 
den  Kanten  des  in  derselben  Ebene  liegenden  Fundamentaldreiecks.  Die 
erste  Polarfläche  des  Punktes  a=0,  j?=:0,  y=0  hat  die  Gleichung 

^''" '  [?i  {^"'  a+Bnß  +  Cpy)  —  q  (Aw^  a  +  lin^  ß  +  6>,  y)]  =  0 

und  zerfällt  somit  in  die  (r  —  1)- fache  Ebene  d  =  0  und  die 
Tangentialebene  des  betreffenden  Punktes.  Der  Kegel,  wel- 
cher über  der  Schnittearve  unserer  Fläche  mit  dieser  Ebene  d=0  steht  und 
den  betreffenden  Punkt  zum  Scheitel  hat: 

{mar'\-nß'  +  py){Am,a  +  Hn,ß  +  Cpyy) 
^{m,a'  +  n,ß^  +  p,f){Ämu  +  Bnß+  Cpy) , 


drei  übrigen  Bertthruagspunkte   and  di»  muT  dor  FUcUe  g 
wKbltn  (ietado  sich  iti  einem  Punkte. 

Die  Glei(;hiin^  20)  <ttelU  fllr  r  =  2  eiue   FUcbe   drillen  0 
Cur,  auf  welcher  sich  drei  Gerade  in  oinem  FuuklG^cbucid 
und  iu  einer  IClieue  liegen.      Die  Bülze  des  i  ü  Inutou  dnhc^r: 

Wenn  <li  ei  gernde  Linien  einer  FUcbe  dritten  Gmd« 
einer  Ebene  liegen  nnd  sich  in  einem  Fnnkte  schneiden 
liegen  die  ßerühru  ugapank  le  der  z  »' ötf  Ebenen  ,  welch«  i 
durch  jene  Geraden  neuh  an  dieKUche  legen  k;inn.  in  ei 
Ebene.  In  dieser  Ebene  liegt  micb  die  Berühruugscn 
d«H  TsngenliBlkegets  werben  man  vom  Schnitipunkl  jem 
GerRdcn  an»  noch  an  die  Fläehe  legen  kann. 

Der  helreffende  Schnittpunkt  vertritt  bei  den  KlAchcn  dritten  Grad 
in  gewisser  Deziehong  dieselbe  Stelle,  wie  ein  Wendepunkt  bei  den  cbcoi 
Curven  drillen  Grades. 

Wenn  die  Ber  ührangspnnk  te  tod  vier  der  T«Dgeiiti: 
ebenen,  welche  man  durch  eine  Gerade  einer  FISch«  drilt 
Grades  an  diesethe  legen  kann,  iu  einer  Ebene  liogBo, 
liegt  der  U  ertthr  ungspunk  t  der  füntten  Tangentialebene 
der  Geraden  selbst  und  dte:«e  Ebene  schneidet  in  drei  si 
iu  einem  Punkte  treffenden  Geraden. 

Wenn  die  Beriihrungspnnkte  von  zwei  dnrch  eine  Gf>rB' 
einet  riaclie  drittim  Grade»  gebenden  TangentiattibeneD 
der  Oeradeu  selbtit  liegen,    na  liegen  die  BerUbr ungspunki 
der  drei    übrigen    Tangentialebenen    iu   einer   Geraden,   Qi 
umgekehrt. 

C'hcmuiti.  Ur' F.  E,  Eckabdt, 

Vn.  Üeber  die  Bedehung  der  mittleren  BewegnngtintetitiUt  der  Atw 
eines  beliebigen  festen  Complexes  zn  dessen  absoluter  Tempermtur. 
Zur  Eruiiltelung  de»  fraglichen  Zuaaiiimcuhaugeij  bctracbien  wir  i 
Dächst  einen  zweiatomigen  Complex,  dessen  Üeslandtheile  sich  ursprfingli 
in  der  Uiulanit  k  in  einem  stabilen  Gleichgewicht  befanden,  jedoch  su  1 
ginn  der  Zeit  (  kiniue  Verschiebungen  ö,  ,  s,  in  der  Uicbtaug  ihrer  Verbi 
dungslinie  orbielten,  und  ancbcn  den  mittleren  Abstand  nnd  die  mittler 
BewegungsintousitAtcn  beider  Atome  auf  analytischem  Wege  ku  bestimm« 
Hierbei  setzen  wir  vorläufig  voraus,  daüs  awiscben  beiden  Atomen  ei 
Kraft  von  der  Form  


wirksam  s 


n  dei  Werihe 
■ia      2  a 


(.4A  +  U«' 
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Bein.  Soll  endlicli  diode  Gerade  auf  der  FlAche  selbst  liegen,  so  muss  sie 
auch  in  der  Fläche 

^i/'y'  +  ^^iy'a  +  ^j'a/'  +  Ä^a/^y^O 

sa  finden  sein,  was^  sobald  die  Gerade  willkürlich  liogt,  unmöglich  ist. 
Denn  die  Dnrchschnittslinic  dieser  Fläche  mit  einer  beliebi>icu  Tetraeder- 
ebene zerfällt  in  die  drei  in  dieser  Ebene  liegenden  Tetraederkanten, 
«äbrend  der  Darchgangspunkt  unserer  Geraden  durch  jene  Ebene  beliebig 
liegt.  Es  müssen  daher  die  Coefficienten  k  verschwinden  und  die  Gleichung 
der  Fläche  erhält  dadurch  die  Form  22).  Dieselbe  stellt  somit  eine 
Fläche  dritten  Grades  dar,  welche  die  Gerade  4)  enthält, 
and  zwar  so,  dass  vier  der  durch  diese  Gerade  an  die  Fläche 
gelegten  Tangentialebenen  dieselbe  in  den  Fundamental- 
pankten  berühren.  Bekanntlich  sind  aber  durch  eine  Gerade  der 
Fläche  fünf  anderwärts  berührende  Ebenen  möglich;  der  fünfte  Be- 
rührungspunkt, der  einzige  Punkt,  welcher  die  Gruppe  8)  ausmacht, 
wird  dargestellt  durch 

Die  Punkte  9)  und  10)  dagegen  sind  die  zehn  Punkte,  in  welchen 
die  Verbindungslinien  je  zweier  der  Berührungspunkte  mit 
der  Fläche  nochmals  zusammentreffen. 

Aas  den  Gleichungen ,  welche  hierzu  gehören,  ergeben  sich  ohne  Wei- 
teres folgende  Lehrsätze: 

Wenn  man  durch  eine  Gerade  einer  Fläche  dritten  Gra* 
des  an  dieselbe  die  möglichen  fünf  Tangentialebenen  führt 
und  durch  drei  der  Berührungspunkte  dieser  Ebenen  eine 
Ebene  legt,  so  schneidet  diese  die  Verbindungslinie  der  zwei 
anderen  Berührungspunkte  auf  der  Fläche. 

Wenn  man  unter  jenen  fünf  Berührungspunkten  vier  aus- 
ancht,  diese  zu  Ecken  eines  Tetraeders  wählt  und  die  Punkte 
verbindet,  in  welchen  je  zwei  gegenüberliegende  Kanten 
des  T*etraeders  der  Fläche  nochmals  begegnen,  so  schnei- 
den sich  die  drei  so  entstehenden  Linien  gegenseitig  im 
fünften  Berührungspunkte. 

Wenn  man  zu  jedem  der  Punkte,  in  welchem  die  Kanten 
dieses  Tetraeders  der  Fläche  nochmals  begegnen,  den  zu- 
gehörigen harmonischen  Theilpunkt  bestimmt,  so  liegen  die 
sechs  Theilpnnkte  in  einer  Ebene. 

Der  Schlusssatz  in  S  3  nimmt  folgende  Form  an : 

Wenn  man  zwei  der  fünf  Berührungspunkte  verbindet 
und  in  dem  Punkte,  in  welchem  die  Verbindungslinie  der 
Fläche  nochmals  begegnet,  eine  Tangentialebene  an  die 
Fläche  legt,  BO^schneidcn  diese,  sowie  die  Ebene  durch  die 
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■  •    »^^  ^^>^  Ä  ^»^»^i^i» 


/£r        ,       co8am{at) 
folgt.   Die  diesem  Werthe  von  v  entsprechende  Lösung  für  u  lautet 

und  soll  nun  noch  auf  eine  praktisch  hranchharerc  Form  gebracht  werden 

Da  nftmlich  die  Grössen 

ff 

2" 


ä'-ä:         0 


i{ 


2<f/       ba\ 


2 


r__i[v__ 

0 

"2 


0 


K'n  ,     /^\      2a/       ll<y\ 

von  der  ersten  Ordnung  der  Kleinheit  sind ,  so  können  wir  auf  die  für  1 
gefundene  Integralgleichung  unmittelhar  die  bekannte  Reihenentwickelauj 
für  sin*amu 

/   TT   V(4Ä\,,      ^,         \f^     ng^  nnu) 

[,..-¥4%?(-^"):.(,_i)] 

anwenden  und  erhalten  so 

/        6\.  .,      ,    ,,         /        3ff\  .      /,       c\       nnt  .    0*        2a«i 

,    ^      /       20  .  5a*\  (    .  2a/.      a\       aar  ,  0*       2/iicl) 

3a*         /        a\       anl      o'        2«»! 

«  = h  ö  1 1  —  I  <*«*  —Tr —  -:r  ^^^  ""^T"« 

2x         \       x/         K       1*         Ä" 
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^^  .-  ^  -    .-  *  *>^.^^^^  ^  -•  ^ , 


Hiernach  erh&It  u  für  i=0  seinen  Maximalwerth  ti  =  a,  verschwindet  fUr 


0 

»      3  ff      Off« 
4  ■*"2«"*"2ii« 


wird  fiir 


=1  /•^s_=ir4i,+  «+«-^l 


SQ  einem  Minimnm 

ff 


+  2a 

und  erreicht  Hir  /=t  abermals  die  Grösse  a.  —  Die  Einführnng  von  t,  der 
j^emeinsmmen  Schwingnngsdaner  der  beiden  Atome  in  die  u  bestimmende 
periodische  Reihe  ergiebt  dann 

and  fiir  den  mittleren  Abstand 

T 
1        /^ 

t)fn 


^\j\^+< 


0 

der  Atome  während  einer  Schwingungsdauer  den  einfachen  Ausdruck 

2x 
weil  die  Integrale 

/•      27r      ^  /      Mt      , 

o  0 

verschwinden.    Ans  den  bekannten  Geschwindigkeiten 


2mtffff  1/        o\    .  2«        a    .  4«  i 

ilfT        |\  X/  T  X  T      J 

der  Elemente  des  Complexes  erhalten  wir  ferner  für  deren  Schwingnngs- 
inti^nflitSten  die  Ausdrücke 

oder  , 

«TW,»!,*  utm^m^   , 


dr„^  fi  di,,   resp,   dr^ 
r  die  «llgemeiDe  Formel 


.  rf», . 


ao  Am»  —  QDter  ft',  fi  zwei  letligücli  von  der  specifllen  BoschaEToiiheit  dl 
gegebenen  SyHtems  aMiHngige  CouhIbhIp  vprslnndcn  —  zwUclien  r„  und 
resp.  t,  die  Beiiebangro  ataltfiaden 

-■-  =  -  + M.  =  »  + f"'. 
Ihre  Differentiation  liiLrl,  do  x  eine  UDverSndarlichn  Gr'isso  dArsloIll,  t 
die  Gleichnngen 
welche  sich  unte 

» 

aabsumireD  lassen,  wenn  wir  mit  t  die  mittlere  BewegitogsintenBitHl  b«Ic 
AtontR  bezeichaoD.  Üieselbe  gill,  wie  man  sich  leicht  überaeugeii  k« 
bei  entsprechender  VerÄnderüDg  von  ^  nuch  für  jedes  andere  Kraflge« 

wenn  nur  ^(r*,  a)  eine  continuirliche,  innerhalb  des  Intervalle!  0  bis 
(iberall  endliche  Function  vour  isi,  welche  für  r=it  +  u  negativ,  r(irr:=x- 
positiv  wird  und  sicli  fdr  beide  Werlhe  dieser  Veränderlichen  in  eine  eo 
vergente  aneudliche  Reihe  von  der  Form 

i,u  +  o,u' +  <.,„'+    ..inipf.  (a„,.,20) 
entwickeln  lüast. 

Das  in  ihr  enthaltene  Gesetz  kann  kntz  in  folgendi-r  Welse  at 
gesprochen  werden: 

Jede  relativ  kloine  AenJerung  der  mittleren  Bewegung 
intensitJit  der  Bestandthcil  e  eines  zweiatomigen  Complex 
vernrsacht  eine  ihr  proportionale  Aendernng  des  mittleri 
Abstandes  seiner  Atome. 

Nun  Iphrt  die  Erfahrung,  dass  die  Volitmverüudernng ,  welche  ügei 
ein  fetitcr,  aus  einer  bei  iebigen  Anaabl  von  Atomen  gebildeter  Conpli 
inrolge  einer  relativ  geringen  Erhöhang  oder  Erniedrigung  seiner  abaolob 
Temperatur  T  erleidet,  in  geradem  VerhÄltnlBSO  zu  dieser  Temperxtarvt 
Kndernog  steht,  d.  h.  es  muHs  specietl  fllr  ein  zweiatomiges  Systotn  netM 
der  Gleichnng  I)  auch  eine  Relation  von  der  Form 

a)  iir^=vdT 

exialiren.    Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  anf  1) : 

Die  absolute  Temperatur  jedes  sweiatomigen  f«atl 
Complexes  ist  proportional  der  mittleren  Bc wegungatnlei 
sitüt  seiner  Elemente. 

Dass  dieser  Satz  allgemein  anf«  an  einem  festen  Körper  verbonds 
Atome  übertragen  werden  kann,  lässt  sich  dann  leicht  apagogiscli  nao 
weisen,  indem  jede  andere  Annahme  Über  die  Beziehung  von  T  an  i  in  ibi 
Anwendung  anf  den  Specislfall  n  =  2  auf  ein  widersprechendes  Resnll 
mhren  würde. 

Wien.  Dr.  O.  Smokt. 


IX. 

Omndzüge  einer  neaen  Moleculartheorie  unter  Voraus- 
setzung Einer  Materie  und  Eines  Kraftprincipes. 

Von 

Dr.  Oscar  Stmony 

in  Wien. 
(All  Fortietning  ra  Jahrg.  XIX,  Heft  4,  8.299-323.) 


§  8. 
AnknQpfeud  an  jene  Untersnclinngen  des  S  7,  welche  sich  auf  die  mög- 
liehen   Bewegangserscheinnngen   dreier  gesonderter   Atome   fUr   den   Fall 
relativ  sehr  Icl^iner  Verschiebungen  ihrer  Centron  bezogen,  wird  die  Ilaupt- 
uifgabe  des  vorliegenden  darin  bestehen,  dasselbe  Problem  auch  für  solche 
Vervehiebaugen   su  behandeln,   deren  höhere  Potenzen  nicht  insgcsammt 
ohne  merklichen  Fehler  vernachlässigt  werden  dürfen.     Wir  wollen  also 
rorllolig  annehmen,  dass  in  den  allgemeinen  Bewegungsgleiehungen  der 
drei  Atome  ausser  den  ersten  auch  die  zwei  ton  Potenzen  von  «,,  s^^  s^,  rcsp. 
itf^ti  £i9  ^ti  lif  ^f  1°  Rechnung  zu  ziehen  seien,  und  in  Analogie  mit  ^  7 
Eiinicbst  jenen  Fall  untersuchen,  in  welchem  ursprünglich  alle  Atomcontren 
rhie    gemeinsame  Centrallinie  besassen   und   deren   anfängliche  Vcrschie- 
bongen   tft,  tff,  a,  sftmmtlich  in  der  Richtung  der  lotzteron  liegen  —  An  die 
Stelle  der  Relationen  90)  treten  dann  die  folgenden : 


3{1,3 


V      J        ^U  i  xj  3(S2  — .V,)j      .  ,  ,1  3(>"5-.^lH 

.40)    j     ;j^'  =  -««.(..-..)jl--4^./^j^  \,~    \. 

-T-y  =  -frW|  (*,-*l)  <l  -  -^^-^ >  -  ^WJ,(.?3-Ä,)  {I 

ans  welchen  sich  fttr  die  Elongationsdifforenzen 

141)  rf,  —  ^,  =  M ,     r/,  —  //,  =  V 

der  Atome  leicht  die  Differentialgleichungen 

aMtirthfIft  t  MitbtBitUi  n.  PhytUc,  XX,  3.  \X 
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%,^^^^^*^».*\^^^^^^^^%*Si^^^^^^^^/-^^^^  ^^^•*^\.^^*«»*  -^^•.^-"^^^^•^^«  ^  •  ^^-.^    -  ^^^    '■^^•-'  ^  ^  ^.^■^«.^  -X^^-^^k-^X.^-*  rf 


142) 


143) 


«'^  \Xl,2         X2,3^  «2,3  VXI.S        X2,s/ 

—  (a^i4-^'n,)ti  —  {b — c)  wi,r, 
-— =  3wiJ  —  +  — )«• ««t;+3(  — •  +  — Mti» 

rfr  \X|,2        X2,3/  X2,a  NX1,3         X2,3/ 

*  —  (a  — c)  m^ji  — (6Af, +  cm,)p 

ableiten  lassen.    Um  hieraus  u  und  v  zu  beHtimmen,  setzen  wir,  anter  /i,,  a,; 
^i>  ^1  vorläufig  anbestimmte  Grössen  von  der  Ordnung  a,  unter  a^,  a^^  r/^,  /rrp 
^6  9  ^71  ^8  9  ^0«  ^8«  ^4>  ^6*  ^6*  ^7'  ^s  s<>lcho  voQ  der  Ordnung  6^  verstehend: 
u  =  flo+  K  +  Äg)  cos ^n^t  +  {a^'\' a^  cosfi^t 
+  «5  cos(fi^  +  fi^)i  +  af,  ro^Cfii-fijj)  /+  «7  cos2fi^t  +  a^  cos2^l, 

»  =^0  +  (^+^)  COSiH^t  +  (Äj  +  Äj  COÄ^,/ 

+  6j  CO» (^1  +  ([*,)  /  +  ^6  co5(|«,  — fi^)  /  +  b^  ?oä2|[*i/  +  frg  cos2fi^l , 
d.h. 

+  \a^^  COS 2(1^1+  \a^^  cos2fi2^^ 

uv  =  Kfli^  +  «3*3)  +  iK'^  +  "1  'V  ^0« (;*,  +  |ita) ' 

+  4(«3^  +  «1^3)  ^^*(^i  — fh)  '+  •2''l^  cos2n^^  +  ^a^b^  cos2^^t, 

|.«  =  J  (^1^  +  65«)  +  Aj  63  rojf  (|[*i  +  ^i)t  +  b^h^  cos  (fi^  -  ^^ ,  / 
+  i^i«  C052^i/  +  i  63«  cos2ii^(, 

and  substitulren  diese  Ausdrücke  in  142).  Beide  Gleichungen  erhalten  dem- 
zufolge die  Form 

P -^^  0  cos fA^I  +  R  cos (t^i  +  S cos (fti  +  f*ä)  t  +  T cos{fA^^n^)  '  +  Ucos2(ii l 

+  Fcos2fi^t  =  0 

und  liefern,  weil  sie  für  jeden  Werth  von  i  bestehen  sollen,  unmittelbar  18 
Relationen  zwischen  jenen  unbestimmten  Coefficienten  fiQ...(t^^  K-"  ^s  ""'^ 
den  Constanten  von  142).  Hierzu  treten  dann  noch  als  Anfangsbedingungen 
für  /==30  die  vier  weiteren  Beziehungen 

(«1  +  ''3=  ^i -"  <^i »     '^1  +  ^3  =  ^3  "-  <^i » 
«0  +  "a  +  "4  +  Ö5  +  '^6  +  "7  +  ^'8  =  ^» 
''0  +  ^  +  ''1  +  h.  +  ''6  +  ^  +  ^  =  0 , 
so  tlass  hiernach  zur  BestiinniUDg  der  20  Unbekannten  (/^...^/g;  h^..   b^\  (a^, 
H^  im  Ganzen  22  untereinander  verschiedene  Gleichungen  erlialten  werden. 
Die  Lösung  des  Problems  durch  die  Formeln  143)  ist  also  nur  in  dem  Falle 
möglich,  dass  von  diesen  22  Relationen  zwei  als  eine  nothwendige  Folge  der 
übrigen  erscheinen.  —  Dass  diese  Bedingung  hier  thatsHchlich  erfüllt  wird, 
zeigt  eine   niiherc  Betrachtung  der  ersten  acht  Gleichungen,   welche  die 
Coefficienten  von  rusfi^t^  ro.v /iig/  in   142)  nach  Sonderung  der  Grössen  von 
der  Ordnung  a  von  jenen  von  der  Ordnung  a*  liefern: 

(rt  A/,  +  rmg  —  fi^*)  a^  +  wi,  (6  — r)  fr,  =  0 , 
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■  w    ■  ^  «  ^  «  ^-m  "^   ^*^  ^^   *  ^N^  v**'"-«^«i'^«--'^_     #    '-v      ^^  ^    ,  ^ 


*■•  .  ■•"    ^* 


(fl  A/j  +  COT3  —  fii*)  öj  +  W3  (6  — c)  //g  =  0, 
w,  (fl  — c)  flg  +  (6^fjj  +  cm^  -  11*1*)  /^3j  =  0; 

(öAfj  +  cmg  —  |Äj«)  «3  +  ^3  (6  — c)  ^3  =  0, 
»ig'(a  -c)  «3  +  (ft^fg  +  cm^j  —  ^^')  ^3  =  0; 

(fliVi  +  CIW3  —  |[ijj8)  ff^  +  »»3  (6- r)  /v^  =  0, 

Wj  (a—  c)  «^  +  (^ ^«  +  ^  "'2  ""  f*«*)  ^4  =  ^• 

Dieselben  lehren,  dass  die  Verbältnisse  -2,    ^,  beziehungsweise  -^,  -^  ein- 

ander  gleich  sind,  und  liefern  für  jedes  derselben  zwei  verschiedene  Werthe, 
deren  Oleichstellung  zur  Kenntniss  von  ^j^,  fn^^  führt.  Hierbei  erscheinen 
diese  beiden  Unbekannten  als  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

{b—c)mQ       ^bM^  +  cm^  —  X 
oder  1  •        3  \        /    - 

nnd  coincidiren  daher  völlig  mit  den  Ausdrücken  105).  Drücken  wir  ferner 
mit  Hilfe  der  nunmehr  bekannten  Quotienten 

H^^  —  {aM^  +  cm^)  ^  bM^  + ctn^  —  fi^-  _ 

(&— c)m3  (6  — c)»i3 

fij*  —  {a  iVj  +  r  1/I3)  ^  6  ^fg  +  r  ;/ig  —  ^  j2  ^ 

(/>  — c)w.,  {b  —  c)m^ 

6| ,  ^3  in  Function  von  A|,  a^  aus  und  substituiren  die  so  erhaltenen  Gleich- 

in  die  sweite  der  Anfangsbedingungen  144),  so  liefert  deren  Combinntion  mit 

«1  +  «3  =  ^'2  ""  <*! 

unter  Berücksichtigung  der  Beziehung 

alle  fraglichen  Constanten  von  der  Ordnung  a 

(ry  — l)<ij  — ya^j  +  Ög 
a   = 

-  "2  2  -     ■   -  ,       .   .     ^ 

^l    —  f^2 

p  —  y 

"       ""  f^i'-i^/    " 

^  ^(pg  —  p) Ol- p^/c^+po^ 

^  p  —  g 

_  1^*  —  («  "»2  +  ^  ^2)1  ^l  +  ("  —  ^)  '''2  <^2  -_  [f«2*  —  (*  ^^2  +_^  "'2  '  1  ^ 
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^./s^■^\/•«>v%<1'■^iW>•^«■^^^      ^^  .  ■<  sr>%»«.>-^^^»*^>^^.»N^»^^^W<i^>*^»^<»»%^« 


"8 —  "~    


"^  -----..--       _ ..  . .  ._    . 

Mi   -  ^2^^ 
Die  biHlior  verwendeten  zehn  Bedingungsgleichungen  lassen  folglich 
zwölf  Constante  vorläufig  unbestimmt,  indem  aus  ihnen  ausser  den  sechs 
soeben  aufgezählten  Unbekannten  «p  ft^\  Aj,  h^\  |Mp  ^^  lediglich  die  Verhält- 
nisse 

/ig  ^4 

berechnet  werden  können,  und  hiermit  ist  der  Beweis  für  die  richtige  Wahl 
der  Ausdrücke  143)  geliefert,  denn  es  bleiben,  entsprechend  den  zwölf  Un- 
bekannten 

«0»  "2»  "4»  ^5»  '^'(P  ^'7»   ^^\    ''u'  ''5'   ''bi  *7»  ^8 

nach  Abzug  joner  zehn  Relationen  noch  deren  zwölf  übrig,  welche  nach 
Einführung  der  Abkürzungen 

^Xi,2  X2,3/  X2.3  ^»1.3        «2,»/ 

:,„JjL  +  ^)  =  5,.     '-'.=  ß^.     3(*^  +  ^-^»)=Ä„ 

V>«1,2        X2,3/  X2,3  \K|.3         X2,3/ 

m^  («  — C)  =  Ä^,       />Af^  +  C/Wjj  =  /?. 

folgende  Schreibweise  gestatten : 

^''o+  ^f.K  =  4 ^i  (^','+<i  -  ^2  ('', '>,  +  ''sM  +  4 ^3 (^'+ V); 

[^^4  —  (Mi  +  I''^^*!  ^'r,  +  ^5^5  =  -^1  ^l '^^  +  4  K^3  +  «3^)  +  4^*3 ' 
^4  "ä  +  [^5  -  (Mi  +  Mj)"J  '^5  =  ^1  ^'1 «:»  -  ^2  («1*3  +  "s''i)  +  ^s'^i^'a? 

['■^4  -  (."1  —  ^t^^\  ^ii  +  4  '^6  =  ^1  ^'1  «3  +  4  («1  *3  +  «3  *l)  +  4  ''l  ''s » 
^4  ^'rt  +  I  '^ö  -  (M  l  -  f  2)*]  'V,  =  ^1  «1  "3  -  ^^2  ("1  *3  +  ''3  ''l)  +  ^3  ''l  ''s ; 

('•'4  -  4  Ml'')  "7  +  ^^r,''7  =  4  '^i  «1*  +  -^a^'i''!  +  4  4^"i 

^•^  -  -^Ma')  "h  +  --^5''« = i  '^1"/  +  ''2^'3''3  +  44  V' 

^^  "h  +  ( /'V.  -  4  M.-i  '>8  =  i  ^i  V  -  ''2''3  ''3  +  4  ^  V; 

"2  +  "4  =  —  ("ü+«5  +  ^'lJ  +  ^'7  +  ^H^  * 

;>/^  +  f/a^  =  —  (/y^+  ^5  + ''g  +  ''7  + ''s)  • 
DieHoll)en  zerfallen  offenbar  in  sechs  Paare  von  Gleichungen,  welche  stets 
je   zwei  Unbekannte   enthalten*  und  daher  eine  so  einfache  Bestimmung 


*  Dan  hior  benutzte  Verfnlircu  zur  Integration  der  Gleichungen  142)  ist  das 
einiigc,  wclrbes  Huf  eine  einfache  Art  zu  einer  allen  Anforderungen  genügenden 
LBsnng^  dcmelben  fUhrt,  und  jencui  durch  periodische  Reihen  von  der  Gestalt 
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derselben  ermöglichen,  dass  wir  uns  darauf  boschrftuken  können,  auH- 
schliesslich  Og  and  6^  in  ezpliciter  Form  darsuätellen,  weil  die  Kenntuiss 
dieser  beiden  Grössen  zu  einer  klaren  Einsicht  in  die  durch  14?)  charak- 
terisirten  Bewegungserscheinungen  in  erster  Linie  erfordert  wird.  —  Be- 
rechnen yiiXT  nftmlich  die  mittleren  Abstände 

der  drei  Atome  während  der  ganzen  Dauer  ihrer  Bewegungen,  so  erhalten 
wir  mit  Kücksicht  auf  die  für  jedes  reelle  k  giltige  Beziehung 


y"' 


cos  kidl 

,.      0  ,.     sinkt      ^ 

hm =  hm    -    -  =0: 

l  =  vr  /  t  =  «     kt 


145)  *!,»=  lim =)H2  +  «j, 


w«  +  »/i  COK  X  +  Wf  COS  2  a:  + . . .  4-  M„  cos  >*  a:  4- . . . 

deshalb    vorzuziehen,  weil  hierbei  die  unbestimmten  Oocfticicntcn  r/„,  M|,  //,...  tt^^  . .. 

keineswegs   im  VcrhältniBse  steigender  Potenzen  von  a  abnehmen,  und  bereits  die 
Qnadrirung  eines  derartigen  Ausdruckes  nuf  die  unendliche  Doppelreibe 

-u  ( -j  11,  U|  + 11,  II,  4-  if|tfs  +  fj  U4  + . . .)  cos  X 

+  ('2 M» H,  +  i ttf'  +  Ml  »a  +  U|  U4  + . . .)  ro« 2  j: 

•  ••  •••  •(. 

«611.2,,+      1?      "««2|i-„  +  4«»p+  27   "r,  «i;,  4- „)'''>•*  ..'/»^ 
iw=0  11  =  1  / 

(■l  =  p  11  =  00 

m  =  0  n  =  1  / 

•  ■•  ••■  •«• 

fahren  würde.  Uebrigans  besteht  »wischen  beiden  Vorfahren  insofern  ein  Zusauimcn. 
hang,   »Is  aich  rttsfifl,  cosfi^l,  roj«(fc,-f f««)/,  ..•  unter  licnutzung  der  bekannten  Ent- 

«ickelung  tsinfinil       utttsx     iicos'lx     avos'Ax  i 

immer  in  unendliche  Reihen  von  der  gewünschten  Form  verwandeln  lassen.  Was 
cudlich  die  dritte,  gewühnliclie  Methode  zur  Auflösung  .simultaner  Differeutialgleich- 
angeo  anbelangt,  so  int  dieselbe  nicht  einmal  auf  diu  einfachsten  Bpeciairulle  von 
142)  anweadbar.   80  erhielte  man  s.  B.  für 

dfi  '     rf/' 

cor  Beatimmung  von  11  und  v  die  nicht  integrabcln  Kliminationsgluichunt^en 
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und  analog 

worauH  dio  Nothwondigkeit  einer  genauen  Discussion  von  n^,  6^,  reap. 
''u —  %  deutlich  liorvorgeht. 

Hierbei  erscheint  es  vortheilhaft,  drei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nach- 
dem die  Grössen  a,  6,  <;  einander  gleich ,  oder  theilweiso  oder  iusgesammt 
voneinander  verschieden  sind. 

Im  ersten  Falle,  für  welchen  |Li^,  ^^  gleichzeitig  den  gemeinsamen 
Wcrth  

erhalten,  und  demzufolge  u  und  ü  in  die  merkwürdigen  Ausdrücke 
146)  I     "  =  ^0+  (^58  — ^i  — f ''o)<''o«l*<  — l«o''<>*5^f*^ 

j       r  =  //o  +  (ffj  -  «1  -  |/'ü)  ^^'*^<  —  i^O  ^0S2|ll/ 

übergehen,  bestimmen  sich  (Iq,  6q  aus  den  ziemlich  einfachen  Gleichungen 


147) 


2iW,  2/w«  .    2w,  , 

Xl,2  Xi,3  X2,3 


2/tf/\)Ci,:,        XI  2/  \ä|,2        X2,3/  \K|,3        X2,3/ 


<^3^ 


2;;i.,  2M^  2m^ 

«1,2  »C|,3  X2,3  f 

welche  »ich  offenbar  unter  die  allgemeinen  Formen 

148)  1     ""  -="  '  ^1^*  +  '"  ^s"*  +  ''^^'s*  +  f*  ^i  ^2  +  V  ^1  <^;»  +  '^  <^2  «3 » 

I       ^  =  f(^l^  +  "*'<^2*  +  '''<^3*  +  /''<^l  ^2  +  V'<ji  <^3  +  '''<^2  <^3 

subsumiren  lassen.  Dieselben  enthalten  ausser  einer  Keihe  constanter,  den 
Kolationen 

,,QV  j     /+'"+« +y' +'/+/' =0, 

Genüge  leistenden  Ofiofiicientcn  im  Ganzen  drei  veränderliche  Elemente 
Ol,  0^,  G^,  und  es  entsteht  jetzt  dio  Frage,  üb  wir  dieselben  unter  gewissen 
Voraussetzungen  über  /,  ^;  m,  m'; . . .  vielleicht  so  wählen  können,  dass  a^ 
und  ifQ  gleichzeitig  verschwinden.  Um  hierüber  zu  entscheiden,  setzen  wir 
der  Kürze  wegen 

150)  -=a?,    —=y 

und  bilden  hierauf,  von  den  als  coexistirend  angenommenen  Beziehungen 

)     mx^  +  rxy  +  ny^  +  px  +  q'y  +  /*=  0 
ausgehend,  die  ihnen  correspoudirenden  Eliminationsgleichungeo 
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183 


n 


152) 


71  y* +///+/'     m' 


n 


m 


*_    rx  +  q      n  \^  mx^  +  ftx  +  i      rx  +  q  j 
r  a*  +  7      /i       w  j  *  +  //  .r  +  r     ;•  x  +  ^  , 

m  !    ny^  +  qy  +  l        r  ij  +  p  i 


zur  Bcätiiniiiuug  vou  xuud  |^.   Ihre  weitere  Eatwickelung  zeigt,  dasB,  sobald 
I  ^  f\  //i ,  fn\ . . .  den  BedinguDg^n 


153) 


f 

m 
m 

'+ 

/     P 

t    P 

m 
m 

P 
P 

n 
n 

2 

+ 

l     '1 

n 
n 
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n 

*  .     m    r  . 

n 

r 

9 

1 

+ 

,    A 
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r 
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n 

m    r  . 

n 

r 

0, 


0. 


0 


xiAchkuiniiieo,  x  und  y  jederzeit  zwei  Gleichungen  vierteu  Grades  zu  be- 
friedigen  haben,  deren  jede  lauter  reelle  Ooefticieuten  und  demzufolge  ent- 
weder ausschliesslich  complexe,  resp.  imaginäre,  oder  mindestens  zwei 
reelle  Wurzeln  besitzen  uiuss,  indem  ja  nicht  reelle  Wurzeln  in  ihnen  nur 
paarweise  vorkommen  können. 

Nuu  bestehen  aber  für  die  (Jonstanten  der  Grundgleichungen  151)  an- 
dercrtieits  die  Relationen  140),  nach  welchen  die  Formeln  148)  und  mit  ihnen 
beide  biquadratische  Kcsolventen  verschwinden,  falls 

154)  .r=l,    y=  1 

wird,  (i.  b.  falls  alle  Atome  glcichgrosse ,  gleichgerichtete  Verschiebungen 
erleiden.  Ks  müssen  mithin  wenigstens  noch  zwei  weiterem ,  reelle  Werthe 
dieber  Verhältnisse  vorhanden* sein,  welche,  wenn  die  nach  Potenzen  von  .r, 
resp.  y  zu  orduenden  Polynome  152)  nicht  durch 

(a:— 1)^  beziehungsweise  (y  —  1)* 

ohne  Kest  theilbar  sind,  stets  von  der  Einheit  verschieden  ausfallen  und 
daher  cigi  ^q  der  Null  gleich  macheu,  obwohl  für 


jederzeit  Bewegungen  von  Atomen  eintreten. 

Wir  können  übrigens  indirect  nachweisen,  dass  die  zuletzt  über  152) 
gemachte  Voraussetzung  thatsächlich  nie  erfüllt  wird.    Denn  schreiben  wir 


deu  Wertb  von  b^  in  der  Form 


bu  wird  suf'urt  ersichtlich ,  dass  derselbe  für  alle  von  der  Einheit  vorschie- 
ieoe  X  und  y  immer  grösser  bleibt,  als  der  wesentlich  positive  Ausdruck 


viHtO-'M^^^y'-'^' 


-^'-"-»/(■+a(-+^:)i 

ErtLeilt  man  demu&cfa  den  Blementen  eiues  dnr*h  die  GleicliDOgea 


ofaaraklerisirten  dreiatomigen  Cotnplexes  derartige  centrale  VerBchiebSDg 
ff,,  ff,,  dj,  dasa  erat  deren  dritte  Potenzen  ohne  marklieben  Fehler  verns« 
lAitsigt  werden  dürfen,  so  erhält  der  utittlero  Abstand  seiner  Grenxatoi 
unter  allen  Umständen  einen  positiven  Znwaehs  b^,  während  einer  der  b«id 
Qbrigen  mittleren  Abstände  xt,;,  beKiebungaweisp  xi.s  gleicbteitig  ann 
ändert  bleiben,  ja  sogar  verkleinert  werden  kann.    So  verachwindet  t. 

'"3      «i.a'      '       »•=    * 
und  erhält,  sobald  das  erste  nnd  sweite  Atom  um  gleiche  Strecken  venci 
ben  werden,  den  zufolge  der  Relation 

uubediogt  negativen  Wßrth 

Eh  läsBt  sich  ferner  leicht  die  Ueberzeugung  gewinnen,  da&s  der  soel 
ansgusprochcue  Satz  auch  für  den  allgemeinsten  Fall 


in  welchem  a 


bg  durch  die  complicirten  Quotienten 


<?+?+?)' 


"fS.S  1    VXi.s        «1,3/  " 


chRrftkterUirt  werden ,  seine  Giltigkeit  behauptet. 

Penn  der  kleinste  mögliclie  Werth  Ten  b^,  welofaer  für 
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■»^     f  # 


eiDtreten  kann,  encbeint  immer  noch  ^össer  als  die  positive  Summe 

<-    V*l.2       «».»/  6X2,3    »    »^      \      ■    x,,2/\  fl    /»j,Xi,3        C    m^K,y 

d«  h.  als  die  Summe  der  beiden  Quadrate 

'r         ü    \X1.2        X2.3/  'r       6*Xi,S        ^X2,8        «»l,»! 


+  "" 


l^r       0   \xi,2      X2,3/  r     ^-xi,: 


ITIu  I7I< 


3        0X2,3        «XI,  3^ 

wibrend  a^,  resp.  6^ — a^  infolge  des  Auftretens  negativer  Glieder  bei 

in  ganz  analoger  Weise  wie  für  a  =  b^=c  variiron  können.  Ausserdem 
liefert  eine  vollständige  Berechnung  der  Aggregate 

den  Beweis,  dass  die  für  die  früher  untersuchten  specielleren  Werthe  von  a^ 
nnd  Öq  gefandenen  Eigenschaften  148)  und  140)  unmittelbar  auf  die  Formeln 
156)  ttl^ertragen  werden  dürfen ,  indem  aus  denselben  nach  Anwendung  der 
Gleichangen 

gleichfalls  alle  WurselgrÖssen  verschwindet). 

In  jenem  Falle  endlich,  wo  zwei  der  Constantcu  n,  /;,  c,  z.  B.  a  und  c  ein- 
ander gleich  aindy  treten  an  die  Stelle  von  155)  die  einfacheren  Beziehungen 

__        (^X|,2         X|,2         X2,3/ «2  3 \«1,3        X2,3/        T 

""  '  **  / I     I    JV  \  "  » 


**•  2(rtiiij,  +  /y/l/jj) 


^*l.a       »2.3/ «2,» '■X2.3        *i,:i  / 


vi 


^«»^  2(aWj  +  A;>/jj) 


aoj  welchen  für  iii|^ift2=m3  die  auffallenden  Relationen 


"o=4^) 


1 5e;  _  3\{fi+b)0^*  +  2a6^^  +  {a  +  '0  <^3^  —  2  « <T,  6^  —  2^(T,  (T^  —  2  n  Ö^  Ö^  \ 

""  4x(a  +  2A)  ~ 


borvorge)ion.  Bei  dr«!  congru<>nton  Aintnen  fiodet  aIbo  jedeneit  nine  Vi 
grJisBorung  (tHtntntUcbcr  mittlerer  AbGlJtnde  der  Älonie  statt,  wolclii-.  hicIi  k 
x,y  und  Xjj  gleicbmäBsig  vertbeill  und  von  deren  Masseo  nnabbängig  e 
sclieiut. 

Hiermit  lutWn  jene  Unlersui^LDni-eii  ibren  Abachlusg  gefunden,  welcl 
XU  einem  klarea  VerütnndnisH«  der  Vnriabelcu  u  and  e  erforderlicli 
und  es  erübrigt  nur  nncfa ,  aucb  die  KlongntiooeD  cT,,  it^,  d^  und  Beweguagi 
intenidtäten  i*, . ',.  ',  der  Atome  in  Funclion  dfr  Zeit  darzuetplleu.  Um  il 
drei  erslgonaonteu  Ualtokn nutet]  2U  ündcii,  beziehen  wir  (lieBelben ,  wio  j 
S  7,  auf  die  um  5  verscbobpoeu  stabileu  UleicbgewichtttlBgen  der  Atonic  üb 
CDinbiniren  die  uuter  dieser  Voraussetznog  gütige  Gtoicbnug 

mit  141).    Sd  ergebeu  iticb  die  Deziehuugeu 

d.  b.  die  EloDgationeu  der  Atome  bestehen,  fxlls  man  aucb  dio  zweite 
Poteuscu  vMi  0j,  d, ,  6^  berü  ck  siebt  ige  a  rouHs,  regctniÜaGig  aus  jo  xwvi  B< 
ataudibcilcu  ,  einer  cotislanten ,  lediglich  vou  a„,  h^,  »r, ,  in^,  m^  abbAogigf 
Gröttee  und  einem  mit  l  variireiiden  Ausdrucke,  welcher  im  AltgoiaeiM 
aus  ücuha  einrach  ppriodiucben  Bewegungen  voo  den  ScbwiDgungGdAMent; 


IM)  »,= 


2n 


8n 


t,-*-r, ' 


's  =  4'..    ««=ii 


\w^) 


gebildel  wird.  Hierbei  erscheinen  die  AmplEtudeu  A^,  J^\  ff,,  fi^\  C,, 
jener  Schwinguagon ,  welche  den  Facloreu  cojftjf,  cos/ifl  xugehüren,  unl 
der  allgemeinea  Form 

wührend  p^q.r  für  alle  übrigen  [»eriodischen  Glieder  versch winden.  1 
wird  daher  immerbiD  möglich  sein,  ff,,  0,,  0,,  ho  zu  wKhIun,  d«ss  von  d 
sechs  genanntfvn  Coerücienten  ansscbliessttch  drei  wegfallen,  indem  diMi 
lieu,  gleich  Null  gosetal ,  nicht,  wie  die  Helationon  IOh),  die  relativen  V< 
hältnisse  der  Verschiebungen,  sondcTn  diese  selbat  bestimmon. 
lasseu  sich  irgend  drei  nndere  Amplituden  A,  B,  C  von  d^r  Ordnung  a*  Dl 
Uuter  der  Bcdiuguug  aus  d, ,  il^,  il^  eliminireu,  weuo  ihre  periudischvn  Vn 
toron  gleiche  Argumente  besitEen,  in  welchem  Falle  jede  der  Glciobungq 

^  =  0,      B=0,     C  =  0 
eine   uothwGudige  Folge    der  buldeu  anilcrau  ist.      Dies  bat  darin  «ein« 
Grund,  das«  derartige  BeEiehuugcn  nach  Uivision  durch  ff,^  anner  deo  V^ 
hsllnisseri  x  und  ij  keine  willkürlicbon  Grössen  E'nlhaltcn.  . 

Wbh  bchlieBslich  die  Derecimuug  von  i, ,  t,.  i,  betrifft,  s«  geling!  dil 
selbe  mit  Uilfe  der  Ansdiücke 
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0 


^  ==  ^^»  /IIItJ  [(«1^2  "  ^'":0  '^i  ««^i'  +  («3^^2-  ^"'3)  ^8  Ä'"^^P  dt. 


0 


»a 


0 

ohne  Schwierigkeit  und  liofert  der  Reibe  nach 

160)  j    i^  =  ^"^,  [^,«(«,  .tf,  -  fr, ,/.,)»  +  ^.»(«j  «,  -  h^m^f] ,  . 

t|,  1*2 1  I3  besitzen  demnach  dieselbe  allgemoiDe  Form  wie  Og,  b^,  ^o"^o«  ^^ 
das8  der  Quotient  ans  je  zwei  dieser  Grössen  immer  eine  endliche,  bei  ge- 
gebenem tf|,  62t  ^s  constante  Zahl  bleibt,  und  mit  Rücksicht  auf  die  aus 
147)  und  155)  gesogenen  Schlüsse  folgender  Satz  ausgesprochen  werden  kann: 
Erleiden  drei  ursprünglich   stabil   ruhende  Atome  mit 
gemeinsamer  Centrallinie  relativ  kleine  centrale  Verse hie- 
buDgen  tf|,tf2>^3*  *^^  istdic  hierdurch  bewirket e  lineare  Aus- 
dehnung   des    Gomplexes    stets    der    Ue wcgungsintonsität 
jedes  seiner  Elemente  proportional.* 

Wir  wenden  uusjetztzur  Untersuchung  jeuer  Bowegungsorscheinungon, 
welche  aus  einer  kleinen  Störung  einer  beliebigen  stabilen  Gleichgewichts- 
fignr  dreier  Atome  resultircu  können,  sobald  in  die  Differentialgleichungen 
ISl)  auch  sftmmtliche  Glieder  von  der  Ordnung  O^  aufzunehmen  sind.  Die 
leCsteren  ergeben  sich  leicht  mittels  jener  Reductionsformeln ,  welche  den 
beiden  allgemeinen  Beziehungen 


*  Setzen  wir  in  der  erHteii  der  Gleichunf^cn  140)  und  in  doii  in  100)  für  f|,i| 
•rbaltenen  Formeln  W3=0,  so  fclj^t 

welche  Ergebnisse  bis  auf  Grös«eu  von  der  Ordnung  0"  vullständig  mit  jenen  übereiu- 
stiranaen,  welche  wir  a.  O.  unter  Itenützung  elliptischer  Intcpfrale  und  Fiinetionen  auf 
einem  ziemlich  complicirtcn  Wege  gewonnen  haben,  und  un:$ern  ßats  auch  für  den 
■pecielleren  Fall  eines  zweiatomigen  Coniplexcs  veriiicireu. 


188  Grundsfige  einer  neuen  Holeculartheorie  etc. 


r» 


H        «       «  1     >       o      .     .      .   ^        «  .  3(1— 3rrt**»)roj?0  ^, 
r       xM  '  2X  * 

.    (I— «ros«^)5VM*^    ^^   ^      ,    (l  — ft5iw*^)r*;.«»    ^  I 

+  ^  ^|^,4.v ._ ^,j 

=  "jzf  |f;0Ä>0+  Ji?  «w^  ro*0  +  9(0')  ^| 

X  2x  I 

für 

a=«i,2»     x  =  xi.2,     ^  =  ^1»     -^4  =  12  —  ^11     ^»?  =  «?8— i?i; 

«  =  Ot,3,       X  =  X|,3,       ^  =  -^^1       ^i|  =  |8  — Ij,      ^»?  =  1?3-"^11 
«  =  «2,3,       X  =  X2,3,       ^=03,       z/§  =  |3  — Ig,      ^J?  =  173--1?2 

entspringen,  und  Hefern  zunächst  zu  der  ersten  Relation  in  121)  folgende 
Ergänzung : 

{rtw^<p(Oi)  +  6m3g)(^^)tli«  +  ^/w,t^(^i)  +  ^m3t^(Oj,)}Jji?, 

+  hm^q>{9^)  (I,*  -  2^1  $3)  +  aw2t^(^i)  (Sgi?^  -  |,t/g  -  Igi^j)  " 

+  ''  '"3 ^.(^a)  (I3 nz  -  S,  %  -  h  Vi)  +  ^'  '^»2 X  (^i)  (»/2*  -  2  ly^  lyg) 
+  ^W3X(^2)(V— 2  7^^i;3). 

Jene  für  die  zweite  derselben  folgt  jetzt  unmittelbar  durch  Vertauschung 
der  Functionen  9,  t/;,  x  mit  <p',  t^\  j^',  so  dass  die  horizontalen  Componenten 
der  Atomkräfte  stets  dieselben  Combinationeu  von  S^,  £,,,  I3;  ti^,  i;,,  i^,  wie 
deren  verticale  enthalten.    Zugleich  wird  ersichtlich,  dass  in  den  auf  diese 

Weise  vervollständigten  Gleichungen  für  — -^ ,  -,  '*  von  den  21  Amben  mit 

Wiederholungen,  welche  sich  aus  den  sechs  erwähnten  Variabelen  bilden 
lassen ,  nur  17  vorhanden  sind ,  denn  die  Producte 

§2  ^  »    ^2  ^3 »    §2  %  y    bji  */2 

fehlen  in  beiden  Zusätzen.  In  ähnlicher  Weise  ermangeln  die  entsprechend 
ergänzten  Ausdrücke  für 

dl^  '   di*  '     dfl  '   dt^ 
der  Combinationeu 

^i§3.  «?i»?3>  Si'?3«  ^3'h»  beziehungsweise  l^^^,  ri^tj.^,  |,i?j,,  ^^t^^, 
zeigen  jedoch  im  Uebrigcn  einen  völlig  analogen  Bau  mit  den  Bewegungs- 
gleichungen des  ersten  Atoms,  so  dass  es  überflüssig  erscheint,  sie  hier  an- 
■ufbhren. 


Von  Dr.  0.  Simon Y.  180 

Um  Dun  eine  brauchbare  Lösung  dieser  sechs  verwickelten  Beziehungen 
aniubahnen,  benntien  wir  wieder  die  Substitutionen  122),  123),  welche  die 
definitive  Bestimmung  aller  Verschiebungsprojectionen  von  jener  der  vier 
Hilfsgrössen  g^^,  i/^;  |'^,  i}'^  abhängig  machen,  und  gelangen  so  schliesslich 
za  vier  simultanen  Differentialgleichungen  für 

deren  Integration  das  vorgelegte  Problem  erledigen  wird.  Dieselben  stim- 
men nattirlich  bezüglich  ihrer  Glieder  von  der  Ordnung  6  mit  den  Relatio- 
nen 124)  überein,  während  sich  jene  von  der  Ordnung  O^  insgesammt  ans 
der  allgemeinen  Form 

ableiten  lassen,  wenn  man  die  Constanten  derselben  der  Reihe  nach  mit  den 
Coefficienten 

"^5«   ^ß'  •••  *^13'   ^w't      '5'    "ß>   •••   ^13»   ^141 
^5»   ^«»  ••■   ^18»  ^14?      '5»       6>  •••    ^13«  ^\A 

vertauscht.    In  diesen  Relationen  ersetzen  wir  |'|  dnrch  das  Aggregat 

fr=4 
S'l  =  ^0  +^.  l(''2  X  -  1  +  «2  *)  ^O«  |l«it '  +  «*+  »  ^"*  'i  |i*fc  '1 

fr=4 

fc=--4 

in  welchem  20  verschiedene  Cosinusse  und  29  vorläufig  unbestimmte  Grössen 

Mii  M2»  K3'  f*4>   ^'ü'  ^'1»  •   •  ^iS'  ''24 
vorkommen,  deren  Vertauschung  mit 

ü^j ,   ...  //^^  ^    **0 »   •  •  •   ''24  5    "0 »   •  •  •  "S4 

nnmittelbar  die  correspondirenden  Annahmen  bezüglich  l\^  ri\^  i]'^  ^^'' 
bietet.  Die  Substitution  dieser  Aggregate  in  das  zu  integrirende  Gleichnngs- 
System  liefert  dann  100  Bestimmungsgleichungen  für  die  erwähnten  104  Con- 
stanten ,  welche  ausserdem  noch  die  acht  Anfangsbedingungen 

«=J  A=4  A=4  kz=A 

k     4  A  =  '24  t  =  4  k-n  « 


•  Die  Werthe  von  K^,  Kx ,  A',,  A'j  sind  beicite  ans  f  7.  ^  "       ^-»--niit. 


^'"-■+^"-»'  ^''"-■'+^*=° 


zn  erfüllen  h&ben. 

Das»  aber  dessenuDgeachlet  an  [liese  Grössen  nnr  104  «rsentlicb  * 
einander  versclijedene  Forderungen  gestellt  werden,  lebrt  eins  allbsre  E 
trachlung  der  von  den  CoeFGctenten  der  CosinnBea 

cosft,!,  cosfil.  co^lis',  osfi«' 
licrriihrendon  Besielinngen ,  deren  erste  Gruppe  durch  die  Rplalin 
(.-f,-^,*)  o,  +  -*/,  +  ^,'-,  +  .*«rf,  =  0, 

0,1,  + J,h,  + /),r,+ (/>,-fi,»)  d,  =0; 

ß,  n,  +  />,*,  +  7)j c,  +  (Ä, -p.»)  rf,  =  0 
gebildet  uiril  iind  unmittelbar  znr  Kenntniss  der  drei  (ihrigen  Glrichnngl 
Systeme  führt,  wenn  wir  in  ihr 

fi,=  ;  «,.  ...  (/,;  n^,  . ..  il^     durch     fi/;  O3,  ...  i/^j;  ««.  ■-■ 
resp.  reap. 

f»s*i  "m  ■■  «^si  "si   ■•  ''bi  (*(*;  "i-  ■  ■  ''ji  "»•■■■ 

ersetzen.    Eli'raioiren  wir  nftmli^h  «ns  denselben  dia  VerhSiln 


80  erhalten  wir  fUr  fi,',  (ig*,  fij",  (j,*  «tets  dieselbe  ßesolvonto  125), 
fi.  **i.*'3'f'*'l'o  Werthe 

im  Uebrigen  jedoch  nnr  diese  24  Qnotienten,  so  dnss  im  Gänsen  noch  eb« 
soviele  Unbekannte  als  Gleichungen  (7Q]  Uhrig  bleiben.     Hterb<> 
sich  nir  je  Bwei  dlespr  Brüche 

c,     c,       d,    rf. 


stets  dieselben  Formeln  und  schliesslich  ans  der  Combination  der  nnnmffll 
bekannten  VerhKItnisse'von  nngerndem  Index  mit  den  vier  ersten  Anfang! 
bedingongen  sitinmtliche  CoefUcieuten  ron  der  Ordnung  ff. 


Von  Dr.  O.  SiMOHT.  189 

Um  nun  eine  brauchbare  Lösung  dieser  sechs  verwickelten  Beziehungen 
anzubahnen,  benutien  wir  wieder  die  Substitutionen  122),  123),  welche  die 
definitive  Bestimmung  aller  Verschiebungsprojectionen  von  jener  der  vier 
Hilfsgrössen  4\y  '/ii  l'si  V2  abhängig  machen,  und  gelangen  so  schliesslich 
IQ  vier  simnltanen  Differentialgleichungen  für 

dt^  '    dfi  '      df>  '    fil^  ' 

deren  Integration  das  vorgelegte  Problem  erledigen  wird.  Dieselben  stim- 
men niitürlich  bezüglich  ihrer  Glieder  von  der  Ordnung  0  mit  den  Kelatio- 
Ben  124)  Uberein ,  während  sich  jene  von  der  Ordnung  a^  insgesammt  aus 
der  allgemeinen  Form 

ableiten  lassen,  wenn  man  die  Constanten  derselben  der  Reihe  nach  mit  den 
Coefficienten 

vertaascht.    In  diesen  Relationen  ersetzen  wir  |'j  durch  das  Aggregat 

k=zA 


/ts=4 
/lj,fOÄ(|l3  +  |üJ/+^  [«n+5^^''''(|Wl  +  f*A)'+02*  +  6<^<>«(^l  — /Wit)/| 


in  welchem  20  verschiedene  Cosinusse  und  29  vorlftufig  unbestimmte  Grössen 

Ml»  M2»  Ms»  M4>   %»  ^'n  ••  ''sai  «^4 
vorkommen,  deren  Vertauschung  mit 

b^y   ...   «24  »    ''0  >   •  •  •   '24  ?       () '   •  •  '   ^^4 

anmittelbar  die  correspondirenden  Annahmen  bezüglich  1'^,  r/j,  »/'^  ^^''' 
lÄetet.  Die  Substitution  dieser  Aggregate  in  das  zu  integrirende  Gleichungs- 
tyatem  liefert  dann  100  Bestimmungsgleichungcn  für  die  erwähnten  104  Con- 
»tantr^n ,  welche  ansserdem  noch  die  acht  Anfangsbedingungen 

Ajrr  I  *=4  A  =  4  k=\ 


»t=i  if^i  f=^i  r^i 

1-     4  /■  =  -24  A=4  it  =  24 

«2^-2  +  ^,   f'k  =--  "  »         /.   ''2/t-2  +  >^,'  ''/t  =  0, 


*  Die  Werthe  von  K^^  K^ ,  A",,  A",  sind  bcioit»  uns  §  7,  S.  310,  bekiinnt. 
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./«.■••^      .   j,   ^    .       .•,^^^^,     <^.»  .    ^_-.   ^'^•^^^^^•^^■^•^■^••^Wf^^^  •     w~'».^^%««^\»-k^\ra^U>%M     ^'%^^»^r^^^»'^*0tt^^l^t^^U 


auf  Xi,2,  Xi,3,  X2,8  redactren,  woil  für  jedes  andere  reelle  Wertbsystem  von 

^\,x^  ^7,jr,   (fz,x\      <^l,^i   Cfs.y,  a^^y 

mindestens  eine  der  Differenzen  ^^Xl,^,  ^ixi,3,  iiX2,3  von  der  Nnll  verschie- 
den ansfällt. 

Ertheilt  man  demnach  drei  eine  stabile  dreiseitige  Gleichgewichta6gQr 
constituirenden  Atomen  relativ  kleine  beliebig  gerichtete  Verschiebungen, 
so  erfolgt,  falls  deren  Quadrate  noch  eine  Berücksichtigung  erfordern,  unter 
allen  Umständen  eine  bleibende  Aenderung  (Za-  oder  Abnahme)  der  von 
ihren  Oentrallinien  begrenzten  Fläche  F,  deren  Werth  aus  der  Oleichung 

JJJ3V  '^^         Xl,2+X|,3  +  X2,3  X|,2+X,.3  — X2.8 

^Xi,2— ^Xt,a+^iX2^a    .    i^Xi,3  +  ^X2,»  — ^X|,2\ 
X|/2  — Xl,S+X2,3  Xl,3  +  X2,3  — X|,2        / 

ersichtlich  wird.  Die  allgemeine  Form  dieser  Grösse  stimmt,  wie  man  sich 
leicht  überzeugen  kann,  mit  jener  von  n^,  h^,  Cq,  d^  Überein  und  steht  mithin 
zu  den  mittleren  Energien  t ^ ,  t^ ,  i^  der  Atome  in  einem  analogen  Verhält- 
nisse, wie  in  dem  früher  behandelten  speciellen  Falle  der  Zuwachs  ^X|,s  su 
deren  Bewegungsintensitäten. 

Denn  bestimmen  wir  mit  Hilfe  der  für  sämmtliche  drei  Werthpaare 

5'it  v\'^  fiV  Vsi  S's'  Vs  ßi'tigen  Beziehung 

ö 

f, ,  f^,  fjj,  so  ergeben  sich  die  Ausdrücke 


=  'l'    y(a^'H-i  +  r'u-OA^ 


'1  = 

k=A 

164)   {    f,=  -^^y(A''.u-,  +  f^/,-l)f»^A., 

'3  =  -       ^  |(«2A -1  '"i  +  ''a-i  ffO^  +  (''ii-i  "',  +  fhk-i  fn^Y]  fA^i, , 

welche,  wie  JF,   von  der  Ordnung  ö^  und  bei  gegebenem  (T|,x»  <^2,*i  Ö3,r» 
(T|,y,  <yj,yi  <y3,y  constant  sind. 

Die   Flächenänderung  JF  ist   also  gleichfalls  der  Be- 
weg ungsintensität  jedes  einzelnen  Atoms  proportional. 

Um  endlich  auch  die  Bestimmungsweise  der  übrigen  Oonstanten  mög> 
liehst  übersichtlich  darzulegen ,  setzen  wir  abkürzend 

f{x,r,  s)  =  fir fi,.r^  +  hrh,a^^+  rrf\A..  +  drd.x^ 
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■    •  .       ^^  .  ■     ^B— ^  .--'^^       -   ^  r  rf  ...•^.■.  ^  ..«'•^.•v  .       r  ^     ^  *'    •    ^   ^  ^  "-^  ^■^•--. 


id  subsumiren  die  zur  Berechnung  von  a^  bis  (/ja  dienenden  Kelationen 
iter  folgcpde  drei  Gruppen: 

*3 1       *  ■••  ■«•  ••• 

/    />,a  +  i)^ft4./)j,f  +  [/>^-(^„-,»„)«]rf  = -/•(/),  2m-l,2«-l); 

il  #  ••(  •••  ••• 

f   D^a  +  D^h  +  />3r  +  (/>^—  4|*-0  f/  =  —  9  (/),  2A:  — 1). 

Treffen  wir  nunmehr  in  165)  der  Reihe  nach  die  Substitutionen 

•  =  1 ,  w  =  2 ,  a  =  «9 ,  . . .  d  =  c/j, ;  m  =  1 ,  w  =  3,  «  =  «u ,  . . .  d  =  c/^j ; 
Hssl  ,  /i  =4,  «  =  «13,  ...  ^=^13?  w  =  2,  «  =  3,  rt  =  öiß,  ...  d  =  c/iß; 
n  c=  2  9    /i  =  4 ,  fl  =  fljy ,  ...  d  =  rf^^ ;     m  =  3 ,  «  =  4 ,  «  =  rt^g ,  ...  d=sd^Q 

id  setzen  ebenso  in  160),  beziehungsweise  167)  successive 
m=  1  ,    w  =2,  a  =  rtj(j,  ...  c/=djjj;     ?/*  =  1 ,  w  =  3,  a«=:öj2,  ...  d=-rfij|; 
fn  =  1,   n  =4,  a  =  öi4,  ...  d  =  c/j4;     m  =  2,  «  =  3,  a  =  0^5,  .. .  d  =  d^g; 
01  =  2,   «  =  4,  fl  =  a,g,  ...  d=djg;     m  =  3,  w  =  4,  «  =«2^,  ...  dz^d^^, 

resp. 
A'  =  1  ,  rt  =  «jj ,...(/  =3  dgj ;     Ä'  =  2 ,  a  ==  ag2 »  .  • .  d  =  d^g ) 

A-=3,    f/  =  fl23»  •••  ^=<^23;       A=4,    «  =  «24»  •••    ^=^24» 

IG  resultircD  iui  Ganzen  16  lineare,  von  einander  unabhängige  Gleichungs- 
iTfeteme  mit  jo  vier  Unbekannten,  deren  Auflösung  zur  Kenntntss  der  64 
Coefficionton  /       .      /  .  a       .       / 

fährt.  Sind  dieselben  einmal  bekannt,  so  licforii  die  vier  letzten  Aiifangs- 
bediogungon  im  Verein  mit  den  früher  gnfundoncn  Gleichungen 

1—^1  /    —  ^     .  —^'1  — '>      . 

—  li  //  —  i 

—  ÖO    ,       ...        «Q    —  (t. 


dg  —        "2  >  "  '   "8  —  „    "8 
"1  "7 


aaeh  die  GrÖBseu  a^,  a^,  a^,  «g,  womit  sämmtlichc  Factorcu  der  Cosinusse 
in  den  von  uns  aufgestellten  Integralgleichungen  eindeutig  determinirt  sind. 
Diese  Factoren  zerfallen  in  zwei  Classen,  insofern  die  Cocfficienten 
Ton  co«fi|/,  ...  cos  fAj  ausser  den  21  Amben  mit  Wiederholungen  von 
^i.jrt  •-•  ^3,y  noch  je  einen  Zusatz  von  der  Form  129)  besitzen,  welcher  bei 
sllen  übrigen  Amplituden  fehlt.  Daher  können  durch  eine  passende  Wahl 
der  anfinglichen  Verschiebungen  jedesmal  sechs  verschiedenen  Cosinussen 
ftogehörige  Coef&oienten  der  ersten,  beziehungsweise  fünf  der  zweiten  Art 

grft— hfift  t  autlitmftük  a.  Shytik,  XX,  3.  \Z 


ürtliuiiig  ergaben.     .Sind  jeiiocfa  i 
I  ist  eis  obeaso  gut  m&glicb,  di 
ihnen  anaser  dem  Wertbsystome  130)  keine  weiteren  reeünn  \Vur«elp  si 
koinni<-u,  d.  b.  bei  heterogenen  Vereuliiebungen  liiiciistanK  fünf,  resp. 
AmpliUidpii  gleichseitig  verscbwinden  können. 

Uiernach  bestehen  imler  Zulassung  von  Gitttisen  zweiter  Ordnung  i 
Projectionen  der  veränderlichen  VerEchiebnagen  gewöbnlicli  auc  je  ein 
constanlen  uud  20  vnriablcn  Gliedern,  welcbe  ubensoviele  einfKoli  pei 
dificlie  Bewegungen  repräsentiren ,  deren  Scbwingungs^inbleu  n, . . .  >^,  ' 
iIas  vorliegende  Schema 

l  „  —  **'  „  -  i?i  • 


löö) 


-«,;     "„=»,  +  ",.  fl„-^-",i 
:-"«;      ''u="»  +  ''*.   ",«=",—*! 
[  n„=s=S«,,  ...  «jo  =  an^ 

ai-igl,  ansaabmelos  Functionen  von  n, ,  ii^,  n,,  h,  sind. 

Wiis  schlieBslich  die  Modiücationen  der  bisher  gewonnenen  Resnil 
in  solchen  Fällen  anbelangt,  bei  welchen  ft^,  n^',  n^,  n^  tbeilweise  der  Nl 
oder  einander  gleich  sind,  so  wollen  wir  nns  hier  mil  der  Untorauchung  j« 
Abiinderaugen  derselben  begnügen,  welche  für 
fh(  =  f».  ^4  =  0. 
mIbo  z.  B.  bei  drei  cougnienten  Atomen  eintreten.  Die  wichtigst«  diai 
Aendeiungen  betrißt  hierbei  die  nicht  periodischen  Glieder  der  Verseb 
bang<projflctionen ,  indem,  wenn  irgend  eine  der  Wurieln  von  (IS)  »i 
hchwindct,  mindestens  in  zwei  der  für  ^^,  ti\  etc.  resultirendnn  Putdm 
Conslnnle  x'on  der  Ordnang  O  erscheinen,  Bexeicbnen  wir  dernMige  GrVM 
allgemein  mil  p,  solche  von  der  Ordnung  a*  mit  q,  so  werden  demnimli  j 
ri\  etc.  speciell  in  dem  von  nns  gewühlten  Ansonbrnsfalle  die  gemeioMi 
Oestalt 

besitzen,  d.  Ii.  der  Reihe  nach  diiruh  die  Ausdrücke 


wiedergegeben  werden  können.    Aus  ih 
Kl,3,  Xr,3,  X2,i  nnd  die  Schwingnngsinli 


l  +  ...  +  r,ro,7^, 

1  rotgen  rtir  die  miltlereo  AIihU 

itttten  d«r  Atome  die  äeaühutli 
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'•^V^N«%««<>W.^^-.  -.«S^^^.-.-..^.-^^    -^^^-.i 


[ {rt^—  //g)  :?w  ^,  -  (rfg  —  i'g)  ros  » J«  +  [(«4  —  ''4 )  siff  »^  -  (r/^  —  ^  J  cos  f*  J^ 

■**1,2 

welche   bezüglich  der  VerliUltnissc  der  drei  letzt^ßiiaunten  Grössen  zu  JF 
[163)]  noch  folgenden  anffailenden  Satz  exempliiiciren: 

Verschwinden  eine  oder  mehrere  der  Wurzeln  jü^  ,  M2»  fa»  f*4»  ^^  ^'^^^  ^^ 
und  t\ ,  resp.  f^,  t,  nicht  unbedingt  von  derselben  allgemeinen  Form  und 
Grösseoordnung,  indem  AF  dann  auch  erste  Potenzen  der  anfAnglichen  Ver- 
Bchiebangen  enthalten,  d.  h.  der  Quotient 

uDendlich  gross  werden  kann,  sobald  tf-i,^-,  •  ^\y\  ^\,x^xxy  ■••  ^2,p^9,y 
gegen  <^i,^i  •••  ^^3,^  vernachlässigt  werden  müssen.  —  Das  Gesetz  der 
Proportionalität  von  /4 F  und  O  besitzt  daher  nur  eine  be- 
aebränkte  Giltigkeit. 

Im  Anschlnss  hieran  wollen  wir  nunmehr  unterHuchen,  inwiefern  unser 
IntegratioDsverfnhren  einer  Erweiterung  bedürftig  wird,  sobald  die  Be- 
vegnngsgleichungen  der  Atome  noch  dritte  und  höhere  Potenzen  von  f^, 
resp.  §|,  I},  etc.  enthalten.  Um  hierbei  mö^^Iichst  rnhch  zum  Ziele  zu  ge* 
IftDgen ,  empfiehlt  es  sich,  vorläufig  den  einfachsten  Specialfall 

int  Auge  zn  fassen,  d.  h.  zunächst  ein  passendes  Integral  der  Differential- 
gleichang  18)  aufzusuchen,  falls  z.  H.  noch  dritte  und  vierte  Potenzen  von  § 
in  sie  aufzunehmen  sind.  Dieselbe  gestattet  unter  diesen  Voraussetzungen 
die  Üarstellungsweise 

1«)     dl*~        X*    I        x^xA       3«x-/'      xA        IzxVM" 
=  -.-»6+/?  5*-'«* +/'!*. 
and    lä^.st  sich,  wenn  wir  unter  h,  k^  l  (Trossen  von  der  Ordnung  |^,  |^,  |^ 
Teratehen  und  der  Kurze  wegen 

170)  {\+h  +  k)yÄ=ii 

fetsen  ,  stets  durch  eiu  Integral  von  d<r  Form 
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j.  >-^       -      .....,,..  .^^ .-..,      .,  -^ ..  _, 

befriedigou.    Dcuu  die  Substitution  diese»«  Ausdruckoti  in  169)  liefert  mit 
Kücksicbt  auf  die  Fortnein 


-  ^  'H  =  [<J  +  Äj  +  (/.-,  +  2h0)  +  (/,  +  2/ih,  +  2Ä  a)]  cosfil 

im  Verein  mit  den  Anfaugsbcdinp^ungen  drei  voneinander  isolirte  Systeme 
von  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Constanten 

"O»      l'      2»     '*»   "u'   *  •  ■      3  1    "»  'ü»    ■  •  *     4* 

I. 

IL 

2^/«  +  ^(2Äo  +  /g  - 1 rö^  =  0,*     Ak^--^  Bh^a==o, 

3^/..+  /^Äi<?  =  0,      8-/A.,+  /^Ä^cr  — i6'(f3=0. 

Ä-,  +  Äi  +  Ä,  +  A.  =  0; 

III. 
2.-1  (A//^  +  /ia)  +  iP  (2A,//,  +  A,//,  +  2/.^(y  +  h-,6)  -  JC/i,ö='=  0, 

aus  welchen  sich  für  diesclhcn  f'olfjende  Werthe  erprebeu : 


*  Setzt  man  C=U,  so  folnrt  i'nr  //  aus  dieser  Cileiclumg  der  Quotient 
80  das»  die  Scbwingungsduiior  r  der  beidcii  Atome  imtor  dieser  Annahme  die  Grösse 
besitzt,  wie  wir  bereits  a.  O.  gefundvii  liabeii. 


r  = 
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3<y-  a^      ,  ö- 


17-2) 


3(^7,    .     «^\       ,   _      30^»        ,    _  13(^7,   .       «'    \ 

X-         •*      8x-\        72  XV 

_3(iY      «^  \       _<^<^Y      «'  \ 

'^""""8^  V"*"i84xV^      '-~"""3^A^"*"(50xV' 

■*~       8xn*       72  xV^       *~       3xA*       192  xV' 

Aus  ilioscm  Sclienia  wird  ersichtlich,  dass  dio  Argumente  der  iu  171)  auf- 
trfteuJeu  CusiiiUbso  80  lange  von  den  anfänglichen  VerscliicbuDgen  der 
Atoinccntren  unabhängig  bleiben,  als  die  Gleichung  18)  bereits  mit  ^  ab- 
scliliesst.  p]nthält  dieselbe  hingegen  auch  höhere  Potenzen  von  §,  wie  §^, 
5^  . . .  I",  so  erscheinen  in  ^  gleichzeitig  (xlieder  von  der  Ordnung  (J-,  (?^, ... 
fj""~',  und  hierin  besteht  der  Hauptunterschied  aller  solchen  complicirteren 
Fällen  entsprechenden  Integralformeln  für  ^  von  jenen,  welche  die  Kela- 
tionou 

befriedigen.  Es  liegt  daher  nahe,  wenn  wir  jetzt  von  einem  Atompaare  zu 
drei  Atomen  übergehen  und  vor  Allem  nach  einer  genügenden  Lösung  der 
»imaltaneu  Differentialgleichungen  142)  fragen,  falls  dieselben  rechter  Hand 
z.  B.  noch  durch  die  Ausdrücke 

.-/^  « *  +  3  ^^  M*  y  +  3  A^  u  v'  +  A,^  t^,  resp .    />*,,  iv'  +  3  H^  tfi  v  +  3  ^«  u  v-  +  B^  v^ 

ergänzt  werden,  den  Grössen  /itj,  ^^  analoge  Kigenschaften  wie  dem  Fac- 
tor ^  beizulegen ,  d.  h.  speciell  für  diesen  Fall  in  leicht  verständlicher  Ue- 
zeichnung&weise  ju^,  fi^  durch 

AM  ersetzen.  Die  fraglichen  Integrale  für  u  und  o  lassen  sich  dann  unmittel- 
bar aus  dem  Aggregate 

Pa'\'P^+  ^Pi+P:i+Pio)  ''^^h\  '  +  (/'a+/'.i+/'ii)  '^''^^t^V 

+  (Pt  +  '^4)  ^^'^'^ t^\ '  +  (/'«  +/'ir.)  '•'^•'»' 2 n'.,  1  +  /^,,.  ros  (2  ^i\  +  ^t'.) / 
+  P11  <'ö* C-^ (*'i  —  i^\) '  +  /^iH  ^o.v ('.u'^  +  2 (t'o) /  +  /',;,  <'>^- ( tt',  —  2 |ll' J / 

'farcb  'lie  Spocialisirungon 

p  =  </  y  beziehungsweise  /^  =  // 
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aj  =  0,     6j  =  0 
entsprochen.    Setzen  wir  hierbei  abkürzend 

!\  «,  <i,  +  />,  (fl,  b.,  +  a,  />,)  +  />3  />,  />,  =  <p  (/>) , 

BO  gewinnen  die  fraglichen  Relationen  für  Ä^;  Oj^,,  6jq;  ...  «j^,  b^^  folgende 
Gestalt : 

(^4— .**!*)  "10  +  ^5*10  =  2«L'.**i^''l  +  A  (-4)  / 

^4«12  +  [^5-(f*l  +  M2^'1^2=2^5^^l(<«l  +  i^2)  +  <P'^); 
[.-/^  —  ( ILlj  —  fl^V  ]  «13  +  .-/j^lS  =  2  rtg /i,  ^j  (|Hj  —  ^jj)  +  (JP  (.:!) , 

(-•^4  —  '*^l'")"l4  +  -^5^i  =  8«7Äl|Lll^ 
^.,^'14  +  (^5  -  ^fV)^4  =  «'>7^.«^l'i 

SO  dass  liicrnach  die  Coefficienten  «j^)  '^121  ^uy  ^131  ^14 ^  ^14  ^^^isn^^lim^weise 
von  /<!  abhängig  werden.  Zngleich  zeigt  sich,  dass  der  den  beiden  ersten 
Beziehungen  ent>pringende  Ausdruck  für  h^ 

174)  /'l  — — 5 5v ö 

2(^r— f*2")''2fh" 

unmittelbar  aus  173)  abgeleitet  werden  kann,  wenn  wir  daselbst  im  Zähler 
des  ersten  Quotienten  ai=tj=0  setzen  und  im  Neuner  a^  mit  a^  vertau- 
schen. Führen  wir  ferner  auch  im  zweiten  Falle  die  analogen  Rechnungen 
durch  und  bezeichnen  das  A^gre^at 

Pi  ö,^  +  ;>2  ^i  +  /'3  ^i  +  ( JU  ^i  +  /'ö  <^ J  <?i  ^^2  +  ( P^  «1  +  Pi  ^3)  <^i  ^3 

+  (Pa'^2+  Po <^;{)  ^2 ^3  +  Pio ^1  <^2 <^3 

allgemein  mit  f^d^y  0,,,  (J.J ,  so  lassen  sich  die  Hauptergebnisse  unserer  letz- 
ten Betrachtungen  in  folgeudcr  Weise  zusammenfassen: 

Erfüllen  die  drei  stabilen  Atomen  mit  gemeinsamer  Ceutrallinie  ertheil- 
ten   anfänglichen   Verschiebungen  ö^^  O.,,   6.^  eine  d»»r  beiden  (Tieichungeii 


so  besitzen  die  von  ihnen  abhängigen  Zusätze  der  Factoren  fi, ,  (ti^  j^^^^^^i^ 
die  voneinander  abweichenden  Formen 

_.     ,   ,    ^     .        ^    '      Wi  +  V2+y:i  =  ^Mi 


Vi  ''i"  +  v'j  V*  +  vV.  ^.;"  +  V'i  ^1  '^.  +  7'r,<?i  ö;j  +  '/rt<y2<^;. ' 
^/i  +  v'j  +  '/.'.  +  74  +  v'5  +  y',;  =  <^) » 
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-"  --«'^'-'^•i»  ^^  ^^^^^«rf^d>S^^.-^^^^.  , 


geuiigeu  ,  und  die  C^ierücionten  der  Cosinusse 

bezüglich    d^r  ührigpii  nnii..t«ut.ii  ^/,2.  ^j,;    ..".„, '^äo?  ''21*^21  ^>>e  Gleich- 
augeii 

•••  •#■  ••• 

'  -^4  -  "l«l")"S(u  +  .^s''«.  =  -^i"!  "7  +  -■'i  ("1  ^  +  "?'*l)  +  ••/,*,  fr, 
+  i(-^«  V  +  3^7"i'*i  +  3  -•'s"!  ''1'  +  ^ü''l')  =  ?>,«('<)  , 

(  J ,  —  9  fi/  ««  +  ''j ''«  =  -^1  «s  "8  +  '^i '  ^'a  ''8  +  "8 '';«)  +  '^:«  ''3  ''s 

liefern.    Combiuiren  wir  hierauf  die  Relationen 

^0  —  P «10  =  ^»     ^i  ^  ^«11  =  0 
mit 

"iQ  +  ^11  =  —  ^9  —  ^.    «it,       ^0"i"^l=— ^9— ^    ^*> 

SO  gelangen  wir  scliHesslicii  zur  Kenntniss  von  atj^,  h^^'j  </jj,  />jj ,  womit  das 
vorgelegte  Problem  bis  auf  die  AusnalnuefHlIe 

«1  =  0,  ^  =  0;     «3  =  0,  63  =  0 

erledigt  erscheint.  Dieselben  erfordern  rieshalb  eine  besondere  Untersuch- 
nng,  weil  aus  den  Formeln  173)  unter  solchen  Umständen  ftlr  /<^,  resp.  h^ 
nnendlich  grosse  Werthe  resultiren,^  indem,  entgegen  unseren  bisherigen 
Voraassetzungen  über  diese  Constanten ,  im  ersten  Falle  h^ ,  im  zweiten  /tj 
eine  GrÖftse  von  der  Ordnung  ö  vorstellt.  Infolge  dessen  erleiden  die  Be- 
stimmangsgleichungen  von 

"1»    ^'lO»  ^10 5    ^12'  ^12»    ''iS»  "l3'    ''ll»  ^14» 

resp. 

^5    ^'ll  »  ^111    "l2>  '^2?    ^'i3»  ^13»    ^15»  "l5 

«»igenthcimlicho  Modiiicationen ,  welche  übrigens  einander  so  ähnlich  sind, 
daste  wir  uns  hier  auf  die  Mitthciluug  jener  Abcänderungen  beschränken 
können,  welche  der  Annahme 


'^   Für  fti=fif  vi>iscliwindet  zwar  die  iMtFerciz  ju,""*  — /u»*,  «her  die  Ni-niicr  von  //,, 
/'f  hieihen  z'ifoltre  der  Gloiehnncf 

'/!,«  -^»)  01     ^  -  \Ml*-A»l")«3  =  [/*'-(«    »^1  -^-  f»  '«Ol  «1  -  [^*  -  (''  ''A  +  ^'«.01  <'«  +  (*-  *•)  '"3«» 

de^seoangeachtet  endlich. 
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178)     /   •*'2=-  +  '^'3f  +  "4'  i^,>  =  ^  +  .v':f  +  "s»  =s  =  Z  + «'jt  +  M<; 

i  •  •  • "  •  .  • 

ziisainmenhän^en,*  iiud  alle  Ausdrücke  v(»n  den  Formen 

?irL^7^,5^,    ^l^-^'co^^ii^,    ?^^f,.o^ÜM 

in  Potenzreihen  zu  verwandeln,  was  mittels  der  Formeln 

',«  ==  ^pq  !^  +  ;;~  [<^'p,9("3p-2— W89-2)  +  <?"p,«("3p-i  — "»g-O 
f       ^p^q 

+  <'"p,«("3p-"39)]  +  -j—  [(W3p-2-M39-2)*+(«3p-|-«3,-l)^+(M3ii-W3t)*l/ 

*P^9  1 

=  Xp.«  +  ^'-p.9 

loicbt  bewerkstelligt  worden  kann.    An  die  Stelle  der  Quoticntcu 

Xp Xq  t/p  —  !fq  Zp  —  Zq 


^P. 


*P»9  ^P»9  ^P^H 


treten  dann  die  Trinome 

/  ,     N3^--^  — 1/39-2  .,  ^^>p-l— >^3f-l  ^/.  M3p  —  »3» 

*  Pi7"1  Z  »      ^P.9T  n  »      *^    P'f  "T  ~~v  » 

*P»7  *P  9  ^P^H 

während  sich  ihr  gemeinsamer  Factor 

^P»9  '■p»9 

durch  die  unendlich^  convers^ontc  Doppelreihe 

\1'-  i'-4(t'''')+>"(i''''''/--^'>(i;M+ •  ■! 

*  /»,9   f        *p,9 '       •  3*p,7  /       ^  *p,9 '        ' 

ÖX^'p,,      f  \  Xp,,  /  \  Xp^,  /  \  Xp,j  /  I 

1-^0X'V,9  )  ^  «P.9    '  ^  «P,7  ^^  ^  «P,7  ^^  ' 

+  . . .  1«  in  f. 

ersetzen  lässt.     Eliminircu  wir  hierauf  mit  Hilfe  der  durch  das  Priucip  der 
Krhaltimg  des  Schwerpunktes  bedingten  Gleichungen 

179)  \     m^u^  +  WgM;^  -h       +  »w«  M3„-i  =  0, 

die  Variabelen  /<3n-2t  (^3n— 11  <^3a  a^i^  177),  so  ergeben  sieh  zur  Bestimmung 
der  3/i  —  3  übrigen  Unbekannten  noch  3ii  — 3  gleichgebaute  Beziehungen 

*  S^  Hj  Z  sind  bereits  aus  135)  bekannt. 
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ftwi«chen  U|,  ii|,  ...  iisn— 3«  welche,  sobald  wir  allgemein  Grössei)  von  der 
Ordnung  o'+^  etc.  vernaohlässigen,  ausser  den  zweiten  Difforentialquotieu- 
ten  von  t/^,  re8p.  {i2,...U3a_3  nach  /  nur  die  mit  verschiedenen  unveränder- 
lichen Coefficienten 

jin  jO>  .(1)     .  .(2)  .(2)  .f2|    .  ,(•)  (•)  A{%)     . 

^1,1,      -Jl,2i    ••.    -^l,«,;        ^1,1»     --»1,2»    •    •     AVn^\     ••'      ^I.l,     '^1,2'    •'•    '^l.n«» 

•■»2,11      -"'-»,?.    •••    '«2,ni;         ^2,1»     -^2.2<       ..     '^2,nj;     •••      ^2.1,      ''?,2,      ..    -«2,im  i 


•    . 


vprspliPiiPu  Summanden   les  Polyimint'v; 

l"l+  "a  +  .  .  .  +M311-3'  +  ("i  +  Mo  +    .     +"3n  -  3)*  +  (",  +  "2+  .  . .  +M3ii-3)^ 

enthalten,  d.  h.  je        +- +("i  +  "2+ ••.+"3„-3/ 

3w  — 3  =  Wj  Glieder  von  der  Ordnung  <y, 

(3w— 3)(3w-2) 


1.2 


"2  '»         '»       »»  '»         ^  » 


(8>i-3)(3>i-2)(8ii-1)_„ 

I    «  o"  ~  —  "3        »»  I»         n  »  O  » 

•    ••  «..  •.. 

1,3/.— 3)(3w-2)...(3w+Ä— 4)'  j      n    1 

^ — ^ =/i,  Glieder  von  der  Ordnung  o* 

ufiaweisen  haben. 

Diesen  s  durch  ihre  heterogenen  Dimensionen  schart'  voneinander  ge- 
sonderten Potenzaggrei^aten  entsprechen  in  jedem  der  für  t/^,  u^,  ...  usn^s 
beiitehentlen  Integrale  ebensoviele  Gruppen  von  Cosinussen,  deren  Argu- 
mente sich  ausschliesslich  aus  den  Producten 

zusammensetzen  und  alle  numerisch  verschiedenen  Ausdrücke  reprftsentiren, 
welche  aus  den  Exponenten  von  e  nach  Entwickelung  dor  Summe 

(«*«'+«*»«  +  ...  +  e*>«-8'j  +  [e^^  f  +  ^,«  +  .  .  .  +  ^A8n-8«)2 

^. . . .  -1-  (eA,«  +  e*»'  + . . .  +  c*»»-«0* 
mittele  der  Substitutionen 

Al  =  +  f*'l,    ^a  =  if*2»  •■•  ^"3n-3=  +  f*'3n-3 

gewonnen  wenlen  können.  Es  kommen  mithin  in  diesen  Argumenten  im 
Ganzen  nur  (3» — 3)«  Unbekannte  vor,  indem  dii>  Factoren  yl^^  ^^^ ...  fi^sn—s 
der  Kfilie  nach  den  Ausdrücken 


i 


äquivalent  »ind,  d.  h.  je  s  vorlautig  unbostinunte  Gonstante  besitzen,  deren 
Grös^cnrang  aus  den  beigegebenen,  mit  Klammern  vorsehenen  cZahlen 
orsichtlirh  wird.  F^ezeichnen  wir  schliosslich  dio  Anzahl  joner  Cosinusse, 
^x  welche  die  numerische  Summe  der  Coefücienten  von  jli'j/,  ...  fi'sn— 3 
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'^^^»^^^•»^^^^^^^^^•^••^^  ^  m  w^^^m    ^^^^^^^^  ^-^  *^.    .**^  ^  ^  ^  r    '    -•--  .    .  *  *    ^  .^    *^^^-^^^^^>^^^«-w-^ 


iu   jedem    einzelnen    Argumente    denselben   constanten   Werth    k  besitxt, 
allgemein  mit  ;>jt  ii"<l  setzen 

y'i  H-/^ä  +  --  +  /n=</A-, 
so  las<:ou  sich  die  fragliclien  Wcrthc  der  Veränderlichen  m,  ,  i/^,  ...  M3«_3 
insoroS'Unmt  unter  die  zusammenfassende  Formel 


"il  =  «it,0  +  "t.  0  +  ...  4-  'U-,0 


1 

I    1    Ml     ,       |2)     ,  ,       («1  .  f    , 

+  t"A,2  +  flkll  +     .  •  +  'U-,-2!  COS^l^i  +  .  .  . 

I    I    ^2)  ,      (:o  I  I      (*>  *         /    '  '  \ ,    I  i 

+  ^'t,,,  +  2  +  «il,7.  +  -'  +  •  •  •  +  "^7.  +  2!  '•«*« (fi  i—  u  2)'  +  •  •  •  i 

+  t "1^9«  +  "i^i,  +  •  •  •  +  ^'a'V..  I  '^<^-^'  -'  w'3n- 3  ^  +    .  •  :^ 

+  ...  +  "Jt,9,C0&*5jll3n-3« 

suh.sumiren,  wclclic  das  Problem  der  Intogration  V(»n  177)  auf  diu  Auflösung  : 

einer  endlichen  Reihe  von  Gleichuugssystemen  reducirt.  i 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  nachzuweisen,  brauchen  wir  nur  j 

k  successivo  mit  1,  2,  ...  3n — 3  zu  ideutificiien  und  die  so  erhaltenen  Ag-  j 

gregate  in  die  transformirten  Relationen  177)  einzuführen.     Dieselben  ver-  1 
wandeln  sich  hierdurch  unter  Anwendung  der  bekannten  Beziehungen 

ruÄ'-fi  l  =  —  j  jro^rfi/  +  ^^  j  ro5(r-  2)  |ii  i  +  \[^  cos  (r  — 4)  ^/  +  . . .  j, 
cos  a  (A  l  rttS  bllt  =  ^\  cos  {ft  ^l  +  ff^i')t  +  cos  (rt  fi  —  ^  ^')  / 1 

iu  3/<  —  3  Gleichungen  von  der  •;emeinsamen  Gestalt 

,^.,)    i  ^i- 0  +  ^i'o  +  -  •  •  +  H?o  +  t  ^'Z  +  pZ  +  '  .  +  f^i^S  I  cos^\ t 
)       +...+  /^i'}^^cossu:iu-3l  =  0,     (^  =  1,2,  .    .  3«  — 3), 

welche  nur  dann  für  jeden  Werth  von  i  giltig  bleiben,  wenn  die 

(3w-3)(2,'f  +  /yi  +  y^+...+^,) 
in  Wj ,  »/.,,  ...  i/3n— 3  enthalteneu  (konstanten 

|Wj,  ...  ,tt3„_:s;    '>,    ',  . . .  '':jri-3;   ^'1.0»  ...  «30—3,711  •••  "I.Oi  ...  <'3n-3,7, 

die  (3w  — 3)(*  +  'yi  +  7ä  +  .-- +  7«)  Forderungen 

/'lÜ  =  0,  . . .  lill  3,0  =  0;  f{\\  =  0 ,    . .  /^sV-s.!  =  0;  . . .  /^,V,.  =  0, 

...  Z^suLs.^,  =0; 

/>;:;^ = t», . . .  /^;;'_3.o  =  o;  /'',",  =  o , . . .  HLs.i  =  o; . . .  M*^,,  =  o, 

IS3)   <  M->   ,      ^Q. 

...  »••  ... 

/'',:'„  =  (»,...  KUn  =  0;    /'}:',  =  0,  . . .  /t*_3,I  =  0;  . . .   />',•',,=  0. 
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--^  ^  - ^  ^  — 


*rfül]cii.     l)ti  aber  die  genannten  OrösNCn  andcrorscitK  auch  don  (3w  — 3).v 
\nfan^shoc1mgnngon 

^"sV,/'      =*^*-~  ^5     lÄ  =  1,  2,  ...  ;/  — 1), 

4:p  =  ^'^^'i%  =  o,  ...^«1-^  =  ^'     (A-l,2,...:i«-3) 

GfDügc  2U  leisten  haben,  so  sind  thatsächlich  stets  »o  viele  Gleichungen 
a\>  Unbekannte  vorhanden,  womit  die  Lösbarkeit  von  177)  durch  Integrale 
von  der  Form  I8I)  allgemein  dargethan  ist.  Jone  zerfallen  ofi"enl)ar  wieder 
in  f  Gruppen  von  den  Grössenordnungen  0,  0*, . . .  a'  und  den  Gliederzahlen 

(3«-3)(/jfi  +  2),  (3/i-3)(y2  +  2),  ...  t3fi~3)(y,  +  2), 

von  welchen  die  erste  bezüglich  der  Factoren  jitj  ^  ...  /ußn— 3  Auf  die  Resol- 
▼ente  134)  führt  und  ausserdem  ^<!*!ii  .  • .  ^'oJ'^.  bestimmt,  während  die 
flbrigeu  die  Auffindung  der  Constanten 

7,(2)  /A2)        .       /i<-'  //<■*' 


•    •    • 


ermüglichen.  Da  übrigens  die  Untersuchung  der  für  //  Atome  möglichen 
Bewegungen  nicht  mehr  in  diesen  Paragraphen  gehört ,  so  unterlassen 
vir  vorläuGg  eine  weitere  Discussion  dieses  Problems  und  erlauben  uns 
hinsiclitlich  desselben  nur  noch  zwei  Sätze  zu  erwähnen,  welche  gewisser- 
TcasePD  eine  Ergänzung  zu  früheren  Folgerungen  bilden. 

Suchen  wir  nämlich,  falls  ju^,  ...  fizn—.i  von  der  Null  verschicMJon  :ins- 
fallen ,  und  demzufolge  die  Relationen 

beetehen,  die  Bewegungsintensitäten  i\,  ...  in  der  einzelnen  Atome  und  die 

mhtleien  Coordinatenwerthc  .r^,  y^,  r^;  . . .  a-„,  y„,  r„  ihrer  Centren,  so 
leigt  «ich ,  dass  die  Ditlerenzen 

iiso  aach  die  Volumänderung  /^r,  welche  der  Inhalt 

V=i     Ub—ya      f/c  —  Ua      ild—ila, 
*©       »a       -c       *«      *rf       *a. 

irgend    einer  durch  die  Coordinaten  ihrer  Ecken:  .*„,  //a.  z«;  ...  .r,/,  y^,  c^ 

bestiuimrr'n  flreiseitigen  Pyramide  infolge  ihres  rehergnu^^-s  in  Xa>  .'/«,  *«; 

.-  ^rft  yit  *rf  erfuhr,  denselben  Grüsscnrang  wie  f\,    ..  /„  besitzen.    Da  nun 


dsB  gesBinmte,  von  den  Cantrallinien  dei  n  Alome  und  dea  darcli  je  si 
derselben  gelegten  Ebenen  begrenzte  Volamen  des  Comptexea  immrr  aIb 
Aggregat  solcher  Pyramiden  zn  belrachtea  ist,  so  gilt  nnler  den  fll 
ft|.  ■■•  MSn— 3  gemachten  VorauBsetsungen  folgender  8at» 


Die  Volu 
Compiex  infolg 
trägliclien  Vers 
ist  im    Allgemei 


uiig, 


eiche 


olcbe 


■atomiger  i 
mit  seiner  Stabilil 
er  BeGtandlheUe  «i 


>l«bi 


wir  ferner,  auf  das  allgemeiae  Integral  181)  znrrickgehi 
i  den  Argumenten  «einer  Cueinnsse  fi',,  ia\,  ...  fi'^n^s  mit  den  Quotienl 


3n 


2>i 


Bo  folgt  aus  demselben  das  iweite,  gleichfalls  beacUtenswerihe  Geseti 
Uic  ÜscilUtionen  der  Elemente  eineG  stabilen  n-atomigeu  Compli 
setzen  sich  aae  unendlich  vielen  einfach  periodischen  Bewegungen  suh 
men,  deren  Scliwinguogszahlen  die  allgemeine  Form 

185)  V'i +  *»"'. -*--"  +  *»»-»"'s—s 

besitzen,  in  welcher  n',,  n'j, .. .  n'jn—j  den  3n  — 3  ira  falle  relntir  » 
kleiner  Verschiebungen  auftretenden  analogen  ürösscu  "i .  "j  >  ■■■  ija 
entsprechen,  and  A, ,  A, ,  . . .  fta„_3  beliebige  positive  oder  negative  g«i 
Zahlen  bedeuten.  Es  existireu  daher  in  jedem  derartigen  iu«l 
riellen  Systeme    auch  solche  EJeme  utarbe  weguugen,  wele 

um   Vieles  langsumer,   als  die  durch   "i,« ns.^i  chsrak 

risirten  Schwingungen  vor  sich  geben.  —  rio  finden  si«h  c.  D 
drei  congruenten ,  eine  gleichseitige  stabile  GleicbgewichlsKgur  bildvni 
Atomen  neben  den  Werthen 

näheriingsweisi'  auch  die  lulgedden: 
folgt  jedoch  keiue^^wcg8  mit  Notliiveudigkeit 

didy)  =  kd(r). 

Indem  sieb  eine  voUstäadige  DiSerectistinii  von  JK  und  T  auf  all«  Voneiiiebw 
l'nnctioiieu  s*,  ,,  d,  ^Oj  ^  etc.  xu  erstrecken  halte,  nod  di«  cicMider  in  £  und 
corropondirendeij  Coefficienlen  Vau  «*,  ^,11,  x^i  t  ^''''  gcwölinlieh  versohinden  ■ 
—  Diese  sDaljtisclie  Thataacbe  sieht,  wie  »ir später  lebeii  nerdcn.  In  e)u«m  1« 
iiacbweistiaren  ZusammeiibaDgc 
tbeori« 


ir  bekannten  Formel  der  mecbiiniBclica  W] 


-^=Q--(lf)- 
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'^«"^  ^  »     ^  ^  m.  ^  -    W^    ^V    '-    ^^^^•*^S0^^^»^^%^*^m'^     '  .-  y  ^>.  --•^i.     .'m^-^'S^    ^  m'^  ^^  , 


a«j—  2Mg  =0,17I6w,,  5//j—    7w,    =0,0711//i; 

17  «j—  12  «j  =0,0294  w^,  29//JJ—   4lfi^  =0,0122w,; 

1^*0)            <      flOWj—  70w^  =0,0051  Wj,  lOOWg—  239Wi  =0,0021//,; 

577  w,  —  408  Wg  =  0,0009  n  ^ ,  985  n^  —  1 393  «,  =  0,0003  «j ; 


I 


•   • 


welche  unsere  letzte  Bemerkung  iu  besoudcrs  klarer  Weine  erläutern. 

Nachdem  hiermit  die  wichtigsten  Eigeuschafteu  aller  Bewegungen  zur 
Sprache  gekommen  sind,  welche  drei  gesonderte  Atome  um  beliebige  stabile 
Gleichgewichtslagen  eingehen  können,  werden  wir  den  nächsten  Paragra- 
phen nniuittelbar  mit  einer  Discussion  jener  Erscheinungen  beginnen,  durch 
welche  »ich  ein  aus  einem  Atome  und  zweiatomigem  Moleküle  gebildeter 
Complcx  im  Allgemeinen  charakterisirt.  Es  ist  deshalb  nothwendig^  noch 
hier  eine  Vorfrage  zu  erledigen,  welche  in  den  Untersuchungen  dos  ^9 
bereits  als  gelöst  vorausgesetzt  werden  muss  und  sich  kurz  auf  folgende  Art 

aussprechen  Usst : 

Nach  welchem  Gesetze  wirken  irgend  zwei  materielle  Elemente  ^,  fi 

sweier  Atome  von  den  Radien  ^,  ^'  im  Abstände  s  aufeinander,  wenn  die 

ans  der  Wirkung  der  gesammten  blasse  des  ersten  auf  jene  des  zweiten 

Atomes  resnltirende  Kraft  K  die  Form 

emm         a 

X^=z—     ■-  cos  — 

r^  r 

besitzt?  —  Dieselbe  kann  auf  einem  ziemlich  elementaren  Wege  beant- 
wortet  werden,  wenn  wir  die  Lage  von  fi,  y!  durch  die  räumlichen  Polar- 
ffoordinaten  ri,  &,  9;  i/,  ^\  q)  präcisiren,  also,  unter  <5  clie  con.^tante  Dichte 
beider  Atome  verstehend: 

^i=zaifi  du  sin d  </ 0  rf g) , 

fi=a  u'^  d  H '  sin  0'  //  ^'  d  q/ 

setzen  und  uns  zunächst  die  Aufgabe  stellen,  aus  dnin  vctrläufig  .'ils  bekannt 
ta^enoinrneiien  Potential 


I S  >  S  ) 


) 


der  von  fA    auf  ^  ansgeiiliten  Kraft  jenes  l'otential 

v=2ite fia  I     I  ir  q>  ^s '  sin  ^d^  du 

M=0^=0 

siirznfinrlf'ii  t   welches  der  von  dem  ersten    Atome  auf  das  in  der  centralen 

i}'%sXAn%  

X  =  j/ä*  +  ir  ^'Zsu  cos  d" 

befioillitfhf!  KiemeDt  (i  gcüusserteu  Wirkung  zu<;ehört.  Zu  diesem  Zwecke 
ffUtwickeJn  wir  die  aufeinanderfolgenden  Glieder  des  transformirien  In- 
r^srra?« 
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x-^u 


»  =  —  -  —  I  u  du  I  sg)(s)  ds: 


0  a?  — tj 

1 

9 

0  X—U 

Q  x-i-tt 


Q  X-tU 


()  X  — 11 

Q  X  +  U 


/•  rds  QX  X  +  Q 

0  X  —  U 

/'  .   rds       zg" 

Ü  x  —  u 

•   ••  •••  ••g 

/l  rf«  T- *--  =  -       —- -  l^""^^  e-a:      («-3)  (f+x) 

J        J  s"-'      («-2)i«-3)(«-4)|(a;-p)»-»  ^  (x+p)— »i 

0  x  —  n 

•     ••  •••  ••• 

nach  steigenden  Potenzen  von  ~  in  convcrgente  Reihen ,  wodurch  v  Dach 

Vereinigung  des  den  letzteren  gemeinsamen  Factors 

9  x+u 

f  u  du  I  dst^lQ-' 

0  '^-" 

mit  "2716  zu  7n  in  die  unendliche  Jidpjich'oihe 

3  Q^P 


.'=-v[5+j|i+ii-;+Äi-;+...+ 


+... 


+  ... 
"nl.    .  3(«  — 1)«  e"  .  3(«— l)n(/(  +  l)(H+2)   D* 


"*'.."  l'"*"      3!  5       x-"*  "ö!  7  a-*"^"' 

3(«-l)»(>i  +  l)...(»+2p-2)  e^P  I  1 

■^  (2/,  +  l)!C2i>+3)  »*?"»••••(  +  •••] 

übergeht,    llierau.s  folgt  weiter 
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\X       X'       X^  X*  x° 

welche  Gleichung  sich  von  jener  für  t>  nnr  insofern  unterscheidet,  als  in 
ihr  an  die  Stelle  von 

fi]  s\  a^y  a^y  ...  rin  . ..  die  Grössen  m  ;  x;  a\,  a\^ ...  a'n  •  •  • 
getreten  sind.    Mit  ihrer  Hilfe  ergiebt  sich  nunmehr  für  das  Gesammtpoten- 
tial    V  beider  Kugeln,   welches   ursprünglich  als  ein  sechsfaches  Integral 
auftritt,  die  einfache  Formel 

r^=2nsma  I      lu^ilß{x)svid^d^'du=-  j  xt  du   j  x'i\f{x)  dx ^ 

ii'=:0O'=0  0  r-u 

welche  sich  bezüglich  ihres  Baues  ähnlich  zu  v  wie  dieses  zu  v  verhält,  d.  h. 
nach  Durchführung  beider  Integrationen  ein  Resultat  von  der  Form 

liefern  mnss.    Es  ist  demnach  allgemein  möglich,  ans  dem  als  bekannt  vor- 
ausgesetzten Potential  v 

19«)  ^•=^'»"''{7'  +  7^  +  -  +  $+  •• 

in  berechnen,  indem  i^, ,  A^^  ...  mit  r/j,  n^, ...  stets  durch  die  Relationen 

.iX«   —  ß  j  ,       "o  — —  Ott  1      -^S  '"""  "tt  1 
^4  =  "4  +  i  «*  (f '+  C'*)  .      ^\  =%+S  "»  (V-+  9'=-')  . 

A^  =  «,  +  3  «0(9*+?''')  +  «  "4  119"?''  +  I  («'+?'')! 


verbanden  &ind,  und  ebenso  die  Lösung  des  umgekehrten  Problems  jederzeit 
ausführbar.  Denn  betrachten  wir  andererseits  A^^yA^^.,,  als  gegebene, 
0,0.^...  «l«*  gesuchte  Cunstante,  so  liefert  die  Kevcrsion  der  eben  auf- 
gestellten Beziehungen  der  Reihe  nach 

«4  ==  '^4  —  6  ^^H  "'*)  ^i  ,     "5  =  ^5  -  5  ({•*+{>'-)  ''s' 

«6  =  ^«  -  g  («?*+e'')'/4  +  Ä  !2c'e'*  +  ^(c'+?'M  -^2. 
«,  =  ^,  -  2  (,,«+  p'*)  -^5  + 1 1 2  ,>»  n'*  +  |(v*+ e'*)  I  ^3 . 

ZdUahriA  f.  Bt«tU*m»llk  n.  Clijralk,  XX,  3.  V\ 


TJ«  ferner  die  Potentiale  T,  u  mit  den  ilinen  e n tap rech «n den  Wirknng« 
W,  M'  durcli  die  Glcicliungon 


suBamtnenbangen ,  bo  kjinnpn  wir  jetzt  such  w  aus  Wfindea,  sobald,  W 
s.  B.  iu  uiiBcrem  apecipllon  [''alle,  Hir  die  letzter«  Grösse  ein  Ansdruek  vi 
der  Geatnit 

bukannt  ist.  Das  Rodresiiltat  der  hierzu  erronlerlicben  Rechnungen  l)U 
sich  dann  durch  folgendon  Satz  wiedergeben: 

Wird  zwischen  zwei  bonx'geneo,  kngeinirmigen  Atomen  eine  Kraft  vi 
der  Form  A*  vorausgesetzt,  ao  iat  hierdurch  auoli  die  Weihselwirkuug 

'■=f^i-?(7y+i'.>"+^-+'->(7)" 

-°7'rr'!"'+Jv+('=)  ..'+»(/+(.••)+ usvjAY 
11»)  ^ 

+  iM(e'+,-«)  +  M3f' j-'(jHe'')]  (7)'  -  •  ■  •} 

je  zweier  Kiemente  ^,  ^  der  diese  Atome  bildenden  SnbstaTis  eiudenl 
bestimmt. 

Variiren  wir  dalier  g,  g'  in  Q^,  q\ ,  so  Sndert  sicli  anch  das  Wirknng 
gesetz  swischen  zwei  gleichen  Maasentlieilchen  fi,  ft'  in  dem  nenen  Aloi 
paare  insofern,  nts  in  »'  $,  q  durch  die  Kadieo  p, ,  p ,  zn  ersetzen  fiind,  d. 
di<^  Wechselwirkungen  des  zweiten  Comp  lex  es  sind  von  Jena 
des  ziier»t  betrncbteten  nur  deabalb  qualitativ  veiacbled«! 
,weil  die  an  sich  fjuaütativ  gleichen  Elemente  einer  und  d« 
selben  Materie  im  ersten  Falle  zu  zwei  Kugeln  von  denRaäi« 
(,  p',  im  zweiten  zu  solchen  von  den  Ke.dien  9,,  q\  vereini 
gedacht  werd  en.  llieraus  erhellt,  das«  uosere  leisten  Betrachtungca  ni 


*  80  lange  nlio  sechste  und  höhere  Polenicn  1 
vernachluBsig-t  werden  könne»,  benital 


-   ohne   inerhiichci 
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'  ^^^^^^^^^^^«»^  t'^^^^^^ 


hl  anderer  Hiniiieht  ftir  unsere  Theorie  von  Wichtigkeit  sind,  indem  sie  nicht 
allein  die  Erklftrnng  qualitativer  aus  r An m liehen  Verschiedenheiten 
erst  vollslftndig  motiviren ,  sondern  auch  die  allgemeine  Bedeatang  von  a 
klar  hervortreten  lassen.    Da  nftmlich  die  einzelnen  Glieder  der  Reihe 

-f{7)'+?(A-+''+0G)*-- 

nothwendig  von  gleichen  Dimensionen  sind,  und  ausserdem  eine  Vertansch- 
nng  von  ^,  q  mit  ^',  ^  nach  den  Untersuchungen  des  S  1  den  Werth  von  a 
nie  ändern  darf,  so  mnss  diese  Grösse  durchgängig  die  Darstellungsweise 

gestatten ,  wobei  k  mit  dem  charakteristischen  Quotienten  der  betreffenden 
Atome  xnsammenfflllt  und  ausnahmslos  einer  gewissen  Zahl  äquivalent  sein 
wird.  Dieselbe  entscheidet,  wie  wir  bereits  in  S  3  gesehen  haben,  aus- 
schliesslich über  die  chemische  Affinität,  beziehungsweise  Inactivität  der 
ersteren  und  mag  in  Znknnft  kurz  als  deren  Qualitätsfactor  bezeichnet 
werden. 


Berichtigung. 
Auf  Seite  184  ist  in  der  vorletzten  Zeile  hinter  dem  Worte  „Werth"  ein- 
xiuchalten:    „des  2.  Factors". 


\K 


ilementare  Behandlung  einiger  optischer  Probleme. 

Von 
Prof.  Dr.  E.  Lommel 

an  d«r  UiiiversiDit  za  Erlangen. 


L    Die  kleinite  Ablenkang  im  Prisiiia. 

Die  DarstellQDg,  welche  dem  Satio  von  der  kleiaslcn  Ableolcnng  i 
Prismen  selbst  in  aaseren  besten  Lebrbijcb>?rii  zn  Theil  niid,  lässt  itnme 
nocb  Vieles  au  wUnscbea  tibrig.  Eotweder  wird  der  Beweis  des  SaUe 
unter  Veiweisnng  aaf  höbere  Kecbnung,  gauz  nnterlassen *,  oder  er 
sich  anf  das  durch  eiuo  nnmcrisclie  Tabelle  orlaatcrte  Gesetz  dei 
bKngigkeit  zwischen  EinfalU-  and  ItreihnngEwinkel**,  oder  es  n-ird  d« 
»war  verdienstvuUe,  aber  jedenfalls  scbw  erfüll  ige  trigonomelrische  Bewei 
Ten  Fr.  EJsenlohr  leproducirt*'^.  Dass  die  ttnten  cilirten,  sowie  andei 
Letirbücber  sich  bei  Beaprocbucg  dieses  fiir  die  Bestimmung  der  Brecbtuif 
verbftUnis&e  so  wichtigen  Saties  mit  Darstollungsweisen  bebelfen,  wslell 
dem  Lerneodeu  volle  Befriedigung  zu  gewähren  nicht  im  Stande  ein 
erklürt  sich  aus  dem  Umstände,  dass  bis  jetzt  ein  cleitientarer  Beweis,  wi 
eher  zaglßich  mathematisch  streng,  einfach  und  anschaulich  wXre, 
bekannt  geworden  ist.  Dadurch  erscheint  die  Mittheilting  di^s  folgeudl 
sjrnibetischen  Beweises,  welcher  unseres  Erachlens  diesen  Anforderungl 
vollkommen  entspricht,  hiuUnglich  gerechtfertigt. 

Bezeichnet  man  mit  i  and  t   den  Einfalls-  und  den  Austritts  wink«!,  n 

r  und  r  die  Winkel,  welche  der  im  Prinma  verlaufende  Strabl  rosp.  mitdi 

Lethen  an  der  Eintritts-  und  Auslrittefläche  bildet,  ferner  mii  d  die  Abi« 

knng,  nnd  mit  a  den  brechenden  Winkel  des  Prismaa,  so  hat  man  bekanolll 

r'\-r's=a  und  rf  =  i+f'^a. 


■  Mqux 
••  J.  Mü! 
•••  Wüij, 


,  Die  Physik  auf  Grundlage  Ser  Erfahrung.  187J 
,  LeLibucb  der  Phvsik  and  Moteoroloirie.  ISlIB. 
,  Lehrboch  der  Kxperimcntalphfiik.    1871. 
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Die  Ablenkung  d  wird  demnach  ihren  kleinsten  Werth  erreichen,  wenn  die 
Sauime  i+t'  des  Ein-  und  Austrittswinkcis  ein  Minimum  ist. 

Um  den  zum  Einfalldwinkel  i=AOL  (Fig.  l)  gehöri^^on  Brechungs- 
winkel r  zu  finden,  beschreibe  man  nach  einem  bekannten  Verfahiftn  um  0 
zwei  Kreise  mit  den  Halbmessern  i  und  n,  unter  n  das  BrcchungsverhUltniss 
der  Prismensubstanz  verstanden.  Den  ersteren  Kreis  bezeichnen  wir  als 
„Kreis  1",  den  letzteren  als  „Kreis  /i".  Zieht  man  durch  den  Punkt  A,  wo 
der  eine  Schenkel  des  Winkels  i  den  Kreis  1  triöt,  eine  Parallele  zum  an- 
dern Schonkel  OL,  welche  den  Kreis  n  im  Punkte  B  schneidet,  so  ist  DOL 
der  gesuchte  Brechungswinkel  r. 

Macht  man  nun  den  Winkel  /^O/?' gleich  dorn  brechenden  Winkel  a 
des  Prismas,  so  ist  vermöge  der  Gleichung  r  +  /=a  der  Winkel  P'OL 
gleich  r\  und  eine  Parallele  zn  OL,  durch  den  auf  dorn  Kreise  n  gelegenen 
Pnnkt  ß'  bis  zur  Begegnung  mit  dem  Kreise  1  im  Punkte  //'  gezogen,  giebt 
den  Winkel  A'OL  oder  /.  Der  Winkel  AOA*  stellt  sonach  die  Winkelsunime 
i  +  i"  vor. 

Sind  die  beiden  Winkel  r  ungleich,  ist  z.  B. ,  wie  in  der  Figur  an- 
genommen wurde,  r  grösser  als  r,  so  ist  auch  yfß'  grösser  als  AB.  Zieht 
man  jetzt  die  Sehnen  AA^  und  BB',  und  durch  den  Punkt  J  die  Gerade  AC 
parallel  zu  BB^^  welche  A'B'  im  Punkte  6' zwischen  ^4' und  B'  schneidet,  so 
ergiebl  sich  aus  dem  bei  C  stumpfwinkligen  Dreieck  ACÄ ,  dass  ^/^' grösser 
als  AC^  d.  h.  grösser  als  BB'  ist*.  Die  Sehne  AÄ,  welche  den 
Winkel  i-|-f'im  Kreise  1  spannt,  ist  d e'm nach  grösser  als  die 
Sehne  BB,  welche  im  Kreise  n  den   Winkel  a  spannt. 

Nur  in  einem  einzigen  Falle  wird  die  erstere  Sehne  der  letzteren 
gleich,  nXmlich  wenn  r^=^r^=}^a  und  sonach  auch  i  =  i'  ist,  d.  h.  wenn  der 
Licbtfitralil  das  Prisma  symmelrisch  durchläuft.  In  diesem  Falle,  welcher 
in  der  Figur  durch  punktirte  Linien  angedeutet  ist,  erscheinen  nftmlich  die 
Sehnen  aa  und  bb'  als  gegenüberliegende  Seiten  des  Rechtecks  aabb\ 

Die  Sehne  Aa\  welche  dem  Winkel  i-^-i  im  Kreise  1  entspricht,  hat 
also  ihren  kleinsten  Werth,  wenn  der  Lichtstrahl  symmetrisch  durch  das 
Prisma  geht.     Daraus  folgt ,   dass   dieser  Winkel   selbst,  und  mit 


*  Ans  der  Figur  Icucbtct  zwar  schon  uumittolbar  ein ,  dass  A'B^>An,  und  der 
Winkel  BB'A'  ein  Stampfer  ist.  Sollten  jcducli  tür  diese  beiden  Bebnuptun^^cii  schul- 
f«rechte  Beweise  verlangt  werden,  so  lassen  .sich  dieselben  in  folj^cnder  Weise  leicht 

ffihncn. 

Mmn  1e)?e  da«  Dreieck  ABO  derart  auf  das  Dreieck  A'H'O,  dass  0/i  fi\\(  OB*  fällt, 
to  kommt  der  I'ankt  A,  weil  Winkel  A  /iO(=r)  kleiner  iät  als  Winkel  A'/i'0{z=r), 
innerhalb  des  Dreiecks  A'ß'O  zu  lie^^en;  man  hat  daher  0A'-\- A' li'^OA-^-AIi,  oder, 
weil  0A^=  CA,  Äir>AB. 

Der  Winkel  BffÄU\.  =^Bl^O-^0 ä^Ä.  Nun  ist  /UrO  =  {Kfi-^a  und  r>^a, 
lolgUeh  BB'A'^Mff*. 


Bleuieotare  Ualiaudluni;  einiger  ujjliHulier  Probleme. 

ihm  die  Ablenkung  d^i-i-t  —  u,  ein  Miaiaium  ist  boi  symmatt 
scbem  Durchgang. 

In  unserer  Fig.  1  wurde  voraasgcselzt,  dsss  die  Winkel  r  uoil  r,  t 
r  dieselbe  Seite  ihres  Einralislotbes  wie  im  Falle  der  sy nmielrischen  Bn 
ung  einnehmen,  waa  sieb  iu  der  Zeichnung  dnrluruh  an^idrtickl,  daaa  4  ni 
diesBeits  (links),  t  und  /  jenseits  (rechts)  von  OL  liegen.  Fällt  jedoch  1 
der  Winkel  t  {AOL  Fig.  2)  auf  die  entgegengesetsle  Seite  des  Lolhos  (d. 
neigt  sieb  der  einfallende  Strahl  gegen  die  Spitze  des  Prismas  hin), 
kommt  derselbe  auch  in  der  Zeichuiing  jenseits  (recitts)  von  OLxxy  lio) 
und  it!t  alsdann  ebenso,  wie  der  Winkel  r,  negaliv  au  rechnen.  Aberai 
jetzt,  wie  iiberbaupl  in  jedem  Falle,  wird  die  Wiakclsumme  i-j-r' durch  di 
Winkel  .^Ov^"  (Fig.  2)  dargestellt,  und  nnaor  Beweis  gilt  gans  in  gleich 
Weise,  wie  bei  der  iu  Fig.  I  zn  Grunde  gelegten  Annahme,  dass  sämnillick 
vier  Winkel  1,  r,  1'  und  /  positiv  seien. 

Die  Methode,  welche  hier  zur  Constnictioa  der  Winkel  ■',  r,  1'  und  > 
angewendet  wurde,  nutersclieidet  sich  von  derjenigen,  welche  Reascbl 
seiner  vortrefflichen  synthetischen  Darstellung  der  Breobung  und  Farbo 
Zerstreuung  an  ebenen  Flachen  und  in  Prismen "*  benutzt  bat,  nainentltt 
dadurch,  dass  sie  sich  statt  aweier  nur  einer  einzigen  Prnjeclionsrloht 
bedient,  und  ist  ebenso,  wie  diese,  geeignet,  (iher  alle  Verhältnisse,  weloh 
bei  der  Ltrecbung  in  Prismen  vorkommen  können,  erschöpfende  Recheusdil 
%\\  geben.  Um  alle  möglichen  Fälle  der  Rpihe  nach  zu  überblicken,  braut 
man  nur  den  brechenden  Winkel  BOIi'=«  (Fig.  1  und  2)  um  sein 
bei  O  KU  drehen,  uud  hei  jeder  seiner  Lagen  die  Punkte  B  und  ff,  1 
Schenkel  auf  dem  Kreise  n  auTsiehcu,  pnrallel  der  festen  Geraden  OLtt 
den  Kreis  1  i'U  projiciren.  Als  Snssersto  Lage  diesseits  OL  ergieht  ■ 
diejenige,  bei  welcher  die  projicirende  Linie  B^M  (Fig.  2)  den  Kreb  1 
Endpunkt  M  seines  zu  OL  senkrecbleu  Durchmessers  berührt;  sie  eotspdi 
der  stroifendou  lucidcnz  [t^M0L  =  9^).  Drelit  man  den  Winkel  aus  dia 
Lage  iveiter,  bis  sein  erster  (der  EintriltsflSche  entsprechender)  Schau! 
mit  OL  eusammeufüllt.  so  durchläuft  mau  alle  möglichen  Fälle  vom  sU 
fenden  bis  zum  senkrechten  Einfallen.  Dreht  man  noch  wei 
die  Winkel  i  und  r,  indem  sie  auf  die  entgegeugeselale  Seite  d*B  Lotl 
binUbertrtrten,  negativ.  Die  ausserste  mögliche  Lage  jenseila  1 
diejenige,  bei  welcher  die  den  Punkt  B\  des  aweilen  (der  Austritufllc 
entsprecheoden)  Schenkels  Projicirende  f^^lü'  den  Kreis  l  io  M'  bBrflb 
sie  entspricht  dem  streifenden  Austritt.  Die  Winkel  t  und  r  sind  als  pM 
anzusahen,  wenn  sie  diesseits  (links)  von  OL,  dio  Winkel  1"  und  r',  w 
sie  jenseits  (rechts)  von  OL  liegen,  d.  h.  wenn  sie  anf  derselben  Seile 

*  Poggendorff'a  Anualeu,  Bd.  117.  Beusuh  giebl  daselbst  auch  aiiM 
Siilxi-s  vom  Minimiiiu  d'.'r  Ablenkung,  welchom  jcilocli  d>i 
uiltateaa  für  Lehriwecke,  voraitaieiieu  sein  durfte. 


les  liegen,  auf  welcher  sie  sich  im  Symmetriefalle  befinden.  Von  den 
ik«lpaaiea  (i,  r)  und  (/,  r)  kann  immer  nur  das  eine  negativ  sein,  und 
dann,  wenn  der  brechende  Winkel  des  Prismas  kleiner  als  der 
ixwiokel  ß^OL  ist. 

Di«  Ablenkung  stellt  sich  bei  anseror  Conetmction  (Fig.  1)  dar  ala  die 

e  der  beiden  Winkel  AOB(=i—r)  und  ^OB'l=i'—r).    Legt  man 

(Fig.  2)  dag  Dreieck  JOB  so  an  das  Dreieck  .l'Oß'  an.  dass  OB 

Oll''  und  A  uaeb  D  £ti  Jiegcu  kommt,  so  ist  Ä'OÜ  der  Ablenkungs- 

Da  der  Winke!  J'B"()  =  r,  nnJ  der  Winkel  DB"0  =  r  ist,  so  ist 

ikel    Ä'B"D  gleich  dem    brechenden    Winkel   des   Prismas.     Man 

daher  zu  folgender,    von  Radau*  angegebener  Cüustruction    de« 

laines   Lichtstrahles    im   Prisma:     Um   einen   beliebigen    Punkt   0 

n  die  Kreise  l  und  n;  gicbt  alsdann  O.i"  die  Richtung  des 

!m  Strahles  an,  so  aiehe  man  von  dem  Paukte  jf',  wo  dieselbe  den 

dll  trifft,  die  Gerade  ^'B"  parallel  znm  Lothe  der  l^intrittHääche,  nnd 

\Ä  den  Pnnkt  B",  wo  uie  dem  Kreise  n  begegnet,  eine  Parallele  B"D 

D  Lothe  der  Austrittsfiäcbo ,  welche  den  Kreis  1  im  Punkte  I)  schneidet. 

idno  glebt  0^  die  Richtung  des  gebrocheueu,  OD  die  Uicbtung  des  aus- 

lnd«D  Strahles  und  der  Winkel  A'OD  die  Ablenkung  an.    An  dieser 

BKractinn  ändert  sich  nichts,  wenn  (wie  in  Fig.  2,  rechts  von  OL)  i  uud  f, 

ddAfHia  auch  i—r  negativ  ist;  dann  ist  der  Winkel  JOB^A'^OD'  von 

abausiehen  und  die  Ablenkung  orgieht  sich  wie  vorhin  =  ÄOlf. 

n.    Das  aobromatisohe  Prisma. 

Die  »oeben  angeführte  Kadau'sche  Construction  scheint  weniger  Be- 
trag gefundpu  KU  haben,  als  sie  ohne  Zweifel  verdient.  Sie  führt  uäin- 
I  mit  «abrhnft  übcrrascliender  Leichtigkeit  zur  syntheti scheu  Löijiiug  vuu 
■blciaeo,  weloh«  analytisch  angegritfeu  ziemlich  umständliche Uechnungeu 
vdem.  Au  dem  Beiii])iel  des  achromatischen  Prismas  soll  dies  gezeigt 
Avb. 

Die  Aufgabe,  nm  welche  es  Mich  handelt,  ist  folgende:  Zu  einem 
inea  Prisma  soll  ein  zweites  ans  nnderom  StoSe  gefunden  werden, 
entgegengesetzter  Lage  mit  jeuem  vereinigt,  die  Farbenzerstieu- 
'il«a>dben  für  zwei  beliebige  homogene  Lichtarten  wieder  aufhebt. 

Gvgeben  titud  demnach  der  brechende  Winkel  n  des  ersten  Prismas  Und 
KinfaDswiiikel  i  au  soiuer  Kintrittsllitcbe,  die  UrechungsverhiiltuiHse  n' 
n'  »aiaer  Hubatanz  (e.  B.  Crownglas)  fUr  üwt-i  homogene  Farben  (z.  B. 
dia  Franiihüfer 'sehen  Linien  B  und  //),  ferner  die  Biechuugsver- 
oia»«  n'  uud  vi'  deraotbeu  Farben  für  die  Substanz  (z.  B.  Flinlglas)  des 
Iva  Pruiuas;  gesncht  wird  der  br<'chemle  Winkel  j9  des  zweiten  Prismas. 
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Um  einen  beliebigen  Fuukt  0  (Fig.  3)  beschreibe  man  Kreisbogen  mit 
den  Ilalbinesbcrn  1 ,  //,  n'\  m\  ;//'.  Giebt  der  Radius  OA  im  Kreise  1  die 
Richtung  des  einfAlIendeu  weissen  Lichtstrahles  an,  so  ziehe  man  durch  A 
die  Gerade  AB  parallel  zum  Lothe  der  Eintrittsiläche  (nämlich  so,  dass 
Winkel  0-4^  =  180"— i  wird)  des  gegobeuon  Prismas;  projicirt  man  nun 
die  Punkte  B  uud  //,  wo  diese  Gerade  rcsp.  die  Kreise  n  und  //'  schneidet, 
durch  Parallelen  zur  Anstrittsfläche  (d.  h.  indem  man  Winkel  ABB'=^AUH' 
=  a  macht)  nach  B'  und  H'  auf  den  Kreis  l,  so  geben  OB^  und  Ott  die 
Richtungen  der  beiden  aus  dem  ersten  Prisma  austretenden  farbigen  Strah- 
len an,  welche  für  das  zweite*  Prisma  als  einfallende  Strahlen  zu  betrachten 
Kind.  Um  dieselben  auf  ihrem  weiteren  Gange  zu  verfolgen,  projicire  man 
die  Punkte  B^  uud  //'  parallel  dem  Lotiie  der  Eintrittslläche  des  zweiten 
Prismas  (dessen  Kichtung  gegeben  ist)  resp.  nacii  h  uud  h  auf  die  Kreise  ni 
und  fn\  Wäre  nun  der  brechende  Winkel  ß  des  zweiten  Prismas  gegeben, 
so  hätte  man  durch  parallele  Gerade,  weiche  mit  B^b  und  H'h  den  Winkel  ß 
bilden,  die  Punkte  /;  und  h  auf  den  Kreis  1  zu  projicir'en,  und  würde  so  im 
Allgemeinen  zwei  austretende  farbige  Strahlen  erhalten.  Solleu  sich  die- 
selben zu  einem  einzigen  Strahle  vereinigen,  wie  unsere  Aufgabe  es  ver- 
langt, so  müssen  sich  die  Punkte  b  uud  h  in  einem  einzigen  Punkte  Z  aaf 
dem  Kreise  1  projiciron,  d.  h.  die  Projectiunsrichtung  muss  mit  der  Richtung 
hb  zusammonfalleu.  Der  Winkel  H'kb  ist  demnach  der  brechende 
Winkel  des  Prismas,  durch  weiches  das  gegebene  Prisma 
achromatisirt  wird.  Der  Radius  OZ  giebt  die  Kichtung  des  austreten- 
den farblosen  Licht.strahies  an,  und  der  Winkel  AOZ  ist  die  Ablenkung, 
welche  er  erlitten  hat. 

Wir  haben  hier  den  allgemeineren  Fall  betrachtet,  in  welchem  die  Ans- 
trittsfläche des  ersten  Prismas  mit  der  Kintrittstlächc  des  zweiten  einen 
beliebigen  Winkel  Hll'h  bildet.  Gewöhnlicii  aber  nimmt  man  au,  dass  die 
genannten  Flächen  und  demnach  auch  iiire  Lothe  miteinander  parallel  «cien. 
Alsdann  vereinfacht  sich  die  Construction,  indem  mau  der  Punkte  B*  und  W 
auf  dem  Kreise  1  gar  nicht  bedarf,  sondeiu  nur  die  Punkte  B  uud  //  parallel 
dieser  Lothrichtung  resp.  auf  die  Kreise  m  und  m'  nach  b'  und  U  zu  proji- 
ciron braucht,  um  in  llh'b'  den  gesuchten  brechenden  Winkel,  in  ÖZ*  die 
Richtung  des  austretenden  Strahles  und  in  A07!  den  Ablenkungswinkel  zu 
haben. 

Mit  ähnlicher  Leichtigkeit  lässt  sich  die  in  Rede  stehende  Methode,  wie 
Radau  bereits  gezeigt  hat*,  auf  die  Conslruction  von  Prismensystemen 
ohne  Ablenkung  {a  vision  directe)  anwenden. 

in.    Elementare  Theorie  des  Begenbogens. 

Die  Sätze  von  dem  Maximum  und  Minimum  der  Ablenkung  des  in  eine 
durcliKichtigp  Kugel  gebrochenen  und  nach  ein-  oder  mehrmaliger  innerer 

*  Foffgenäorii^a  Annalen  Bd.  118. 
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Reflexion  wieder  aastretenden  Lichtes,  welche  der  Theorie  des  Rcgenbogens 
nGronde  liegen,  erfahren  in  den  Lehrbüchern  ein  ähnliches  Schicksal,  wie 
der  Satz  von  der  kleinsten  prismatisclion  Ablenkung.  Eine  möglichst  ele- 
Beotar  gehaltene  Darlegung  dieser  Sätze,  wie  ich  sie  im  Folgeuden  zu 
^beu  beabsichtige,  dürfte  daher  nicht  überflüssig  erscheinen. 

In  Fig.  4  möge  der  Kreis  den  Umriss  einer  Wasserkngel  oder  eines  Regen  • 
tropfens  darstellen.  Lst  OS  die  vom  Mittelpunkt  0  der  Kugel  nach  der  Sonne 
gezogene  Gerade,  so  stellt  die  damit  Parallele  S.l  einen  beliebigen  Sonnen- 
»trabl  vor,  welcher  die  Kugel  im  Punkte  A  tritl't.  Zieht  man  den  verlänger- 
ten Radius  OAL^  so  ist  der  Winkel  LJS  oder  der  ihm  gleiche  AOS  der 
Einfallswinkel  t  des  Strahles  SA]  ein  Theil  AB  dieses  Strahles  dringt  unter 
d«m  BrechungsAvinkel  r  in  die  Kugel  ein,  wird  in  B,  wo  er  unter  dem  Ein- 
fillswinkel  ABO  =  r  die  hintere  Fläche  triil't,  thei! weise  nach  innen  (nach 
BC)  zurückgeworfen  und  kehrt  endlich ,  nachdem  er  im  Punkte  C  durch 
Reflexion  nach  innen  einen  abermaligen  Verlust  erlitten  hat,  unter  dem 
Brechungswinkel  MCK=:i  wieder  in  die  Luft  zurück.  Der  Winkel  r/,  um 
velcLeu  der  austretende  Strahl  C£  von  der  liiciitung  der  directen  Sonuen- 
itrahlen  abweicht,  ergiebt  sich  aus  der  Zeichnung  in  bekannter  Weise,  und 

iwar  findet  man  ,      ^  .  .. 

rf=2(2r  — f). 

Nach  Massgabe   dieses  Ausdruckes   wird   im  Allgemeinen  jedes  schmale 
Bändel  paralleler  Strahlen ,   welches  auf  den  oberen  Theil  PA  der  Kugel 
trifft,  aas  deren  unterem  Theil  PC  als  divergirendes  Büschel  hervorgehen, 
welches  auf  ein  entferntes  Auge,  weil  die  iMchrzahl  seiner  Strahlen  unwirk- 
6am  daueben  vorbeigehen,  nur  einen  unbedeutenden  Lichteindruck  hervor- 
bringen kann.     Ein  merklicher  Lichteindruck  kiamtc,  in  einer  bestimmten 
Aichtang,  nur  dann  wahrgenommen  werden,  wenn  es  auf  dem  Umrisse  der 
Kngel  einen  Punkt  gäbe,  in  dessen  Nachbarschaft  die  einfallenden  paral- 
lelen Strahlen  so  gebrochen  werden,  dass  sie,  auch  nachdem  sie  die  Kugel 
rerlas-sen  liaben ,  noch  als  paralleles  Bündel  zusammenhalten. 

Um  einen  solchen  Punkt,  falls  er  existirt,  aufzuünden,  betrachten  wir 

einen  Strahl,  der  sehr  nahe  bei  dem  Punkte  A  die  VVasserkugel  trifl't;  dem- 

selben   entspreche   der  Einfallswinkel   f  +  Oi   welcher  um   die  sehr  kleine 

Grösse  a  von  demjenigen  des  Strahles  SA  abweicht.    Wird  die  zugehörige 

kleine  Aenderung  des  Brechungswinkels  mit  |3  bezeichnet,  so  ist 

der  Wertb  der  Ablenkung  für  den  betrachteten  Nachbarstrahl.  Vergleicht 
iriAD  ibu  mit  dem  obigen  Ausdrucke,  so  erkennt  man,  dass  die  beiden  be- 
nachbarten Strahlen  die  nämliche  .\blenkung  erfahren,  wenn 

«  =  2^, 
1.  L.  wenn  die  kleine  Aenderung  des  Einfallswinkels  beim  Uebergange  von 
sinem  Strahle  zum  benachbarten  doppelt  so  gross  ist,  als  die  zugehörige 
Aenderang  des  Brechungswinkels. 


Zur  Bimitteliing  der  Lage  desjenigon  Punktes  «af  dem  Umrisse  di 
Kugel,  iD  welchem  eich  diese  Bedingang  erfttlU,  bedienen  wir  nm  d« 
1-V  6. 

Der  kleinere  der  beiden  uonccutriBchen  Kreise,  dessen  Raditts  =1  si 
stellt,  wie  in  der  vorigen  Figur,  den  Umriss  der  Kngel  vor.  Dm  den  an 
Einfallswinkel  AOP^i  gehörigen  Brechungswinkel  bu  finden,  cnnstrulra 
vir  Um  denselben  Mittelpunkt  einen  zweiten  Kreis  vom  Radios  n,  unter 
das  BrechangsverhfiUuisB  der  Kngel  verstanden.  Ziehen  wir  nun  durch  > 
■Jio  Gerade  QB  parallel  lu  OP,  und  verbinden  wir  den  Punkt  B,  wo  die 
den  Umfaug  des  Kreises  n  scbneidet,  mit  dem  Miltelpmikle  0,  eo  ist 
der  zum  Einfallswinkel  r  gehörige  Brechungswinkel  r.  Die  Bogeuntack 
PA  and  PC,  welcbe  auf  dem  Kreisumfange  vom  Radius  I  diesen  Winkel 
entsprechen,  sind  als  Maäse  dieser  Winkel  sn  betrachten.  Wicderbolt  n 
jetzt  für  den  um  das  kleine  Bogenstückcheu  Aa  =  a  grösseren  Einfalll 
winket  nOP^i-^a  die  nämliche  Ooostraction ,  indem  man  qb  parallel  <j 
zieht,  so  gelangt  man  zu  dem  Brecbungswinkel  bOP  oder  cOP,  welcher  di 
vorigen  um  die  kleine  Grosse  Cc^ß  übertrifft.  Die  Bogenstückchen  A 
nud  Cc  stellen  demnach  die  zusammengehörigeu  ÄendPinngen  des  Einfalli 
und  des  Brechungswinkels  vor;  sie  können  als  beliebig  kleine  Stückehe 
des  KreisumfangcB  für  geradlinig  angesehen  werden,  eheusa  wie  das  Bogn 
Stückchen  Bb,  welches  anf  dem  Kreise  vom  Radios  n  dem  kleinen  MiUi 
puuktswiukel  COc  =  ß  entspricht  und  daher  gleich  nß  ist. 

Füllt  man  nun  vou  A  uud  ß  aus  die  Seukrechteu  Ak  nnd  ßl,  und  v 
O  aus  die  Senkrechte  Og  auf  die  Gerade  qb,  so  sind  die  Dreieckchea  Alt 
nud  ßlb  resp.  älinHeh  den  Dreiecken  AQO  und  BQO.    Daraus  folgt 


Ak      AQ  Bt       BQ 

oder,  wenn  man  AQ  mit  «,  tQ  mit  t,  ferner  die  eil 
Stückchen  Ak  und  Bl  mit  m  bezeichnet  und  sich  i 
BOi=n,  Aa=^tt  und  Bb  =  nß  ist: 


liaKs  J0  = 


oder   auch,    weil   i 
Factor«  wejjrsllt: 


weiten  Gleichung  der  heidei 


'-=•-    uüJ  J;  =  ^. 


Aus  diesen  heiden  Gleichungen  ergiebt  sich  nun  das  Vethaltniüs  der  beidt 
Zuwaclise  n  uud  ß  folgendeimastien: 


d.h.  die  gleicbieitigen  Aendernngen  des  Einfalls-  nnd  B rech ungsvrinkc 
verhalten  sich  stets  Eueiuaudcr  wie  DQ  zü^  AQ.    Damit  also  n  dopiiclti 


ftou  ict  als  ß,   nuss  aacfa  BQ  doppelt  so  gioas  sein  sla  JQ, 
tittdei  Fuukt  A  mnss  die  Strecke  BQ  hslbiren. 

Dt  uuu  <lio  HaibiruDgspnakte  KSmmtlicber  Htrecken  BQ  olTeiiLar  aaf 
Ellipse  liegen,  dereu  grosse  Halbaxe  OIt  =  ii  und  deren  kleine  Halb- 
'.'V  =  >  M  (s.  die  rechte  QSirie  der  Fig.  i)  ist,  so  ergiebt  sieb  der  Punkt 
J  (oilei  i^),  der  die  verlangte  EigenschsTt  besitzt,  sofurt  als  Durcbscbnilts- 
nah  dieser  Ellipse  mit  dem  Kreise  1.  Der  Einfallswinkel  /OP'=^i,  nebst 
BB  mgelijirigeu  Brechungswinkel  B'OP'^r,,  sowie  die  hnlbe  Ablenkung 
"01^=  ^d^  UdGen  sich  jelst  nnmittelbar  auH  der  Figar  entDeboiGn.  Macht 
an  oXmlicb  Wiukel  Ofi'^"=r,,  90  ist 

X'OP<=  B'OP—  B'OJ'=  r,-{i,  -  rCi  =  Sc,  -t,  =  (  d,. 
tHeii    diese  Winkel  darch  Rechnung  gefunden  werden,    so  hat  man  die 
\äs,\nn^-iAQ=B(j,  A.  i. 

2cosi  =  ttCosr 
le  mit  dem  Brechungsgeeotz 

iin  i  ^  n  sin  r 
ubinirt,  sofort 

■  f_  *  —  "'' 

'^.  ""-^ 

Uic  Strahlen,  welche,  tn  unmittelbarer  Nüho  des  soobeu  hestiinuileu 
!■  J  unter  aich  parallel  auT  die  Kugel  fallend,  dieselbe  auch  wieder 
I  paralleles  Bimdel  verlassen,  sind  noch  dadnrch  vor  den  übrigen  nns- 
teicbnet,  dass  ihre  Ablenkung  die  giösste  ist,  welche  die  Kugel  bei  ein- 
ttigOT  innerer  Reflexion  hervorzubringen  vermag.  Man  kann  sich  hiervon 
b  folgeude  Betrachtung  leicht  überzeugen.  In  dem  Funkte  A,  welcher 
nEinfallawinkel  1,  entspricbt,  ist  BQ  =  2AQ;  fUr  grlissere  Einfallswinkel 
8Q>i'*Q,  für  kleinere  aber  BQ<C2AQ.  Betrachten  wir  daher  einen 
Biiirallswinkul  ■,+  ■',  welchem  auch  ein  grösserer  Brechungswinkel 
^f'  «al>prlcht,  so  ist  jedes  der  kleinen  UogenstUckchen  a,  ans  welchen 
■h  <ler  Bogen  t  ensammensetitt,  mehr  als  doppelt  so  grOus,  wie  das  eut^ 
rvcbende  der  Bogeustückchcu  ß,  aua  denen  sich  q'  zusammensetzt,  weil 
die  Strecke  f)Q  hier  überall  grösser  ist  ulifiAQ;  es  ist  aisu  i'>2p'.  Die 
6tr  Ablenkung  des  betrachtelou  Strahles  ist  aber 

|rf'=2r,  +  2p'-,,_,'   oder   4'/"=  J-Zi  +  ic''- •'■ 
UDO  t'  grfiäser  ist  als  2p,  so  bat  man,  um  ^tf  %»  erballen,  von  ^(/,  wehr 
«U  hiusuzufügen;  folglich  ist  if  kleiner  als  il,. 
Bctracblen    wir  zweitens    einen  .Strahl,  dessen  Einfallswinkel   '1  —  t" 
hier  i«t  aU  i,   und  welchem  der  Brechungswinkel  r, —  ^"  zugehört,  so 
jebt  aicb  seine  Ablenkung  </"  aus  der  Gleichung 


■  Ea  iat  bfmerketiiwerlh ,  dase  für  das  Brecbungsverhiiltnias  |  der  Einfalliwia- 
mmi  Auf  ilrrirache  ItmuhungswJukel  aich  gsnau  xii  bwgI  Recbten  ergäosen,  d.  lu 


|,r=2r,-2p"-f,+."'  oder  Jrf"=  Irfi-ae'+t*. 

weil  hier  die  ßQ  kleiner  aind  als  die  2A0,  auch  i"  klein»  I 
o  irird  wiederum  von  ^d^  ein  grösseier  Betrag  abg<<xagnn  als  hii 
sugecIiUU,  and  nnuh  (/'  Br(;iebl  siuli  kleiner  nla  di.  Üie  Ablenkung  d 
welche  die  beim  Auatriit  iiaiHllelen  Stmbleu  erleiden,  isl  also  in  der  Thi 
ein  Maximun:. 

[n  Vig.  5  hl  die  Bestimmang  dea  Punktes  A  nar  für  ein  oinzigee  Breel 
ncgsvcrbilltuiss  n  darcligeführi;  für  eiu  anderen  Hrecbungsverbaitni^s  mäst' 
man  nach  denselben  Kegeln  einen  andern  KreiH  n  nebst  d<!r  «ngehfirigt 
Ellipse  constrairea ,  nnd  würde  sich  z.  B.  überzeugen,  Anna  die  Ablenkut 
der  wirksamen  Strahlen  für  das  weniger  brechbare  rolhe  Liebt  grösser  it 
als  für  das  starker  brecbbnrs  violette. 

Hiermil  sind  nnn  die  Grnndlagen  gegeben,  auf  weiebon  die  L^rklämi 
des  ersten  Regenbogeus  beruht, 

kennen    nach  dem  Vera nsgc gangem 
.    Da  die  Ablenkung,  welche  ein  Stiit 
erlitten  hat,  bekanntlich  durch 
rf=180"  — 2(3r— i) 
s  für  parallel  austretende  Strahlen  die  Bedingung 
«  =  3|3 
erfälU  sein.     Ihr  wird  genügt  in  dem  Punkte  dos  Kreises  I ,   fUr  w«)ebi 
ßO-==i-dQ  oder  ncosr  =  Scosi  ist;  man  findet  diesen  Punkt  mit  Uiiraein 
Ellipse,  dereq  grosse  Ualbaxe  =n,  deren  kleine  aber  j^n  ist.     Durch« 
dem  obigen  ganz  ähnliches  Verfahren  lässt  sich  alsdann  zeigen  ,  d&as  d 
Ablenkung,    welche   diesem  Elufallj^punkte  entspricht,    die  kleiaste  ii 
welche  bei  zweimaliger  innerer  Reflexion  stattfinden  kann. 

Ueberhanpt  iässl  sich  erkennen,  dass  bei  ;n- maiiger  innerer  ReSexl« 
der  Einfallspankt  der  „wirksamen"  Strahlen  der  Bedingung  a  =  (>n-f|] 
cder  n  CO« rs=(Br+l)Msi  geniigen  mnss  und  conslructiv  mittels  einer  Ellipi 


Für  den  zweiten  Regenbogei 
einige  kurze  Andeutungen  genügei 
nach  zweimaliger  innerer  RcUexini 


ansget 


Lckt  ist, 


gefunden  wird,  dei 


I  Ualba; 


nd 


i  +  l 
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Vm.    Reliqniae  Gopemioanae. 

(SehlntH  lu  S.  458|  Jahrg.  XIX.) 

Wir  gehen  über  zu  den  Tafeln  und  den  von'Copcrni  cns  zum  Theil 
hinzugefügten  Erläuterungen.  An  erster  Stelle  folgt  hier  die  von  Coper- 
nicns   nur  vervollständigte  Tafel  des  Regiomontanus,  überschrieben 
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Tabula  Fecundn.     In  ilersolben  einil  nur  die  ZaLlun  iu  Har'TtzQtitvovJl 
übciHchrlebcnen    Spnito    vnn    Copernicna    liSnsugeftIgt   wordiüi 
nuob    die  Ueberaclirift  Kudnog  riilirt  von  ihm    her.     BekAnutlioh  euthXll 
die  Tiibuhi  fecunda  die  Tangenten  für  den  xinus  latus  =100000"' 
die  von  Oopernicue   binsu^eTügte  Spalte   inil  der  Ueberscbrift  'THoMM 
vovoa   entliKlt   nnr   für  den  sitius    lulm  —10000  die   Secanten  fUr  A 
einzelnen  Grade.     Nimmt    mnn   die   gewfüinlicbe    Darateliung    der  Kr« 
fnnctioneo  nU  Linien  am  Kreise  zu  Hilfe,  so  ersiobt  man  unmittelbar  li 
Richtigkeit  der  Boicicbnung  von  Koflirofi^; Tangente,  'Txojtivovaa  = 
cante.    Vielleicbt  dürfte  Copprnicus  der  Hrsle  sein,  welcber  die  See 
len  wiijilicli  berechnet  hnt.     Eine  Beniilxung  derselben  in  seinem  grosM 
Werke  ist  nicht  nacbweiebar.     Bis  jetzt  galC^),  wenn  man  von  M«nroljr 
kQH   ana  MeeBina,    dessen    Scbriftcn    erst   noch   Co|jernicu8   Tode    IM 
erschienen,  absieht,  Bhelicns  als  der  ernte  Berechner  der  SecMnten. 
dem  groseeu  0/iri«  I'nlulinum   sind  dieselben  genau  in  derselben  Wei»« 
berechnet,    wie   dies  Cnperniciia  in  der  üpünlenser  Ilnodscbrift  geth« 
hut.     Nun  sagt  Rbelicua  selbst,  doas  er  seine  Untcrsucbnngeu  gesch'lpfl 
habe   ex  iimoi-nissimo    horlo   Coflcriii  ei"),    es  dllrfte   anch, 
spliler  zeigen  werde,  die  Upsalenser  Handschrift  mit  I&32  beendigt  genessi 
sein,  nlao  wird  wohl  eher  Kheticns  die  Idne  zur  Berecbniing  der  Secantet 
von  Copernicns  erhalten  haben,  als  umgekehrt  Copernicua  von  Rha 
ticDH,  der  erst  1&3II  nach  Frauenhiirg  kam.    Dem  CopernicDR  verdank] 
also  die  gelehrte  Welt  die  Elnfllhrnng  der  Secanten  in  die  Wiasenschanj 
denn   die  Arbeiten  dea  Manralykn.s  iiind  nur  znm  kleinsten  Theil«  | 
druckt  nnd  kaum  viel  Über  ihren  Urnckorl  hinaus  verbreitet  worden. 
Tangenten    hat   bekanntlich    Albategnius  eingerührt,   die   Cotangei 
Abul-Wefa"),    bezüglich   unter  dem  Namen  umhra  recia  und  umbri 
versa.     Dnss  Umbra  reela-^  Umbrn  cerg-i  gloich  1  ist,  lehrt  Brad 
ward  in  in  einer  im  Vatican  handacbriftlich  erhaltenen,  fälschlich  Bogenanil 
ton  Petipecliva^).     Den  Cotinut  findet  man  wobi  soerst  beri 


74J  UcBcliiuhtc  der  UathemuUli  «eil  der  Wiedcrheritelhin^  der  Wisi 
bis  nn  daa  Ende  den  aclilHehiilcri  Jahrhunderts,  Tni>  Abrnbaiii  OottlielfKUat 
Erster  Hand     Outtiugpit  1 700.    S.  5&T,  xg. 

7:>)  Klii|;el,  Matlienmthches  Würterbiicli.  VierlerTheil.  LcipalglSlfl.  S.fl 
Vi)  Tu  derVurrcde  xii  seinem  €,i«u«  dueliinae  trlangulorum.  d«r  e 
AuHgalie  d..a  Opim  palalinum  und  des  T/temurun  dea  ritiacu«, 

77)  Chnales,  Qeachlchte  <Icr  Oenmetrie,  deuUeh  v.m  Sobiicke.    Hatlal 
8.  dOa. 

78)  Codex  raUeanu*HT.aW2li]MllOi,l.2C,-b]titlll^.  DieHandaek 

InetliH   pmpertlv«    äutdem  (Driidtfiirdlni)   yuond  nliqaim  Hm  juirlem. 
totam,  qtmd  it^iälur,  rontinttur  in  COwmuni  prrifierliaa  praeter  fuAlinir  prtO^ 
i/uf  KTgatoilur,  ideo  loliait  illa*  tirlhu. 

Die   hier   ■nKefUlirte   pertpeelia   eommunit    lit   die   bei 
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TABVLA  DIVERSITATIS  ASPECTVVM  SOLIS  KT  LVNAE  AD  MINVTA. 
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der  von  Rheticus  edirten  Trigonometrie  des  Copernicus^),  worin  der 
Kopf  der  Tafel  oben  von  0* — 90"  gebt,  dagegen  unten  von  90" — 0",  so 
dass  also,  wenn  man  von  unten  in  die  Tafel  eingeht,  der  Cosinus  gefunden 
wird ,  während  der  obere  Eingang  den  Sinus  liefert. 

Es  folgt  eine  Tafel  (s.  f.  S.)  —  sie  steht  auf  dem  letzten  leeren  Blatte 
des  AI fo usus  —  mit  der  Ueberschrift:  Tabula  divcrsilaiis  aspectttum 
solis  et  Itinae  ad  minufa.  Sie  scheint  wohl  mehr  astrologischen  Spieleroion 
ihren  Ursprung  zu  danken.  Wir  werden  im  Verlaufe  dioNor  Reliquiae  sehon, 
dass  Coperuicus  keineswegs,  wie  vielfach  behauptet  ist,  der  Astrologie 
abhold  gewesen  ist. 

Wir  kommen  jetzt  auf  ein  Feld,  wo  wir  eine  Verglcichung  mit  den  Rcvo- 
lutiones  anstellen  können.  Das  Resultat  derselben  ist  theilweise  ein  nega- 
tives; wir  werden  für  einen  grossen  Theil  der  nachfolgenden  Tabellen  jedoch 
auch  auf  ein  sehr  positives  Resultat  geführt  werden,  das  auf  die  Geschichte 
der  Entstehung  des  grossen  Werkes  ein  recht  helles  Licht  wirft,  und  zwar 
für  einen  Theil,  bei  welchem  das  Manuscript  der  Revolutioncs  für  die  Ge 
schichte  des  Textes  gar  keine  Ausbeute  liefert.  Die  Tafel,  welche  ich 
zunächst  zum  Abdruck  bringe,  ist  unvollendet,  wenigstens  in  ihrem  ersten 
Theile.  Sie  ist  nur  für  1 — 20  Jahre  berechnet.  Copernicus  hat  aber  am 
Rande  die  Zahlen  noch  bis  30  weitergeführt,  den  leeren  Platz  jedoch  wieder 
durch  ein  Bruchstück  einer  Tabella  Bevolutionum  ausgefüllt.  Die  Rück- 
seite des  Blattes,  auf  welchem  die  Tabula  mcdiac  coniunctionis  cl 
oppositionis  solis  cl  luuae  in  annis  cxpansis  sich  findet,  nimmt 
dann  eine  Tafel  ein,  welche  der  Tafel  auf  S.  299  der  RrvuluUones  entspre- 
chen dürfte.  Die  Ueberschrift  fehlt  bei  ihr;  die  Ueberein«timniung  dos 
Eintheilungsgrundes  und  einige  übereinstimmende  Zahlen  zeigen  aber  deut- 
lich, dass  man  es  hier  mit  gleichartigen  Sachen  zu  thun  hat.    Bei  der  untern 


Johannes  Pekkham.     Die   vier  aus  dem  UrudwHrdin'schen  Werke  angefillirtcn 
Sätze  heissen : 

1 .  In  umbra  invenilur  dioersiias,  qida  alia  est  umbra  rccta,  alia  versa ^ 

2.  Cum  duplex  sit  itmbra,  recta  sciliret  et  versag  quanto  una  est  ndnor,  tanto  altera  est 
tnnior  et  e  conversOj  et  quanto  una  crescit,  tanto  altera  decrescit  et  ecouverso,  quam- 
quam  etia/n  eas  cquales  esse  contingii. 

3.  Inter  wnbras  et  umbrosmn  testis  est  proportio ,  quod  ipsa  res  setnper  est  media  hco 
proportional^  inter  umbratn  suam,  rectum  scilicet  et  oersam. 

4.  Per  proportiones  umhrarum  facile  est  altitudines  rcrum  accipere. 

Davon  ist  Nr.  1  nur  Krklilrunp,  Nr.  2  zeigt  das  Verhalten  der  Function  nn<l  (V)fanction 

zu  einander.     Nr.  3  enthält  den  im  Texte  auHj^esprochenen  Satz:   tga  :r— r  ictga. 

Von  Satz  4  ist  die  Kinführung  derTangcnten  und  Cotan<;cnten  überhaupt  au.sp:e;,'anpen. 

Das  Manuscript  schlicsst : 

Qui  autem  ampliora  de  hiis  rebus  inoestigarc  voluerit »  legat  lihrum  Alacen  phitusophi  de 
aspectibus  in  quo  inveniet  [meljius  singula  et  diffusius  pertractata  .  I/ec  vero  pro  simpli- 
cibus  ex  e'sdem  brevitt'r  eticitn,  que  nunc  aufficiant. 

70J  Mau  sehe  auch  die  Prolegomena  der  SUcularausgabe  S.  XVI. 
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Reihe  ist  diese  Uebereinstimmnng  sehr  aagenflllig;  sobald  man  nftmlich  das 
S.  der  ersten  Colonne  nicht  Sex.,  wie  in  den  Revolution  es ,  sondern  Signum 
liest,  80  gehen  die  Zahlen  der  RrvoIuHones  einfach  in  die  der  npsalenscr 
Handschrift  über.  Dabei  entspricht  die  nach  der  mit  D.  II.  M.  2°.  über- 
schriobenon  Colonne  folgende  erste  Spalte  der  unteren  Spalte  der  Tafel 
auf  S.  290;  die  zweite  Spalte  ist  die  a.  a.  O.  mit  Motus  anomaliae 
lunaris  überschriebenc,  die  dritte  endlich  die  mit  dem  Titel  Motus 
latitudinis  lunae.  Auch  die  Zeitangaben  stimmen  überein  trotz  der 
scheinbaren  grossen  Verschiedenheit.  Man  braucht  von  den  Angaben 
der  Tafel  auf  S.  2Ö9  nur  die  Zahl  der  bis  Ende  des  betreffenden  Monatg 
verflossenen    Tage    abzuziehen    und    die  Scrnpula    des   Tages    in  Stun- 
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Moi.  anom.  solar. 


Mot.  anom.  lun. 


Mututf  lat.  lunac. 


den,  Minuten  und  Soeunden  zu  verwandeln,  so  ergeben  sich  die  Zahlen  der 
untern  Reiho  der  handschriftlichen  Tafel.  Dabei  bemerke  man,  dass  hierbei 
dem  Februar  29  Tage  zu  geben  sind,  um  die  Uebereinstimmung  zu  bewirken. 
Nimmt  man  dagegen  den  Februar  zu  28  Tagen,  so  erhält  man  die  Zahlen 
der  obern  Reihe.  Die  Tafel  auf  S.  29«  gilt  also  für  Schaltjahr  und  für 
Geraeinjahr,  während  die  Handschrift  für  jede  Jahresart  besondere  Tafeln 
aufgestellt  hnt**).  Die  handschriftlichen  Tafeln  geben  bei  der  Umrechnunjr 
die  Scnipula  sccunda  in  der  Form,  wie  ich  sie  aus  der  Originalhandschrift 
der  Revolutiones  hergestellt  habe,  nicht  in  derjenigen  der  bisherigen  Aus- 
gaben.   Ein  neuer  Beweis,  dass  von  Copcrnicus  die  Zahlen  der  Tafeln 


80)  Der  Cjrund  liegt  wahrseheinlich  darin,  dass  Copernicns  in  seinen  Revo- 
lutionen  nur  von  ägyptischen  Jahren  Gebrauch  macht,  deren  jedes  zu  365  Tagen 
gerechnet  wurde,  er  also  eine  Unterscheidung  zwischen  Gemeinjahr  und  Schaltjahr 
nieht  bedurfte. 
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vielfach  anders  geachrieben  sind,  als  die  Heransgeber  ftlr  gttt  befbndea 
babea,  dieselben  abzudrucken. 

Es  folgt  eine  Tafel,  betitelt  Tnbula  Augis  Solaris.  Sie  enthalt  die 
Bewegnog  des  aufsteigenden  Knotens  der  Sonnenbahn  vom  Jahre  I4S0  bis 
■um  Jahre  20B5  von  fünf  zu  fünf  Jahren.  Jedem  vierzigsten  Jahre  ist  die 
entsprechende  jährliche  Bewegung  hiuzngenigt  worden.  £iue  vergleichbare 
Tafel  enthalten  die  Rcvoluliones  nicht;  die  Principien  der  Berechnung 
dürften  im  Cap.  XXII  des  Buches  III"')  niedergelegt  sein. 
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Wir  kommen  «or  letzten  Sonneninfcl,  der  Tabula  Equacionum 
Sollt.  Sie  liftt,  wie  alle  folgenden  Tafeln,  doppeiteu  Eingang  und  ist 
secbaspaltig.  l>ie  den  SjmUrH  Ubeigesohriebeneu  /»hieu  0,  I,  2,  3,  4,  5  uiiJ 
die  nntergesciiriebenm  ü,  7,  8,  !),  |0,  ||  licilcutt^n  die  zwölf  Bilder  ile.s  Tliier- 
kretses,  von  denen  JcdoB  30  ürad  liat.  Bei  Vcrglciclinngcn  mit  den  Tafeln 
der  Revohilinni's  ist  dies  wohl  festzuballen.  Die  in  den  Columneu,  welche 
mit  A.,  M.  und  S.  über  reB[).  nnlerscb rieben  sind,  atchenilcu  Zahlen  sind 
die  ersten  Differenzen  der  Zahlen  der  eigentlichen  Tafel.  A.  soll  dabei 
bedenleu  Addenda,  M.  und  S.  Minuenda  und  Sublrahetida,  wie  man  besonders 
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)1  nocb  iweite  DifferenzeD  hiozugefUgt,  er  rnnss  also  bei  Intorpolatio- 
die  Netbwen<)igkeit  derselben  gefUhtt  haben.  Die  Stellung  der  beiden 
eienzTeihen  in  Beeng  anf  die  Tafelwerthe  ist  im  Druclce  dieselbe  wie  in 
UandachriFt.  Während  bier  also  die  Differenz  wirklieb  zwischen  die 
ileo,  sn  denen  sie  gehört,  genetzt  ist,  bat  Copernictis  in  seiner  Hand- 
rift der  Revolutiones  dies  bekanntlich  nicht  gcthan"'),  und  dadurch 
m  Heransgeber  zum  Tbeil  in  Fehler  Tcrwicki'lt, 
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Jetzt  kommen  acht  Tafeln  fflt  die  Xoftfutfi'nei  der  fünf  Planeten,  Uie 
letzten  fünf  sind  mit  einer  handschriftlichen  Erlitaterung  unter  dem  Titel: 
Latiludinem  Veneris  et  Mercurii  invcnire  vemehen.  Dia  Einrichtung 
der  Tafeln  ist  bej  allen  die  schon  hervorgehobene  mit  doppeltem  Eingänge 
nnd  nach  den  Tb  ierk  reis  zeichen  angeordnet.  Während  für  Saturn,  Jnpiter 
und  Mara  je  eine  Tafel  genügt,  gebraucht  Venus  deren  zwei,  Merkur  deren 
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Irei,  d«Ton  eine  mit  einer  Venastafel  vereinigt;  dann  ist  noch  eine  Tafel, 
li«  ftti  BXmmtliche  fünf  Planeten  gemeinsam  iet.  Ich  bringe  die  Tafeln 
raoKcfast  mit  der  obenerwüLnten  Erläuterung  2um  Abdruck,  um  dann  die- 
lelben  mit  den  Sbnlicb  überecliriebeuen  Tafeln  der  Rcviiluliiines  zd  ver- 
gleichen.    Diese  Vergleicliang  wird  ane  :su  bemerk onswerlbcu  Resultaten 
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Cum  argumeiilo  aei/ualu  iiilra  tubiilam  declifiiieionis  et  refiecHoiis, 
ludinem  quntre  ac  eius  in  angulo  eommuni  decUtiaHonem  et  refleclionem,  et  »eorH 
scribe.     Demum  cum  centro  vero  mhiula  propnrtionalia  ad  dedmationem  aeefp 
et  ex  labella  generali  mintUorttm  proporlioitalium  cum  eodem  cenlro  rccipe 
ad  refleclionem  ■  hoc  dumlaxal  in  Veners-.    In  Merciirin  nulrm  ades  tdiaut  tofrula 
ad  hoc  depuUitiita.     Vmimijuotquc  (sict)  sub  suo  genere  scribe  singutit  aeqiuä 
per  partim  proportionalem.    Fßi  opus  fueril  cum  cenlro  eitu  vero  acci/Has  detit 
cionem,  quae  quidem  in  Venere  seplempirionalis  est,  iti  Mercurio  vero  mcHdk 
nalis.    ffiis  (siel)  itaque  tiotatis  multipUca  minitta  declinacionü  per  declinaeiaiU 
eius:  guod  proveniet  erit  prima  lulitudo,  quae  privenifl  ex  deelinalioiui  epidC 
t/uam  serca.    Si  igüur  di'cHnacio  fuerit  reperla  in  prima  parte  labulae,  aul  ti 
menliim  ai'quatum  fuerit  in  auperiori  parte  eireuli,  cenlrum  qimque  mitiut  0  , 
exliteril,  aul  Bi  argumentum  in  inferiori  parte  circuli  et  ecnirum  plut  t  tigt 
habuerit,  trit  haec  lalitudo  Penerit  sepiemtrionalis,  MereurH  autem  mertdionA 
Si  vero  argumentum  fueril  in  inferiori  parte  circuli  centro  minus  6  signis  exemi 
aut  cum  argumentum  in  superiori  parte  epicieli  et  centrum  plus  fl  siynis  futi 
erit  haec  Venerit  meridionalis,  Mercurii  septemtrionalit  latiludo :  sie  pariem  ei 
cognosces.    Duc  timiliter  minuta  refleclionis  in  reflectionem .  et  proveniet  rtfleo 
aequata,  quae,  st  argumentum  minus  S  signia  fuerit,  centrum  quoque  in  stiperii 
mediciate  circuli,  vel  Si  argumentum  plus  <t  signis  fuerit  et  centrum  iH  mfai^ 
taedielale,  erit  haec    Frneris  seplemirionalis ,  Mercurii  meridionu 
argumentum  minus  fl  signis  et  centrum  in  inferiori porcione  cireuU,  aut  ti  arg 
mOltum  plus  semicirculo  ac  centrum  in  superiori  parle  circuli  fuerit,  rrit 
Veneris  meridionalis  et  JUcrcurii  septemtrionalis  lalitudo.    Has  demum  trea  U 
dines  simut  collige,  si  eiusdem  parlis  fucrinl,  utit  minorem  de  maiori  de-ne  cc»fi 
prias  latiludinibus,  quae  eiusdem  erant  denominalionis,  et  proveniet  vei  n 
lulitudo  vern  quaetiti  il/ius  denominalionis.  a  quo  fuit  subtraeli». 

Der  dem  obigen  entsprechende  Abschnitt  Aet  Revohiliotiefi  findet  siebt 
letzten  Capitel  des  letzten  Buches  als  End«  des  ganzen  Werkes.  Zar  Ira 
gern  Vergleiohung  und  Erklärung  aowobi  der  Tdfelo  als  des  CapiteU  Obi 
die  Laliludu  lasse  ich  zuunchsl  diesen  Passus  hier  folgen  nach  der  Lesart  dl 
SScularausgnbe.*"} 

I)e  numeralione  laliludinem  qutnque  crrantium,    Cap.  Villi. 
Modus  aulem  supputandarum  laliludinum  qutnque  steltarum  erraticanim  jn 

has  tnbulas  est Sed  in  Venere  et  Mercurio  assumendac  sunt  primH 

per  anomaliam  commufationis  discretam  tres  latiludines  decUnalionis,  obliquoi 
et  deviationis  occurrentes,  quae  seorsum  signenlur.  nisi  guod  in  Mercurio  reücit 
äeeima  pars  obliqualionis,  si  anomalia  eccentri  et  eius  numerus  inoenialtir  m  n 
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riori  parte  tabulae,  vel  addatur  (antumdcm,  si  in  inferiori,  et  reliquum  vel  aggre- 
gattim  ex  eis  servetttr,  Earum  vero  dcnoniinaiiones,  an  boreae  ausirinaevc  fuerintj 
sunt  discernendae,  quoniam,  si  atwmalin  commutatinnis  discretac  fuerit  in  apogaro 
semicirculo,  hoc  est  minor  XC  vel  plus  CCLÄXj  eceentri  qmique  anomalia  minor 
semicirculo,  autrursus,  si  anomalia  commulaiionis  fuerilincircumfiTt'nlia  perigaea, 
rempe  lüus  XC  ac  minus  CCLXX,  et  anomalia  eceentri  semicirculn  maior,  eril 
declinatio  Veneris  borea ,  Mcrcurii  austrina,  Si  vero,  anomalia  commutationis  in 
perigaea  circumferentia  ejLislcnte,  eceentri  anomalia  semicirculo  minor  fuerit,  f>el 
commutationis  anomalia  in  apogaea  parte  et  eceentri  anomalia  plus  semicirculo, 
erit  vicissim  declinatio  Veneris  austrina ,  Mercurii  borea.  In  ubliquationc  vero ,  si 
anomalia  commutationis  semicirculo  minor  et  anomalia  eceentri  apogaea ,  aut  ano- 
malia commutationis  maior  semicirculo ,  et  eceentri  anomalia  perigaea ,  erit  obli- 
quatio  Veneris  borea,  Mercurii  austrina,  quae  etiam  convertuntur.  Deviationes 
autem  semper  manent  Veneri  boreae,  Mercurii  austrinae,  Deindc  cum  anomalia 
eceentri  discreta  capiantur  scrupula  proportionum  omnibus  quinque  communia, 
quamvis  tribus  super ioribus  ascripta,  quae  adsignentur  obliquationi ,  ac  ultima 
deviationi;  post  haec  additis  eidem  anomaliac  eceentri  XC  gradibus  cum  ipso 
^ggregato  Herum  scrupula  proportionum  communia,  quae  occurrunl,  applicanda 
latitudini  decUnationis,  His  omnibus  in  ordinem  sie  positis  multipliccntur  singülae 
Ires  latitudines  expositae  per  sua  quaeque  scrupula  proportionum,  et  exibunl 
ipsae  pro  loco  et  tempore  omnes  examinatae,  ut  dcnique  summam  trium  latitudi- 
num  in  his  duobus  syderibus  habeamus,  Si  fuerint  omnes  unius  nominis,  coniun 
gantur,  quae,  pro  ut  maiorcs  minoresve  fuerint,  tcrtiae  latitudini  diversac  ab  invicem 
anferantw\  et  remanebit  pracpollens  latitudo  quaesita» 

Die  betrefleotlen  Tabellen ,  mit  denen  eine  Vergleichung  der  vorher- 
gehenden möglich  ist,  finden  sich  in  den  Revolutioncs  von  S.  438  —  441. 
Sie  sind  in  anderer  Anordnung  auszüglicli  mit  den  oben  abgedruckten 
identisch.  Die  drei  Tafeln  für  Saturn,  Jupiter  und  Mars  sammt  der  Tafel, 
überschrieben  Tabella  minutorum  proportinnabilium  quinque  pla- 
ne tar  um,  sind  in  dem  grossen  Werke  in  eine  Tafel,  die  sich  Über  zwei 
Seiten  erstreckt,  zusammengezogen.  Copernicus  hat  dies  dadurch 
erreicht,  dass  er  die  Zahlen  nicht  von  Grad  zu  Grad,  sondern  nur  von  drei 
Grad  zu  drei  Grad  hat  abdrucken  lassen,  so  dass  er  statt  zwölf  Colonnen 
nur  deren  vier  benöthigt.  Davon  stehen  je  die  ersten  drei  der  linken  Seite 
der  handschriftlichen  Tafeln  und  je  die  ersten  drei  der  rechton  Seite  auf 
der  einen  Seite  der  Revolutioncs  neben  einander  mit  der  Ueberschrift 
Saturni,  lovis,  Martis  latitudo  borea\  austrina,  die  andere  in  ähn- 
licher Anordnung  mit  derselben  Ueberschrift  auf  der  zweiten  Seite.  Der 
Eingang  der  Tafel  ist  nicht,  wie  in  den  oben  abgedruckten,  auf  beiden 
Seiten  von  1 — 30  und  0—29,  sondern  Copernicus  hat,  wie  ich  schon 
früher  andeutete,  die  Bezeichnung  durch  Grade  der  Signa  Zodioci  in 
solche  nach  Gradus  Zodiaci  ersetzt  und  die  doppelten  Eingänge  der 
Tafel  neben  einander  verlegt.    Die  Tabella  minutorum  proportiona- 
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bilium  bilden  in  ähnlicher  Anordnang  den  Schluss  der  Tafel  der  Revo- 
lution es.  In  dieser  letzten  Tafel  wird  die  aus  der  Oiiginalhandschrift  der 
Revoludones  aufgeDommene  Lesart  der  Zeile  11  (S.  438):  55|48  für  5(5|48,  wie 
die  Ausgaben  bieten,  bestätigt;  dagegen  enthält  die  handschriftliche  Tafel 
die  Zahlen  der  Zeilen  28  —  31  in  der  Weise,  wie  die  Ausgaben  sie  drucken, 
nicht  wie  die  Säcnlaradsgabe  nach  dem  Mauuscripte  geändert  hat.  Die 
Proportionaltheilo  auf  S.  439  müssen  genau  dieselben  sein,  wie  auf  S.  438, 
aber  in  umgekehrter  Ordnung,  daher  muss  es  in  Zeile  7  statt  0|9  hcisscn 
9|24  und  für  47|24  in  Zeile  21:  46|24.  Bei  den  Tafeln  der  Planeten  selbst 
wird  man  mehrfach  sehen,  dass  der  geringeren  Ausdehnung  der  Tafeln 
in  den  Revoluiioncs  halber  Copernicus  die  Minutenzahl  um  eins  erhöht 
hat,  jedenfalls  um  grössere  Genauigkeit  der  Rechnung  zu  erzielen.  In 
Zeile  26,  8.438,  wird  die  Lesart  2|l9  statt  2|20  bestätigt.  Die  Marstafel 
weicht  gegen  Ende  der  latitudo  septemtrionalis  und  in  der  ganzen 
laiitudo  meridionalis  überschriebenen  Spalte  ganz  bedeutend  von  den 
Werthen  der  Revoluiiones  ab,  so  dass  Uebereinstimmung  der  Tafelwerthe 
in  den  Minuten  zu  den  Seltenheiten  gehört. 

Die  jetzt  noch  übrigen  Tafeln  finden  wir  ebenso  auf  den  folgenden 
beiden  Seiten  Aer  Revoluiioncs  zu  einer  Tafel  vereinigt,  mit  Ausnahme 
der  letzten  Tafel  mit  der  Ueberschrift  Minuta  proportionalia  ad 
reflectionem  Mercurii.  Diese  ist  in  den  gedruckten  Tafeln  gar  nicht 
vorhanden.  Wir  werden  später  sehen,  wie  sich  Copernicus  in  seinem 
grossen  Werke  hilft,  um  ohne  dieselbe  auszureichen.  Die  mit  Declinatio  und 
Deviatio  überschriebenen  Spalten  der  Revoluiiones  entsprechen  natürlich 
den  ebenso  überschriebenen  Tafeln  der  Upsalenser Handschrift;  was  letztere 
aber  Reflectio  nennt,  heisst  in  der  gedruckten  Tafel  Obliquatio,  Während  die 
Deviatio  im  Drucke  wächst,  nimmt  sie  in  der  Handschrift  ab,  sie  ist  in  letz- 
terer aber  auch  bis  auf  Secunden  genau  berechnet,  während  die  Revoluiiones 
sich  mit  Minuten  begnügen.  Dieser  Theil  der  beiderseitigen  Tafeln  ist  also 
völlig  von  einander  verschieden ,  die  mit  Declinatio  und  Reflectio  überschrie- 
benen Spalten  zeigen  neben  vielfachen  Uebereinstimmungen  ebenso  bedeu- 
tende Verschiedenheiten.  Die  Scrupula  proportionem  deviationis  überschrie- 
bene  Spalte  der  Drucke  stimmt,  wie  es  wohl  auch  natürlich  ist,  nicht  mit 
der  handschriftlichen  Tafel  Minuta  ad  decUnationem  überein.  Wie  schon 
gesagt,  ist  die  letzte  Tafel  für  die  Reflectio  des  Mercur  in  den  Drucken 
überhaupt  nicht  vorhanden.  Der  Grund  dazu  ist  leicht  zu  sehen;  er  liegt  in 
den  Worten"^):  „wfsi  quod  in  Mercur io  rciiciatur  decima  pars 
obliquaiioniSj  si  anomaUa  eccenlri  et  eius  numerus  inveniatur 
in  Buperiori parte  iabulae,  vel  addaiur  tantumdem,  si  in  inferiori, 
ei  reliquum  vel  aggregatum  sereetur^^,  welche  offenbar  den  Passus  des 
Hannscriptes  ersetzen  sollen:  „In  Mercurio  auiem  ades  aliam  tabulam 
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iihoc  dcpuiaiam,"    Dass  das  Capitel  der  ITaDdschrift  und  das  Capitel 

^t:t Reeolutiones  identische  Rechnungen  vornehmen  lassen,  ist  unmittelbar 

rinleachtend.      Als    gleichbedeutend    ausser    reflectio    and    obliquatio 

erhilten   wir    aus   der   Vergleichung   heider  Texte    noch:    argumentum 

tequaium  gleich  anomalia  commutationis  discreta,  c^n^rtim  gleich 

Möiia/iö  eccentri.     Die  Minuta  propurtionalin  ad  Declinationem 

nwtit  der  Text  der  Revoluliones  noch    durch   die  Worte®):   post  haec 

iiiitis  anomaliae  eccentri  XC  gradihus  cum  ipso  aggregüto  ite- 

nu [capitmtur]  scrupula  propordonum  communia,  f/uae  occurrunt, 

ipplicanda  latitudini  declinationis,     Uoborlegt  man  Alles  genau,  so 

kommt  man  wohl  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  Form,  in  welcher  die  Tafeln  in 

^tn Revoluliones  vorliegen,  die  jüngere,  nach  längerer  Behandlung  des 

Gegenstandes  vereinfachte  Form  derselben  ist.    Denselben  Eindruck  macht 

iBch  die  jeder  Art  der  Tafeln  beigegebene  Gebrauchsanweisung.   Die  Form 

dn  grossen  Werkes  ist  abgerundet  und  glatt,   sie  ist  nicht  kürzer,   aber 

ibersichtlicher  als  die  des  Manuscriptes,  sie  ist  im  prager  Manuscript  ohne 

Streichpn.'^  geschrieben,  wie  aus  einem  Gusse.     Wir  dürfen  also  wohl  mit 

fiecht  behaupten,  dass  die  Tafeln  der  upsalenscr  Handschrift  eine  ältere, 

vielleicht  die  ursprüngliche  Form  der  gedruckten  Tafeln  darstellen,  welche 

wm  Zwecke  des  grossen  Werkes  revidiert,  vereinfacht  und  in  eine  andere, 

übersichtlichere  Ordnung  gebracht  sind.     Dabei  wurden  einige  Tafeln  als 

Hberflüssig  gestrichen,  z.  B.  die  ad  reflcctionrm  Mercufii  und  Minuta 

*^d  declinationem,  dagegen  die  Scrupula  proportionum  deviationis 

^hinzugefügt. 

Fragen  wir  weiter  nach  der  Zeit  der  Abfassung,  so  muss  diese  natürlich 

Vor  Abschluss  der  Revoluliones  liegen.     Dass  letztere  vor  1532  vollendet 

varen  (mit  Ausnahme  der  Trigonometrie),  haben  wir  vorhin  schon  aus  der 

Beobachtung  des  Venusapogäums  von  1532  geschlossen,  die  jedenfalls  in 

^«m  grossen  Werke  erwähnt  wäre,  wenn  sie  vor  Beendigung  desselben  fiele. 

Darnach  mnss   aber  schon  das  fünfte  Buch  vor  1530  fallen  —  die  letzte 

nvllinte  Beobachtung  ist  von  1529  — ;  die  Berechnung  der  obigen  Tafeln 

^  aber  jedenfalls  eine  bedeutende  Zeit  in  Anspruch  genommen,  kann  aber 

tocli  nicht  gemacht  sein,   ehe  Copernicus  nicht  die  im  sechsten  Buche 

urgMegten  Theorien  entwickelt  hatte;  sie  stammen  daher  wohl  kaum  ans 

^Anfange  des  Werkes,  also  aus  1511 — 1520,  sondern  wahrscheinlich  aus 

^n  xvanzigcr  Jahren  des  10.  Jahrhunderts,  aus  denen  wir  ja  oben  noch 

todere  Beobachtungen  in  dem  upsalcnser  Codex  verzeichnet  fanden. 

leb  will  hier  noch  auf  eine  wenig  erwähnte  Notiz  der  Nar ratio  prima 
aufmerksam  machen,  welche  ebenfalls  ein  Streiflicht  auf  den  Fleiss  und 
^e  Ärbeitamethode  des  Copernicus  wirft.    Sie  lautet'^®): 

^■>)  Äd.  TAar.  8, 443, /.  10—12. 

**)  Rd.  Thor.  8.  470,  /.  15-477,  /.  b. 
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Cum  au/^m  apuef  (e  anno  superiori  essem  atque  in  emendaiione  moluum 
Regiomoniani  nostri,  Peurbachii,  praecepioris  eitis,  tuos  et  aliorum  docto- 
rum  virorum  iaborcs  viderem,  intelliyere  primum  incipicbam,  quäle  opus  quan- 
tusque  labor  esset  futurus,  hanc  reginam  mathemalum,  astronomiamy  ut  dignn  erat, 
in  regiam  suam  reducere  formamque  imperü  ipsius  restitnere.  Verum  cum  den 
ita  volente  spectator  ac  testis  ialium  laborum ,  quns  alacri  sane  animo  et  sustinet 
et  magna  ex  parte  susperavit  iam,  D.  Doctori,  praeceptori  meo,  sim  (actus,  me  nee 
umhram  quidem  tantae  molis  laborum  somniasse  video.  Est  autem  tanta  haec  labo- 
rum  moles,  ut  non  cuiusvis  sit  herois  eandem  ferre  passe  et  superare  denique. 
Quibus  de  causis  ego  quidem  veteres  memoriae prodidisse  erediderim  Herculem, 
love  summo  prognnlum,  eoelum,  posiquam  humeris  suis  amplius  difftderet, 
Atlanti  Herum  imposuisse,  quiaelate  longa  assuef actus  magno  animo  infractisque 
viribus^  ut  semel  coeperut,  hoc  unus  usque  perferret.  Ad  haec  divin us  PI ato, 
sapientiae,  ut  inquit  Plinius,  antistets,  haud  obscure  in  Epinomide  pronun- 
ciat  astronomiam  deo  praeeunte  inrentam  esse,  Hanc  Piatonis  sententiam  alii  aliler 
fortasse  interprelantur,  ego  vero,  cum  eideam  D,  Doctorcm,  praecrpto 
rem  meum^  observationes  omnium  aetatum  cum  suis  ordine  ceu  in 
indices  collectas  semprr  ifi  conspectu  habere:  dcinde  cum  aliquid 
eel  consiituendum  vel  in  artem  et  praecepta  conferendum,  a 
primis  Ulis  ubservationibus  ad  suas  usqur  p rogredi,  et  qua 
inter  se  ratione  omnia  consentiant,  perpendcre:  porro,  quacindc 
bona  conseqipcntia  Vrania  duce  collegit,  ad  Ptolemaei  et  veterum 
hypotheses  revocare,  et  postquam  easdem  summa  cura  pcrpon 
derans  urgente  astronomica  avclyKTH  deferendas  deprehendiL 
neque  quidem  sine  afflatu  dieino  et  numine  divum  novas  hypo- 
theses assumere,  et  mathrmatica  adhibita,  quidnam  ex  talibus 
bona  conscquentia  duci  possit,  geometrice  constituit;  atque  vetc 
rum  dcnique  et  suas  observationes  ad  assumptas  hypotheses 
accommodare,  et  sie  post  istos  labores  omnes  rxanllatos  leges 
astronomiae  demum  conscribcre  —  hunc  in  modum  Piaton em  intclli- 
gendum  puto ,  mathematirum  sidrrum  motus  perscrutantcm  rectissime  assimulari 
caeco,  cui  tantummodo  baculo  suo  duce  magnum,  infinilum,  lubricum,  inßnitisque 
deviis  involutum  Her  sit  conftciendum.  Wir  sehen  daraus,  dass  Copernicus 
sHmtutliche  ihm  bekannte  Beobachtungen  berechnet  hatte,  ebenso  die  von 
ihm  selbst  angestellten;  dass  er  dieselben  gleichsam  zu  einem  Index  zusam- 
mengestellt hatte,  um  bei  jeder  ihm  aufstossenden  Frage  alle  einschlagen- 
den Beobachtungen  vergleichen  zu  können.  Wer  möchte  da  nicht  mit  uns 
wünschen,  dass  diese  copernicanische  Schatzkammer  wieder  aufgefunden 
werden  möge?  Wenn  sie  noch  vorhanden  ist,  so  dürfte  sie  in  Schweden  zu 
suchen  sein.  Ich  halte  es  für  anwahrscheinlich,  dass  in  derselben  sich  des 
Copernicas  Name  finden  würde;  wenn  diesen  nicht  Andere  in  die  Hand- 
schrift der  Revolutiones  geschrieben  hätten,  wäre  er  darin  auch  nicht 
BQ  finden. 
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Ich  theile  hier  zum  Schlüsse  endlich  noch  eine  handschriftliche  Tafel 
mit,  welche  Copernicas  auf  die  freie  Seite  des  Blattes  d  desBegio- 
montan  geschrieben  hat,  nnd  welche  die  Sehnentafel  für  ganze  Grade  iu 
Sexagesiroaltheilen  des  Radius  ist.  Sie  hat  bei  ihm  keine  Ueberschrift;  nur 
das  Wort  Gr.  über  der  ersten  Spalte  ist  von  Copernicns  geschrieben. 


Gr. 

Scr.  1«. 

Scr.  2«- 

Scr.  3«- 

ür. 
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32 
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13 
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24 
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53 

11 
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Scr.  !"• 

Scr.  2«- 

Scr.  :i" 

1 
Gr. 

Sit.  !«• 

Scr.  2^». 

Scr.  3«- 

j" 

Gr.  Scr.  !«• 

1 

1 

Scr.  2«. 

Scr.  3«. 

Ob  die  Tafel  mit  der  des  Pto lern  aus  oder  der  peurbach^schen  über- 
einstimmt, kann  ich  nicht  entscheiden,  da  mir  die  betreffenden  Werke  nicht 
znr  Hand  sind.  Es  ist  noch  eine  Tafel  vorhanden,  jedoch  ohne  irgendwelche 
Ueberschrift,  noch  Columneubczeichnang;  die  Bedeutung  derselben  ist  mir 
nicht  möglich  gewesen  zu  ergründen.  Da  dieselbe  ausHerdem  lückenhaft 
und  nicht  vollendet  ist,  so  lasse  ich  dieselbe  hier  nicht  abdrucken.  Coper- 
nicns icheint  sie  selbst  verworfen  zu  haben. 
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Werfen  wir  noch  einen  Blick  auf  den  Inhalt  des  vorliegenden  Capitels. 
Wir  haben  darin  Copernicus  als  geübten  Rechner  gefunden;  er  berechnet 
als  Erster  die  Secanten;  er  zeigt  uns  Vorarbeiten  für  seine  grosse  Arbeit, 
und  zwar  für  den  Theil  derselben,  in  welchem  er  bekanntlich  am  original- 
sten ist,  dessen  Untersuchuugen  für  die  feinsten  gelten,  für  den  aber  das 
Manuscript  dor  Revohttioties  weniger  Gelegenheit  giobt,  der  Arbeitsart  des 
Verfassers  nachzugehen.  Hier  erhalten  wir  zu  dem  Letzteren  die  Gelegen- 
heit; es  dürfte  deshalb  der  obige  Beitrag  als  eine  nicht  unwichtige  Be- 
reicherung der  Säcularausgabe  des  Copernicus  auzusehcn  sein.  Die  mit 
den  Daten  veröffentlichten  Beobachtungen  sind  zum  Theil  wohl  schon 
gedruckt,  es  ist  jedoch  noch  keine  für  das  Leben  des  Copernicus  vor- 
werthet  worden;  nur  Llipler  hat  die  aus  dem  Jahre  1500  in  seinen  Coperni- 
cunischen  Regesie fi*^"^)  erwähnt,  ohne  jedoch  seine  Quelle  anzugeben. 

im.     Aus  dem  Albohazcu  Halt  filius  Ahcnraycl  von  1485. 

Es  ist  zum  ersten  Male,  daNs  astrologische  Bemerkungen  vuu 
Coperni  cus  Hand  herrührend  gefunden  sind  und  veiöfi'entlicht  werden. 
Sie  finden  sich  in  dem  höchst  seltenen  ratdolt^schen  Drucke  vom  Jahre 
1485,  betitelt:  Preclarissim^  libcr  coplcl'^  in  itidicijs  asfro2\:  quT'  ||  cdidit  alhohazcn 
Haly  filius  abcnragcl  ^  fcli  \\  cissime  incipfl:  l  pn'mo  phrmtü  in  ipsü  Ubrwn,''*^) 
Derselbe  ist  mit  dem  Euklid  von  1482  zusammengebunden,  von  Prowe 
aber  bei  den  Forschungen  in  den  schwedischen  Archiven  überscheu  wurden. 
Die  erste  Bemerkung  findet  sich  auf  Blatt  Ö3'.  Dort  steht  auf  dem  oberen 
Rande  geschrieben : 

^.Ptulemaeus  3^'  QiuidripartUi  capilc  oclavo  de  muustntosis  sitjtiis  dicilj 
ijWßd  in  taliiun  nalivitatHnts  luminatia  jjlurirs  invniinntnr  ah  an(juiis  remida 
t'l  nidUim  cum  ascensinne  confujurationr/fi  haOrniia,  rf  fjuod  nh  informiis 
anfjuli  conlincnUtr,  Cum  hm:  iijilur  sie  invenium  fiter ii,  vuuvenil^  si  hoc  in 
miseris  uulivitntihits  fnrrit ,  si  simiiUrr  sciafur  Iik'us  rommitnitalis  (.*)  vef 
pervencionis  inj  (sie!)  nalivitatrm.  Si  itnque  harr  iura  in  nutintale,  sed 
Ineits  5 .  i^^rNS  item  aseensionis  rt  Ittcns  suiis  nnlhim  Inlitudinem  eernimns, 
miliar  pars  nun  aspejceril  yradam  J  vel  Oo  luminariam ,  rrit  forme  man 


87)  If  i|>ler,  SpicHeyiuM  Coperniranum,  liraunsbertj  1873.  Peter,  S.207 
Nr.  27:  7)  1500  A'.  Copernicus  ,,tlie  uona  J anuarii*^  item  ,,f/uarla  Martii 
a.  1500  Ronotiie*'. 

88)  Hain,  liepertorium  Nr.  8H49.  --  4  ungezählte  HUitter,  dann  Blatt  l  —  17, 
2;'»,  19  —  51,  MJ,  50 — llö,  114,  117 — 152,  also  zusHmmen  Ifitt  Blatt.  Das  Impreäsuin 
lautet  (Blatt  152«,  (.'ol.  l,  Z.  :»0-  5S):  „(f.  Finit  feliviter  libcr  cöpletus  in  iudicijs  stellal\ 
I  qtiie  röpfßstiit  titbohazen  Hati  fitius  abcnragei,  ||  liene  retnsus  t  fideli  studio  emendatus  p  i/o- 
minum  \\  Burtofornvu^  de  Alten  de  Susia  yermnuü  artiü  \\  t  medirinc  dortore  exrellentiasimii. 
Impresaux  \\  arte  t  impesis  Erhardi  liatdoU  de  Augustn :  re-  \\  gnäte  Johanne  Morenico  duce 

Umedaru  An  ||  no  dominice  incamaiionvt  dni .  1485  .  quarlo  no  ||  nas  iulij  UenetijM," 
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struose  sen  valde  turpiSy  maxime,  si  in  signis  brutorum  animanlium  fucritj 
gibbosus."' 
Zu  dem  Capbn.  12  auf  Blatt  OS"*,  Col.  2,  betitelt  in  sciendo  fortunam 
substaniie,  steht  auf  dem  rechteu  Räude: 

Ptolemaeus  indicat  solwn  per  -^H-  et  gubernatoris  ipsius  parte  quaria 
capUuIo  primo. 
Am  Fussonde  derselben  Seite  liest  man: 

Ptolemaeus  parte  quarta  capitulo  ij^  de  statu  et  prosperitate  nati 
accipit  argumentum  a  Luminaribus  et  stellis  circa  quae  circumvenientes* 
Si  enim  Luminaria  in  angulis  fuerint  in  signis  jnasculis  planetaeque  cir- 
cumdantes  O  matutinales,  3)  ^^fo  occidentales  maximum  nominat  dominum 
et  similiter  de  dignitate  duorwn  orientis  et  medii  celi. 
Auf  Blatt  71'  zu  dem  Capitel,  betitelt:  In  sciendo  valorem  fra- 
trum,  steht  auf  dem  rechten  Eando  hinzugefügt: 

Sectmdum  Ptolcmaeum.  Ptolemaeus  3®.  quadripartiti  capitulo  F*. 
indicat  statum  fratrum  ex  decima  ii  quarta  et  quinta  domibus  et  planctis 
in  eisdem  locis  existentibus  et  secundum  ^utum  (sie!)  significationibus 
Signum:  et  enim  medii  celi  Signum  matris  est,  ii  vero  filiorum,eius, 

Masculorum  datores  sunt  planctae  masculini  in  suis  qualitatibus 
mundi:  largitores  vero  suarum  sunt  feminini  in  suis  qualitatibus  mundi. 

Oricntales  Herum  primos  largiuntur  fratres,  occidentales  partus  rccu 
sant(/),  Hursum  in  figura  largitionis  associentur  signo  rc  (radicis^) 
fratrum  signi{^  (sie!),  socictati  convenienti  fratrum  conconliam  signifi- 
cabunt.  Et  si  cum  parte  itüj  (sie!)  fortunc  convmcrint ,  fratrum  societa- 
tem  in  suis  rebus  significahunt :  si  vero  fuerint  in  signis  nullam  socirtatem 
habenlihus,  oppositwn  signiftcabuttt. 
Auf  dem  linken  Rande  von  Blatt  73^  zu  Cap.  10  ist  hinzugefugt: 

Si  ^  (sie!)  et  Venus  orientales  lucent,  fuerint  alinugeia  (sie!)  sibi 
propria,  vel  si  fuerint  in  angulis,  manifestum  ex  his  fortunium  ^utum 
(sie!)  signifieare  debemus  secundum  qualitatem  utrique  ipsorum  conve 
nientem.  Ptolemaeus  cap.  4®.  libri  3'  S^am  (sie!)  autem  eorum  accipit 
-Ä-  et  planetis  */*"  (sie!)  ^utum  (sie!)  circumdanles  item  bona  configu- 
racio  O  et  cum  ^  vilam  promovet  patris,  mala  autem  contradicit,  et  tanio 
forlius  si  in  angulis  vel  successione  fuerint.  Non  aliter  de  matre  indicant 
finu.  ir  in  sign/^a  (sie!)  5»  ^^l  V«  4'  ?»  ^^f  9'^'  ^^''^  laudabiliter  configu- 
rahitur  vitam  matris  elongahunt. 

Nota ,  quemadmodum  penes  in  fortunium  patris  abest  Os» ,  ita  similiter 
matri  ahest  5. 
Endlich  findet  sich  auf  Blatt  75^  die  Bemerkung: 
Idem  dicit  Ptolemaeus  14 .  capitulo  parte  3"  de  epilentiis , 
und  darunter  durchstrichen: 

Demoniaci  naturales  in  quorum  capitibus  superabundai  venenosa  quaeda» 
humiditas» 


SStee  sncli  nicht  etwa  Anaziige  : 
Worte  des  Verfassers  des  Man 
kowacr  ÜRndsclinft  eotscliieileD 
angehört,   dürfte  ka 


,as  fremden  Schrirt^n  eind ,  sondern  eip 
iscriptes,  so  tnnss  Copernicus 
^ann  abgesprocliea  werden.   Wem 
weiter  sii  erforschen;   soviel  ist 


icher  klar  geworden,  dssa  sie  keinem  Mitgllede  des  ermlfinder  Cleit 
sondern   einem   Cleriker  gehörte,   der  der   cnlmer    Diöcoae    xagetkel 
war.   Sie  hat  nachher  noch  zweimal  den  Herrn  gewechselt.    Damit  sditte 
also  die  BHiquiac  Copertiicanae, 

Thorn.  H.  Cuktsk,! 


IX. 


Der  Legendre'sche  Satz  in  der  sphätischen  Trigonometrie. 
Kugel  mit  dem  Halbm< 


Auf  der  Oberfläche 
«ches  Dreieck  mit  den  Si 
ausgedrückt  nngennmmei 
Bildet  man  ans  den  Seiti 
Winkel  desselben  mit  A, 
kanntlich  in  der  Vergleichnng  der 
J,  B,  C  fUr  den  Fall,  das-t  das  sphXrisc 

Ein  Beweis  dieses  Sstzes,  welcher 
gestattet,  ist  folgender. 

Setzt  mau 

A* 


t  ist  ein  sphtt 
,  c,  welche  in  Thellen  des  UalbmM 
nnd  den  Winkeln  J*,  B',  f  g*gch^ 
ein  ebenes  Dreieck  und  bexeicbnet  4 
besiebt  der  Legeudr  e'sche  SaU  1 
r  Winkel  A\  £*,  C  mit  den  Winkll 
1  Dreieck  hinreichend  klein  ist.  \ 
in  Urlheil  über  dessen  Oenanigkl 


'9  2=««,. 


•l~. 


Hieraus  folgt  (in  Theilen  des  Uitlbi 
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mn  den  Rand  dieser  Bücher  geschrieben  hat,  sind  eigentlich  nur  knrze 
Noten,  wenn  ihm  eine  Stelle  besonders  gefallen  hat.  Theilwoise  hat  er  dies 
ameh  nur  durch  ein  Anstreichen  am  Rande  gcthan,  z.  B.  mit  dom  Briefe  des 
Lysis  an  Hipparch  auf  Blatt  2^  des  Werkes  von  Bessarion,  welche 
Uebersetznng  er  bei  der  von  ihm  selbst  «^pgebenen  sehr  reichlich  benutzt 
hat.     Anf  dem  Titelblatte  des  Pontnnus  steht  sein  Nnmenszng 

„A7c  C'oppwfA"  (sie!), 

aaf  dem  hintern  Deckel  die  H<|^yptischcn  Mountsnamen : 

jnTvBt,  II  (f)a(A(va6  ||  q)aQ(A8Q^  \\  navvi  \\  Emcpl  \\  MeacoQi  ||  daO  ||  q)a(0(pi  \\ 

ÄdvQ  \\  %oiax^^, 

die  U  i  pl  c  r,  a.  a.  0.  S.  123,  thcilweise  ganz  falsch  gelesen  hat^*).  Da  Co- 
pernicus  lateinisch  den  Monat  Chöak  stets  Chiuch  nennt,  so  dürfte  mau 
daraus  vielleicht  den  Sehlnss  ziehen  können ,  dass  or  den  Itacismus  beim 
Lesen  des  Griechischen  benutzte.  Für  sonstige  etwa  bemerkenswerthe 
Kotiaen  des  Copernicus  in  dem  vorliegenden  Bande  vergleiche  man 
H  i  p  1  e  r ,  a.  a.  0. 

Man  wird  vielleicht  erwarten,  dass  jetzt  hior  die  Auszüge  ans  der  Hand- 
•chrifi   fol^n  würden,  welche  als  von  Copernicus  herrührend  aus  Pul- 
kowa  angemeldet  wurde").   Eine  genaue  Vergleichung  der  mir  durch  Herrn 
Otto  V.  Struve  gütigst  überlassenen  IIan<lschrift  mit  den  Photographien, 
die  ich   von  den  verschiedensten  Schriftstücken  dos  Copernicus  besitze, 
hat  nun  wohl  eine  auf  den  ersten  Anblick  sehr  bestechende  Aehnlichkcit  der 
Handschriften  ergeben,  im  Einzelnen  sind  jedoch  die  Unterschiede  so  con- 
stant  und  bedeutend,  dass  die  blosse  paläographische  Vergleichung  schon  deut- 
lich die  Autorschaft  des  Copernicus  mehr  als  zweifelhaft  macht.    Da  nun 
aber,  falls  die  Handschrift  ihm  angehörte,  Copernicus  nach  dem  Jahre  1531, 
ako  nach  Abschluss  seines  grossen  Werkes,  wieder  Sachen  hätte  niederschrei- 
ben mQssen,  die  seiner  neuen  Theorie  geradezu  ins  Gesicht  schlagen,  Sätze, 
in  welcher  die  Erde  ruht,  die  Sonne  als  Planet  behandelt  wird  u.  s.  w.,  diese 


Aidtno  parapkrasie.  p  Arati  tiusdem  Fhaenomena gracce  \\  Theonis  cowmentaria  copiosisKima 
ii  Araii  Phatno-  |j  mena  graece,  ||  I^ocH  Diaduchi  Spknei'a  graere  jj  Prodi  ciusdem  Sphaera^ 
Thomta  Lmaero  Britamto  ittlerprete",  um  Knde  (HIatt  370«):  „reneliis  rura,  ^  diligenlia 
Aldi  /to.  yietute  ociob.  ||  M ,  Iß.  Cm  consessum  est  ah  lU  .  S  ,V .  ne  hos  |j  qnoq^  Hhros  alii 
ernq^mm  impune  foT-\\mi9  excudere  liceat,**  Alles  in  Allem  370  UlAtt.  8iohe  TTaiii, 
Repertorium  Xr.  14550.  Da»  von  Cojior  niciis  bcscHHenc  Stück  iimfnsst  die  lil.'Lttcr 
3IO0«^3<F>>t,  genau  die  00  Hlatt,  die  ich  im  Texte  aiigerrebon  habe.  Ilicriiiich  bcrich- 
li^D  sich  die  Angaben  llipler's,  a.  a.  0.  ä.  123. 

91)  Nach  llipler  stehen  diese  Namen  auf  dem  vordem  Deckel;  ich  kann 
Wfltimnit  behaupten,  dass  sie  hinten  sich  iindcn. 

02)  Eine  neue  Copernicushandschrift.  Nach  einem  ßricfc  des  Direc- 
lora  OttoT.Btrave.  (Altpreussische  Monatsschrift,  1873,  S.  155—  162,  Königsberg 
l  Pf.  I(l73.) 
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'<-80 


mh(^j^-\- 


<  *^ 


1 


-(H) 


-,09.  '     •    ^^ 


Nimmt  man  an,  dass  g  10®  nicht  übersteige,  so  ist 

€<  0,085  fiF*. 
<  0,002. 
Da  femer 

10  Ol' 

T"~24  ' 
also  om  so  mehr 

-  (l+0,085o»)>Ä>7-  (l ~ ), 

60  ist  h  sicher  in  den  Grenzen 

^-^(i +0,085^»)    und    -^(1-0,085^) 
enthalten  und  es  wird,  wenn  man 

setzt,  ohne  Rücksicht  aaf  das  Zeichen 

Q  =  0,085^* 
sein. 

Dies  vorausgeschickt,  schliesst  man  aus  der  Gleichung  I) 

l(.4*-A)  =  hsinA  +  S. 

<—  (/*  0,042, 

und  nach  3) 

4)  A'-A  =  {J  +  a, 

wo  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen 

«<-/ (0.085 +  0.042)^' 
t) 

<  0,0212^*. 
Ebenso  würde  man 

C*-C  =  \J-\-Y, 
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ß<0fi2i2g\ 

y<0fi2\2g* 
finden. 

Für  den  sphärischeD  üeberscbass  ergiebt  sieb 

mit  einem  Febler,  welcber  die  Grösse 

0,0636  öf* 
nicht  erreichen  kann. 

Mbbtbns« 


X.    Notix  ftber  die  Zahlen,  deren  Qnertummen  gleich  ihren 

^tsnWarieln  sind. 

Sind  die  Ziffern  einer  n-stelligen  Zahl  z,  von  rechts  nach  links  ge- 
lesen: a,  6,  c...,  so  ist  die  allgemeine  Frage,  welchen  Bedingungen  a,  6,  c... 
genügen  müssen,  damit 

j/z=  /a  +  lÖA  +T0%~  =  {a  +  b+c  . . .) 
oder,  was  dasselbe  ist,  damit 

r=:(a+ 106  + 10*c... )=(«  +  *  +  <'•..  )'* 

»ei.     Ist  f*  =  2,  so  kann,  da  a,  6,  c...  höchstens  Neunen  sein  können,  die 
Zahl  z  höchstens  den  Werth  (9/i)'  annehmen. 

Für  n=l  würde  sich  also  als  obere  Grenze  nach  diesem  Kriterium  81 
ergeben  y  für  9=2  die  Zahl  324,  so  dass  allerdings  für  diese  beiden  Fälle 
dasselbe  werthlos  ist.  Für  ti  =  Z  hingegen  erhält  man  729,  für  /i=3  4,  :1296, 
für  n  =  5,  :2025,  nnd  man  ermisst  leicht,  wie  auch  durch  eine  leichte  Rechnung 
mit  Logarithmen  bestätigt  wird,  dass  Zahlen,  welche  mehr  als  vier  Stellen 
babeo,  die  oben  angedeutete  Eigenschaft  für  fi=:2  nicht  haben  können, 
und  dass  dieselbe  von  vierstelligen  höchstens  der  1296,  von  dreistelligen 
höchstens  der  729  ankommen  könnte.  Versuchsweise  würde  man  also  nur 
die  «weiten  Potenzen  der  ganzen  Zahlen  von  32  bis  36,  von  1  bis  27  zu  unter- 
suchen haben.  Man  findet  dann,  dass  nur  1  nnd  81  jene  Eigenthümlichkeit 
besitzen. 

Ist  §1  dagegen  grösser  als  2,  so  erweist  sich  unser  Kriterium  als  wenig 
branehbar.  Man  sieht  indess,  dass  die  ;i- stelligen  Zahlen  z  folgender  Be- 
dingung genügen : 

l0"-«^z<(9w)«*, 

SO  dass  tÜT  n  die  Relation  gilt 
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^^^'^.^^^>^%^»^^^^^^^^^^^^^'m    *  ^^k^^'^^^^fc^^^^^l^i^i^ 


oder 
oder 
and  um  so  mehr 


{n^i)<lilog(9n) 


Für  fi  =  3  findet  man  so,  dass  höchstens  sechsstellige  Zahlen  den  Cha- 
rakter von  z  haben  können. 

Halle  a.  S.  R.  Mischer,  cand.  mmth« 


Bemerkang. 

In  meiner  Abhandlung:  „AVeitcre  Beiträge  etc.",  Heft  I,  S.  lÖ  Z.  8  v.  o. ,  ist 
statt: ,, bestimmte  Systeme"  zu  lesen:  „die  Abbildungen  bestimmter  Systeme". 

Im  Betreff  des  Periodenverhältnisses  ist  zu  bemerken,  dass  die  genannten  alge- 
braischen Beziehungen  allgemeinere  Geltung  haben.    Sie  treten  auf  in  allen  Filleo, 

2K 

wo  -=r  rational  oder  Quadratwurzel  ans  rationaler  Zahl  ist,  d.h.  sobald  dasPerioden- 

MX 

verhältniss  eine  „complexe  Multiplication"  gestattet. 

Dass   Ich   das  Wort  Trajectorien   nur  in  dem  Sinne  isogonaler  Trajectorien 

gebrauchte,  ist  wohl  selbstverständlich.  rk     n    tt    i        »n 

**  '  Dr.  U.  Iiolzmuller. 


XI. 

TTeber  conforme  Abbildung  von  Mannigfaltigkeiten 

höherer  Ordnung. 

Von 

Dr.  R.  Beez, 

Professor  an  der  Realschule  zu  Plauen  i.  V. 


Die  Aufgabe,  eine  gegebene  Mannigfaltigkeit  auf  einer  an^iern,  eben- 
falli  gegebenen,  von  gleicbviel  Dimensionen  conform,  d.  h.  so  abzubildenf 
das»  die  Abbildang  dem  Abgebildeten  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  sei, 
ist  für  Gebiete  von  zwei  Dimensionen  oder  für  Flächen  bekanntlich  von 
Gansa^)  mit  Hilfe  von  Functionen  complexer  Grössen  allgemein  gelöst 
worden.  Es  hat  sich  hierbei  ergeben,  dass  die  conforme  Abbildung  einer 
beliebigen  Fläche  aaf  irgend  einer  andern  durch  jedwede  Fnnction  auf  dop- 
pelte Weise  bewerkstelligt  werden  kann.  Bei  den  höheren  Mannigfaltig- 
keiten dagegen  ist,  wie  sich  im  Laufe  der  Untersuchung  zeigen  wird,  dio 
Zahl  der  Lösungen  eine  beschränkte,  indem  nur  congruente,  ähnliche  und 
kreiaverwandte  Figaren  sowohl  in  gleicher,  als  in  verkehrter  Lage  Aehn- 
liehkeit  der  kleinsten  Theilchen  besitzen.  Insofern  bilden  also  die  Flächen 
eine  bemerkenswerthe  Ausnahme  von  der  allgemeinen  Regel.  ^) 


1)  Verg^l.  Astronomische  Abhandinngen,  herausgegeben  von  H.  C.  Schuh- 
n acher ,  Altena  1825,  oder:  C.  F.  Gauss*  Werke,  IV.  Bd.  S.  193  —  216.  S.  mich 
CJ.  Jacobi  in  Crelle*8  Journal,  59.  ßd.  S.  74  —  88,  und  Vorlesungen  über  Dyna- 
■ük,  6.  21öfr. 

2)  Auch  in  anderer  Besiehung  —  wie  ich  schon  bei  dieser  Gelegenheit  bemerken 
will  —  seichnen  sich  die  Mannigfaltigkeiten  von  zwei  l)inicnsionen  vor  sämmt- 
licheD  Sbrigen  aus.  So  ist  s.  B.  der  bekannte  (iauss^sche  Salz,  dass  das  Krüm- 
mvognnmafl  einer  Fläche  aus  den  Coefficienten  E,  F,  G  der  das  Linicnelement  dar- 
ftollenden  quadratischen  Form  ßdp^  +  ^^dpdg-^  Odq*  bestimmt  werden  kann,  einer 
Anadebnniig  aaf  Gebiete  von  mehr  als  zwei  Dimensionen  nicht  fdhig.  Deshalb  ist 
ea  mir  iweifelhaft,  ob  gewisse  Differentialausdrücke,  die  übereinstimmend  von 
Christof  fei  nnd  Lipschits,  in  den  Berichten  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre 
IflOOy  sowie  im  70.  Bande  des  Journals  von  Grelle  gegeben  wurden  siml,  als  Ver- 

XiMsAiüt  f.  ISathuulik  a.  Phjtik,  XX,  I.  \^ 


l 


An  drm   gewöhnlichen  Räume  hat  bereits  Lionville')  die  erwilto 
auffallende  Tliatsache    oRchgewicsen    nnd   hierin  folgende    Bemerfcong« 
gemacht:  „Die  Transfurmstion  dnrch  reciproke  Radi'i  vectoree*)  besilat,  \ 
man  neiBs,  eine  grosse  Zahl  bemerkenswerther  Kigenschnften.     Als  ick 
12.  Bande  de»  Janrunls  für  Matliemntik  bei  Gelegenheit  einer  Arbeit  i 
W.  Thomson  mich  mit  ihr  beschäftigte,  habe  ich  gezeigt,  da»B  sie  e 
LösQog  desjenigen  Problems  gii'bt,  welches  Gegenälaud  i'orstahender  N«l 
ist.     Aber  ich  wusdte  damals  nicht,  daas  die  erhaltene  Formel  zugleich  d 
Allgemeinste  Lösung  darstellte.    Die  vorstehende  Untersuchung,  weld 
dieses  wichtige  FactnEo  constatirt,  verdient,  wie  mir  scheint,  die  Äofmer 
samkeit  der  Geometer."     Es  ist  mir  indessen  bis  auf  eine  kurze  Notta  ti 
F.  Klein  nicht  bekannt,  dass  irgend  ein  Mathematiker  sich  weiter  mit  d 
Sache  beschäftigt  hiflte.    Kl  ei  u's  Notiz^J  lautet:  „In  mehrfach  ausgedell 
teu  Gebilden,  schon  Im  Räume,  giebt  es  ausser  den  Transformalionen,  d 
sich  in  der  Gruppe  der  reciproken  Radien  befinden,  keine  conformen  Pnnl 
trauaformationen.     Tu  der  Ebene  giebt  es  dagegen  viele  auderc."     DiM 
ohne  Beweis  mitgetheilte  Satz  ist  die  Verallgemeinerung  des  Lioavitli 
sehen    und    bezieht  sich  gleich  diesem  nur  auf  ebene  Maunigfsltigk«]!« 
Es  wird  jedoch  weiter  nnlen  gezeigt  werden,  dass  er  auch  fUr  Mantii^l 
tigkeiten  gilt,  deren  Krümmnngsmass  iu  jedem  Punkte  variirt. 

Der  Einfachheit  wegen  beginne  ich  mit  dem  Fall'-,  dass  die  bei 
gegebenen  Mannigfalligkeiten  eben  sind.    Bedeuten  dann 

X, ,  ^r,  ...Xt 
die  geradlinigen  Coordinaten  eines  Punktes  M  im  ersten  Kanme, 
x^  +  d.r,.   .r,  +  dx,,  .    .x„  +  8j;, 
r,  +  fl.r,,   .r,  +  6.rt.  ,,    J-„  +  d.T, 
die  Coordinaten  zweier  benachbarter  Punkte  *,  und  Af,.  so  lassen  sich 
vom  Punkte  !H  nach   ^f,  und  M,  gebenden  I.inienelementc  MM,z=  9s  i 
MM^  =  6s  durch  die  Gleichungen 

allgemeiuerungeQ  des  GauBs'schen  KrümriiTTni^miiasos  gedeutet  werden  kSasi 
und  ebenso  verhflilB  ich  mir  mcht,  dass  die  ZnlRsBigiioil  der  Formen ,  nnterdi 
Biemaun  (t'cber  die  Hj'polLeseii ,  vrelclic  der  Oeometrie  ku  (ininde  Uegoo] 
Bctlrani  (Ttoria  /üiidamaitale  degli  tpazü  di  cumalura  eoitait* ,  AnnaH  4i  mol^ 
Sa-.tl,  TuJK.  II)  das  Liriienoleineiit  in  nicht  kiiget  form  igen  ßätunen  t<hi  eonabi 
KriimmoDg  darBiellen,  dureb  uliigeBehBaptringinFTige  ge«lellt»ird.  Ein«  eingab 
dere  Erörterung  dieses  wiclitigen  Pimktej  niogc  jedoob  einer  spatvren 
vorbehalten  bleiben. 

'i)  Applicalümäe  VaHnly$e  ä  lagromtitriep.O.  Monge,  td.  M.  LH>u»lll*,tt 
VL  Liouville's  Beweis,  den  er,  wie  er  selbst  atigiebt  (vergl.  Schlus«  dar  NflW 
durclt  einen  glücklichen  Zufall  gefunden  Iml,  sliilst  sicii  auf  einige  Formeln,  dia< 
Lam^  ini  h.  Uande  des  Journatii  für  Mathenrntiti  vi.n  Lion  rille,  S.  316,titid  »ft 
in  den  Ltfont  tur  tei  etHirdiniei  amilignet,  %  XLllt  tqa.  anfifestelll  nurd*n  sintL 

4)  Diese  Tritn^rarniaiion  liefert  bekanntlich  kreis  verwandt«  Figorsn. 

5)  F.  Klein,  Vergleiulieaile  lietraclitnngen  über  neuere  geomeiriaohe  ForM 
no(Bn,  S.  iä  Anni. 
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und 

dantellen.    Den  Punkten  if ,  Afi  und  ^/,  mögen  nun  im  zweiten  Räume  die 
PmJLte  iy,  iVj  nnd  iV,  mit  den  Coordinaton 

yi »  yt I  •  •  •  yn » 

Vi  +  a^i,  yt  +  ay,,  ...  y„  +  ay„, 

yi  +  ^yii  yt  +  *yf, ...  yn  +  ^yn 

entaprechen,  bo  dass  für  die  Linienelemente  JViVi  =  a/,  iViV,  =  i)/  die  Gleich - 
nngea 

!•)  af»=ay,«  +  ay,«  +  ...  +  ay„«, 

»•)  «^  =  »y,*  +  dy,*  +  ...  +  «yn' 

gelten.  Dm  aber  einen  Punkt  N  de»  zweiten  Raumes  mit  einom  Punkte  M 
dea  ersteren  überhaupt  in  Correlation  zu  setzen,  hat  man  die  Coordinaten 
des  einen  als  Functionen  der  Coordinaten  des  andern  anzunehmen.  Infolge 
dessen  bestehen  zwischen  den  Differentialen  dxi  (f=l,  2,  ...  n)  und  den 
Differentialen  d^k  die  n  Gleichungen 

3)  dXi^ZkXiudyky 

^^»  ao-, 

"'^=a^ 

den  partiellen  Differentialqnotienten  von  dxi  nach  dy\c  bezeichnet  und  der 
Index  Ar  bei  unveränderlichem  t  ebenfalls  die  ganze  Reihe  1,2,  ..  n  durch- 
IttfL  Der  besondern  Beschaffenheit  der  beiden  Rftume  —  ihrer  Krümmungs- 
ioagkeit —  hat  man  schon  durch  die  Annahme  Rechnung  getragen,  dass  ein 
hnkt  in  jedem  derselben  durch  n  geradlinige  Coordinaten  gegeben  sein 
m11.  Was  endlich  die  Bedingung  der  ConformitJit  der  Abbildung  anlangt, 
uvird  diese  durch  die  Gleichungen 

MM,      MM^_MyM^^ 

*'  iViv;*^  iv^,""  A^.iv,""  ' 

Hkke  die  Aehnliehkeit  der  unendlich  kleinen  Dreiecke  MM^  M^  und  A'iVj  iV, 
nr  folge  haben,  ausgedrückt.  Die  Grösse  h  giebt  an,  in  welchem  Verhalt- 
en die  Seiten  des  ersteren  Dreiecks  vergrössert  oder  verkleinert  werden 
NÜen,  und  ist  der  Natur  der  Sache  nach  eine  reelle  und  wogen  der  Ver- 
teifdibarkeit  der  Variabelen  eine  symmetrische  Function  der  Coordinaten 
fodery.    Aas  4)  ergeben  sich  sofort  die  Gleichungen 

7)  2:(a  j-t  -  da:*)»  =  h^z{ibu  -  ^yO'- 

1^1*0  letitere  redncirt  sich  wegen  5)  und  6)  auf 

8)  Edxk  öxk='h*£dyk  öyk 

ud  aus  dieser  kann  vermöge  der  leicht  zu  beweisenden  Relation 


die  nene  Form 

8*)  Zik^dWiiak- 


[Sdxk  dxi)'  =  £,1  (dx, 6x1  —  dx^  ixt)* 


dXk  dxiY  =  A'  £ii  idytiSk  -  9»»  igd' 


abgeleitet  werden.    Die  OleichnDgeo  8)  and  8*}  in  VerbindnDg  mit  B)  ond 


(t)  drucken  offenbi 
MM,  und  M M„  atidf 
also  diese  nelbst  — 
ungen  5)  nnJ  6)  mit 
gleicbaugeQ  Tür  die 
andern  ebenen  Rsim 
8).  8*)  in 
voneinnndi 

») 


sions  der  einerseitä  von 

^.^sehlosseneo  Winkel  — 

ich  hat  man  die  C 

1),  S),  S*)  als  die  Bedingung» 


bätte  Bufslell. 
Gleicbung  fl) 
dXi  mit  dxi, 
derselben   : 


die  Coi 

rseita  von  A'iV,  nud  NN, 

inander  gleich  sind.     Hi 

ler  der  drei  folgeadt 

onrorme  AbbildoDg 

anüasebeii.  Aas  allen  diesen  Gleicbnngen  &],  6),  1) 
irbindoDg  mit  3]  aber  geht,  da  die  dy  vollkommen  anabhlngi| 
sind,  immer  nar  das  eine  System  von  Oleicbangei 

I     £iXi,xt,  =  o. 
Alb  liinreicbenUc  Dedingang  für  die  CnnforoiitSl  zweier  eben«« 
ine  Fundamenlalgleicliutig 

£9xi'  =  h'2cyt' 
können.     Der  Grnnd  biervou  ist  leicbt  einznseben.      L 
5)  erhallen,  nenn  man  tyi  mit  5yt  und  demgeml 


man  Sy*  — Öyt  für  dyi, 
«nbslitnirt  oder,  geometri 
einer  Mannigfaltigkeit  H 
falligkeit  angehören.') 
Mau  kann  nun  auch 

3') 
setsen,  worin  yu 
beEeicbnel.     Wird 


rlaascht,  d.  h.  von 
oigfRlti<;keit  flbergebt;  ebeü 


entsprecht 

ch  ausgedruckt,  indi 

zwei  andere  zerlegt 


einem  aadei 

entsteht  7]  au8  &},  ind« 

■  Weise  Sa;*— Äan  tär  9a 

m   man  das  Linearelemn 

die  derselben  Mkonii 


ungssy&tem : 


Zwischen 
bang.    Setzt  a 


ich  amgekehrt  die  y  als  Functionen  der  x  ansehen  u 

dfft  =  £,ykiSx, 

I   partiellen  Differentialqnotienteo  von  dj/t   nach  Sxf 
H  in  5)  pingesetet,  si>  prgiebt  sich  ein  zweittt«  (ileirh- 


i  nnd  yii  besteht  ein  einfache 
F'nnclionaldeterminaQle 


n  (irfSasen  .i 
nHralich  die 


6)  Voa  einer  illiutiolie 
ten  Stalle  Oetiraiieb. 


n  dar  oben  an^efnhi 
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10) 


Xu 
^11 


«in 


'Hfl 


sA' 


nnd   beseichnet  den  Coefficienten  von  Xik  in  derselben  mit  A^i^»  so  erhält 
miin  darch  Aaflösaug  der  Gleichnngen  3)  nach  dyu 

11)  ^dyk==^ikdx^  +  X2kdxt  +  ..,  +  JC^j,dxn. 

woraus  sich  der  partielle  Dififerentialqaotient 


12) 


dyk 


^ik 


dxr^^'"  X 


ergiebt.    Andererseits  multiplicire  man  die  simultanen  Gleichungen 

J^i  I  ^1  it  +  ^t  I  «M  + . . .  +  a?«  1  a:„  fc  =  0 , 


^\k^\  k  +  ^2k^2k  +  . .  .  +  0?«  fc Xnk  =  Ä*, 


der  Beihe  nmcfa  mit  Xix^  Xii^  ...  JT^j^...  JT^n  und  addire  sämmtliche  Gleich« 
imgeii.    Wegen  der  Identitäten 

•*"ii  Xi  I  +  a:„  A',-2  +  •   •  +  •^111  A',„  =  0 , 


«n  Xi\  +  a:,2  -«i'<2+  • .  •  +  «^^n-lfii  =  -i'i 


«Hl  -^n  +«^n2'*'i2  +  •  •  •  +  «««  '^<ii=  0 

rsdacirt  sich  die  Summe  auf 

womas  in  Verbindung  mit  12) 

1 

folgt.    Sei  ferner  f  eine  Function  der  Grössen  t/ut/f-ym  so  wird 
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1 


Aus  9*)   ergiebt  sich  nun  mit  Berücksichtigang  von   12*)  das  neue 
System  von  Gleichungen: 

Schreibt  man  die  letzte  Gleichnng  mit  anderen  Indices 
und  dififerentiirt  sie  nach  d^/ ,  so  ergiebt  sich 

£m  -K .  ^km  +  -S»  -5 •  a:,m  =  0. 

otji  dyi 

Da  die  Indices  m  und  /  in  den  Differentialquotienten  vertaascht  wer- 
den können,  so  gilt  auch  die  Gleichung 

14)  2.»  - —  (tkm  +  ^m  ^-—  «rrfi»  =  0. 

Setzt  man  in  13)  für  k  und  t  bezüglich  m  und  A:  und  substitairt  Xa  an 
Stelle  von  /*,  so  kommt 

und  wenn  man  hierin  die  Indices  k  und  t  vertauscht: 
folglich  durch  Substitution  in  14) 

Ersetzt  man  ferner  in  der  identischen  Gleichung 

dyki_^yki 
dxi       d  Xf 

^Ai  durch  Ti^ffc  und  y^i  durch  j\Xik  und  führt  die  Differentiation  aus,  so 

findet  sich 

dxik      2         dh^^dxik      2         dh 

dxi       h       dxi       dXi       h        3x,' 

welche  Gleichung  vermöge  der  analog  15)  gebildeten  Relation 

dxifc  .  d  Xik 


dxi        cXi 
tibergeht  in 

oxi       h\      dxi  dxiJ 


Ebenso  ist 


^  dXik      l  f       dh  oh\ 

dxm      h\       dxm  oXi/ 

Durch  Differentiation  von  10)  nach  dx^^  erhält  man  weiter 


^*«*it 
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1    dh  (       dh  dh\ 

Dieser  Ausdrack  redncirt  sich,  wenn  man  16 '^)  berücksichtigt,  schliesslich 
aaf  die  eiDfache  Gleichung 

dxidxm      h\  '  dxtdxm       '^dxidxm/ 
Ganz  anf  dieselbe  Weise  gelangt  man  durch  Differentiation  der  Gleichung 

16*)    nach   dxi  und  Elimination  der  Differentialquotienten  -~^  und  -r-^ 

oxi  dxi 

sn  dem  Resultat 

dxidxm      h\  *   dxiöxm        "^   dx^dxi / 
Durch  Vergleiehung  von  17)  und  17*)  erhjilt  man  endlich 

Da  uun  auch  die  dx  als  unabhängig  voneinander  angesehen  werden  können, 
so  ist  die  Gleichung  18)  nur  dann  möglich,  wenn 

dxidXgn^    '        dxidxi 
ist.    Die  Function  h  hat  daher  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  sie  nach  irgend 
einer  Variabelen  differentiirt  wird,   dieser  Differentialquotieut  von  allen 
anderen  Variabelen  unabhängig  ist.    Man  genügt  dieser  Bedingung,  wenn 
man 

20)  Ä  =  J',  +  ^,  +  ...  +  ^'„ 

•etat  nnd  X^  nur  von  Xk  abhängig  sein  lässt.    Dann  ist 

dh__dXk 
dxfc      dxk 
unabhängig  von  jedem  andern  x. 

Um  nun  den  Werth  dieses  Differeutialquotienten  zu  ermitteln,  setze 
man  aonächst  in  der  Formel  13)  F=Xitj  so  erhält  man 

21)  -Q —  =  It'^*^iAä — • 
'  dXi      hr  dyk 

Differentiirt  man  ferner  die  Gleichung  0**)  nach  ^/,  so  kommt 

?Xik       ,  dh 


dyi  dt/i' 

Da  aber 

^k  ^ik    o—  =  '^  ^ik  o-       t 

oyi  dyk 

M  geht  21)  ttber  in 
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22)  ^=L^  =  l£,^,^J^^L£.^x„. 

dxi       h  dyi      h       dx^' dyi       h       dxk 

Eiue  abermalige  Differentiation  nach  dxm  ergiebt  mit  Rücksicht  auf  19) 
Da 

^  dh  dxki    1  aA  _       aÄ      i       «/^äV.  aÄ  a^^i 

aarjt    aar^       ä  aa:«  OXk      h  \dxk/       ox^    dx^ 

60  folgt 

'^  ^  a«,aar„~  h  dx^*''"'    A« '^"•"*'*  VaxJ  ^  h  dx^'  dxj 

S  X'i 
Der  Werth  von  r — ^^  Iftsst  sich  aber  noch  auf  eine  zweite  Weise 

bestimmen,  wenn  man  die  Gleichung 

dxii^}_(       dh__         dh\ 

dxm^  h  \  *^dXm        "*  dxi) 

nach  dxi  differentiirt.    Dies  giebt  mit  Berücksichtigung  der  Formel 

a, 
a. 


^_i/     dh         dh\ 
dXi  ■"Är"''a^,'"^''aa:J' 


24)  a«x,7  ^  1   a^  agrf/    i  ^    a*^ 

dx^dXfn      h  dXfn  dXi       h        dxf* 
Vergleicht  man  23*)  uud  24),  so  findet  man,  da 

a^mi__JI_       _aÄ^       __  dXji 

dXgn       h       dxif  dXi 

ist  s 

Für  eine  andere  Variabele  Xi  würde  gleichermassen 

^  dxy  dxi'     h   ''KdxJ 

sein  müssen.  Beide  Qleichungen  »ind  aber  nur  dann  nebeneinander  möglich, 
wenn 

d^h  _  a»A 

aaj|«""aa?«» 
ist,  und  da  - —  nnro?/,  ^ —  nur  x^  enthält,  so  muss  nothwendig,  wenn  der 

<jXi  0  Xfa 

vorstehenden  Qleichnng  genügt  werden  soll ,  der  nach  irgend  einer  Varia* 
belen  genommene  zweite  Differentialquotient  von  h  constant  sein.  Es  ist 
daher 

SU.  aetsen ,  woraus  wegen  25)  sofort 
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rieh  ergiebt.   Nimmt  man 


[   vorin  c  eine  neae  Constante  bedeutet ,  so  wird  die  Gleichung  26)  erfüllt. 

Da  aber 

dh  .  . 

folglich 

k    ^\dxj      c2i(a:A— afc)*+2c' 

ist,  so  wird  eine  Uebereinstimmnng  mit  27)  nnr  dadnrch  erzielt,  dass  man 
csO  setzt.   Man  hat  daher  schliesslich 

WAre  man  bei  der  Bestimmung  von  h  statt  von  der  Gleichung 

von  der  gleichbedeutenden 

2kdyi?^H^ZkdXk^ 

angegangen,  so  würde  man  zu  der  Lösung 

jy=7  {(ir.-ft)»  +  (9.-A)'+.. .  +  (y»-|J»)M 

gdaagt  sein.   Es  ist  daher,  wenn 

cc 
gaaetsi  wird: 

»)  £{xk  -  akY .  £{yk  -  ßkY  =  Ä*. 

Bedeutet  r  den  Abstand  des  Punktes  xi^  von  ait ,  /  den  Abstand  des 
BDdea  pk  ▼<>&  ßkj  so  Ifts^t  sich  vorstehende  Gleichung  einfacher 

rr^  +  k* 

adireiben.  Die  Punkte  ok  und  ßk  sind  die  Centralpunkte  der  Kreisver- 
wiadtecheft  in  beiden  Bäumen  nnd  zwischen  den  yk  ^^^  ^k  bestehen  die 
IfttTalenten  Gleichungen 

»)  yk—ßk  =  + 3 — - 


.,  .,_«,= ±**(^-_^. 


Daaa  29)  ana  aO)  folgt,  giebt  eine  einfache  Rechnung.    Ebenso  genügt 

2        2 
I)  der  FandAmentalgleiehung  5),  sobald  —  ss-^sAr*  gesetzt  wird.    Denn 

M  M)  eigiebt  rieh 
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t.l-S  Ar.l-*,  i.fr-^ 

die  Operationen,  dnrcb  welche  bezüglich  die  Vectoren  1, 1,  Ar  in  t,  Ar,  t  über- 
geführt werden ,  und  umgekehrt 

1.1-*,  l.Ä-S  k.i-^ 

die  diesen  entgegengesetzten ,  folglich  hat  man  die  Gleichungen 

Aus  den  beiden  ersten  ergiebt  idch 

I  *     k 

oder 

«^  =  -1,    ^  =  -1, 

aus  der  letzten  mit  Rücksicht  auf  die  vorhergehenden 

iAr  =  —  ki, 

m 

Hat  man  n — 1  Richtungscoefficienten  tjt,  so  ßind 

II)  «^  =  -1, 

III)  h'U  =  —  U'ik 

die  einzigen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  das  Rechnen  mit  Raum- 
zahlen.   Bedeute  nun 

IV)  p'=  aro  —  I,  a:,  —  f,«,  —  ...  —  i,,_i  Xn-t 

das  Spiegelbild  des  Radius  vectors  g  in  Bezug  auf  die  reelle  Axe  der  Xg, 
so  erhält  man  durch  Multiplication  von  I)  und  IV)  unter  Berücksichtigung 
von  II)  und  III) 

worin  r  die  absolute  Länge  von  q  (den  Modulus  oder  den  Tensor)  bezeich- 
net. —  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  beiden  Producte  ^.^,  und  ^i.^» 
wenn  q  und  q^  zwei  verschiedene  Vectoren  sind,  im  Allgemeinen  nicht  mit- 
einander vertauscht  werden  können.  Denn  wenn  ^'t  das  Spiegelbild  von  ^, 
mit  dem  Modulus  Tj  ist,  so  stellt 

l       , 

9i 
bis  auf  den  reellen  Factor  r,'  die  Transformation  des  Spiegelbildes  von  ^| 

in  den  Vector  g  und 

^  1      . 

9 

bis  auf  den  Factor  r*  die  Transformation  des  Spiegelbildes  von  g  in  den 
Vector  gi  dar.  Die  hierzu  erforderlichen  Drehungen  finden  aber  in  ganz 
verschiedenen  Ebenen  statt,  also  sind  ^.^,  und  gi,g  voneinander  verschie- 
dene Operationen.  Man  erhält  dasselbe  Resultat  auch  durch  Ausführung 
der  vorgeschriebenen  Multiplication ,  wenn  man  II)  und  III)  berücksichtigt. 
Ist  ^1  =  ^9  80  fallen  beide  Operationen  zusammen  und  es  drückt  daher 

g^^g.-r.r" 
9 


r  deD  reetteu  FkCtor  r*  die  Tranarormatton  ies  Spiegelbildes  roo  q  in 
I  Voclor  p  ana,  welche  in  der  darcb  die  reelle  Axe  X^  und  den  Veotor  q 
tlmmteD  Ebene  vor  sich  geht.    Ist  9  der  Winkel,  den  s/  mit  dieser  Aze 

Mblieast.  so  involvirt  $.-r  eine  Drehung  am  den  doppelten  Winkel  2q> 

P 

r  es  bedentet  p*  einen  Vector  vun  der  Lunge  r*,  welcher  mit  det  reellen 

I  d«D  Winkel  t^  bildet  nnd  in  der  Ebene  gX„  liegt.     Allgemein  druckt 

t  Vector  Ans,  der  in  dereelben  Ebene  befindlich  ist,  die  Länge  r" 

ind  mit  der  ^,-Axe  den  Winkel  ntp  einscblieiitit.    Multiplicirt  man  nun 

reellen  Conxlanten  it^  ,   so  wird  nur  eine  Aenderang  in  der 

^,  nicht  aber  in  der  Lage  von  p^  bewirkt.    Siimmirt  man  ferner  mehrere 

*  Ebene  liegende  Vectoren,  so  erhält  mau,  wie  leicht  einsusehen  iat, 

1  Denen  Vector,  der  in  derselben  Ebene  enthalten  ist.    Uaber  reprSsen- 

r  Ausdruck 

Pr  =  "o  +  "i  e  +  ö,  p'  +  . . .  +  a,-!  q"-  ' 
nloram  einen  der  Ebene  qX^  angoborigen  Vector  und  allgemein ,  wenn 
=  f(lf)  eine  beliebige  Fanction  von  q  — jedoch  mit  reellen  Coostanlen  — 
«I,  so  wird  Q,  stets  in  der  Ebene  zu  suchen  sein,  in  welcher  das  Ar- 
t  ^ond  die  Axe-Vj  liegen.  Daher  kann  dorUifferentialquotient  df,it>(j 
llig  willkürlicher  Lage  des  lucrementes  d^  nicht  durch  eine  Function 
D  ^  daigegiellt  wnrdeu,  oder  es  ist  eine  Gleichung  wie 

liiglich.  Denn  wShrond  /  (pj  als  Function  von  q,  wie  wir  soeben  gesehen 
«inen  Vector  in  der  Ebene  ^.1'^  bezeichnet,  involvirt  d^,  :0p  eine 
rvbang  in  niner  durch  dp,  und  dp  gelegti'n  Ebene,  deren  Lage  mit  dp  sich 
Kur  wenu  dp  durch  die  Natur  des  Raumes,  in  dem  es  seine  Lage 
Ücb  indem  kann,  genöthigt  ist,  in  der  Ebene  pX^  zu  bleiben  —  was 
Hr  u=2  der  Fall  ht — ,  hat  die  Function  /"(p)  als  DifTerentialqunlifn- 
I  abArmals  eine  Function  von  p.  Daher  gilt  nnr  für  die  Ebene  die 
kbang 

dehnet  man  die  Modnii  von  dp  und  dp,  bezüglich  durch  Si  und  ds„  so 
lebende  Gleichung  sofort  auch  die  Bedingung  der  ConformilUt 

ds,  =  ds[,noti.f'{e)]. 

:b  nun  weiter,  ob  der  letzterhaltenen  Gleichung,  wann  mod.f"{ff) 

l  nnr  eine  Function  der  Vnriabclen  x^  oder  j/^  bedeutet,  in  Rüumen 

r  ala  *wei  Dimensionen  genügt  werden  kann.  Irolsdem ,  dass  die 

ilcliDDg  unmtiglich  ist.    OfTenbnr  wird  dies  der  Fall  sein,  sobald  es 

r  9f,  einen  eingliedrigen  Ausdruck  herzustellen,  der  von  dp  ab- 


)  suf  beiden  Seiten  den  Modalns  nimmt,  g 


folgt 
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'    i^^s^k^f  ^^ri^^-rt 


Nun  aber  zeigt  sich,  dass  schon  das  Differential  der  zweiten  Potenz  von  q, 

einen  zweigliedrigen  Ausdruck  giebt,  der  sich  nicht  zusammenziehen  Iftsst, 
da  die  Produete  q . dg  und  dg.Q  nicht  vertauscht  werden  können.  Es  bleiben 
also  nur  die  Functionen  von  q  übrig,  in  denen  q  in  der  ersten  Potenz  vor* 
kommt,  nämlich 

VI)  9.  =  +a.Q 
und 

VII)  P«  =  ±^» 

worin  a  eine  reelle  Constante  bedeutet.    Aus  VI)  folgt 

VI*)  dQ,=radQ, 

aus  VII) 

VII*)  ^^i=±  ^.a?.-.'") 

Q  9 

Geht  man  auf  beiden  Seiten  zum  Modulus  über,  so  erhält  man  bezüglich 

VI**)  ^s^:==a^s 

und 

VII  ♦♦)  ds^T^^ds. 

In  VI**)  und  VII**)  erkennt  man  sofort  die  Bedingungsgleichungen  für 
die  Abbildung  durch  Aelinlichkeit  und  Kreisverwandtschaft  wieder.  Der 
Oleichung  VII)  kann  man  eine  etwas  allgemeinere  Form  geben,  wenn  mau 
den  Coordinatenanfang  in  beiden  Räumen  verlegt.   Man  erhält  dann 

VIII)  P.  -  p."  =  +  ^. , 

und  in  diesor  einfachen  Gestalt  ersetzt  sie  vollständig  das  in  30)  aufgestellte 
Gleichungssystem.  Dem  Punkte  p  des  einen  Raumes  entspricht  der  Punkt  ^, 
in  dem  andern;  9^  und  p,®  sind  die  Centralpunkte  der  Kreisverwandtschaft. 
Mit  Hilfe  der  hypercomplexen  Zahlen  lässt  sich  nun  auch  die  all- 
gemeine quadratische  Form  von  n  Differentialen,  welche  das  Linienelement 
eines  Raumes  von  n  Dimensionen  darstellt,  in  zwei  lineare  Factoren  zer- 
legen.   Sei  .| 

d^^Li^bikdXidoCk,    ^j==0,l,...(w-l), 

worin  6^]^ Functionen  der  n  unabhängigen  Variabelen  2:^,  o:,,  ....Tn^i  bedeu- 
ten, eine  wesentlich  positive  quadratische  Form  der  n  Differentiale  dx  mit 
nicht  verschwindender  Hauptdeterminante 


10)  Diene  Gleichung  findet  sich  auch  bei  Hamilton  und  Tait  Dass  der  Vec- 
torencalcal  in  einigen  Punkten  mit  dem  der  Quatemionen  sich  begegnet,  ist  wegen 
der  gleichen  Fondamentalbedingungen  II)  nnd  HI)  nicht  zn  verwundern. 
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b 


101 


"Ol» 


•  •  •    ^,n— 1 


i^n  — l,Oi    ^11  — 1,1 1   •••  ^«  —  1,11  —  1 

■d  nicht  verBchwiDdenden  UnterdeterminanteD 


9  IXsst  sieb  dieselbe,  wenn 


etc., 


. . .  +  (//„  _  1 , 0  +  «1  flfi  -  1 , 1  +  •  •  •  +  »n  -  1  «n  -  1,  n  -.  I )  ^  -^'n  -  1 J  =  ^ 

ind 

^esetst  wird ,  in  der  Form 

£ikf>ikd^idxk^  U.  ü' 

ichreiben.  Führt  man  die  angedentete  Mnltiplication  ans  und  berücksich- 
^  II)  nnd  III),  so  verschwinden  alle  Glieder,  die  mit  den  Ricbtungscoeffi- 
aenten  t  behaftet  sind,  nnd  man  erhält  durch  Vergleichnng  der  Coefficien- 
tBB  von  dxidx^  anf  beiden  Seiten 

iL  Da  nun  die  Zahl  der  Unbekannten  a/m  ebenso  gross  ist,  als  die  Zahl 
ler  gegebenen  Gleichungen,  so  lassen  sich  alle  Grössen  a/«.  bestimmen. 
fan  findet  nach  einigen  Rechnungen  für  die  Coefficienten  von  dx^ 


-i*,o={-l)* 


^&fc,/k— 1^6*— 1,/t— 2  ,.,db 


=  ^0*» 


10 


a*-izfitt 


^    _/    ,u-.2    /^i^  g^-'^ibi^ 

J^^,,^„     </Öit,A-l^Ö^— 1,*— 2  ...^03^2 


«ifr.ir-t 


=  {-!) 


?/*oo 


ak^k 


-i,*-i 


^^k,k 


»riu 
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^0»       ^1»    •••  ^1* 


X) 


^kk 


ist.    Der  Coefficient  von  dx^^^  der  allein  nicht  in  dem  vorstehenden  Schema  , 
einbegriffen  ist,  würde  =^00  ^^  setzen  sein.    Demnach  iSsst  sich 

«'oo3a?o'  +  2601  dx^dx,  +  6„  a«/ 
in  die  beiden  Factoren 


1 


;=[b^dx,+  {b,,-iyb^b,,^b'Jdx,], 

yb  00 

zerlegen.      Desgleichen   ergeben  sich   als  Factoren  der  ternären  quadra- 
tischen Form 

600 dx\  +  2^01  ^^0 ^^1  +  2^01  ^^0  ^^2  +  ^1  9«i'  +  2^„  dxi  a«,  +  b„  dx^ 
die  beiden  hypercomplexen  Ausdrücke 


/br 


^«0  +  (^0!  +  »1  Vb^b,,  —  b\,)  aar, 

6 


und 


d 


''« ?  x„  +  (fr,,  - 1,  VKK  -  ''*«.)  3  j;. 


+ 


Endlich  mögen  noch  die  bei  der  quaternären  quadratischen  F^orm 

Ebi^d.XidXky     ^[=0.  1,2,3 

neu  auftretenden  Coefficienten  0,0,  a,, ,  o,, ,  a,,  liier  ihren  Platz  finden.     Es 
ergiebt  sich 

«so  =  ^08  I 


a 


st 


b^     b 


a„=  '>io    '^i    '^8'.i^-:r^  ' 

«'to     ''21      «'tj 


worin  ^^,,,  <^it,  ^ss  die  unter  X)  angegebene  Bedeutung  haben. 


J 
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^>**^»^^v\^^^^\^^.« 


Angenommen  nnn ,  es  seien 

die  Gleichungen  zweier  Räume  von  n  Dimensionen,  so  würden  durch  irgend 
eine  Snbstitntion 

XÄ  =  9J(«g,ii„  ...M„_i)  und  Vk^^kip^^v^,  .,,Vn^\) 
die  entsprechenden  Üurvenelemente  die  Formen 

d!^=^Zikhikduiduk  und  d8i^^=^EikCikdVidVk 

annehmen  und  Aehnlichkeit  in  den  kleinsten  Theilchen  stattfinden ,  wenn 

Eil, Ca  dvidvk^tn^ Sa,  bn,  d Ui d Uk 

ist.  Damit  ein  Punkt  v  einem  Punkte  u  entspräche,  mttssten  die  v  als 
Functionen  der  u  angesehen  werden.  Zerlegt  man  nun  die  quadratische 
Form 

vie  vorher  gelehrt  worden  ist,  in  zwei  hypercompleze  Factoren  27  und  Ü* 
end  bezeichnet  mit  ß^  ((  die  integiirenden  Factoren  der  Gleichungen 

■o  läast  sich  das  Integral  von  ßü  —  vorausgesetzt,  dass  ß  ein  Vector  ist, 
der  mit  ü  in  einer  durch  X^  gehenden  Ebene  liegt  —  in  der  Form  eines 
Vectors 

XI)  />o  +  «i^i+.    .  +  »«-1^1.-1  =  ^ 

■od  das  Integral  von  ß^lJ'  als  das  Spiegelbild  dieses  Vectors 

XI*)  Po-hPi-'-in-iPn-^i^Q 

^  darstellen.    Ist  ferner  b  der  gemeinschaftliche  Modulus  von  ß  und  |^,  so  wird 

£ikbikduiduk  =  T9  ^kdPk\     ^  =  0,  1,  ...  w  — 1. 

b 

In  derselben  Weise  werde  auch  die  Form 

'  in  die  beiden  Factoren  V  und  V  zerlegt;  y  und  y  mögen  die  integrirenden 
Faetoren  von  F=0  und  F'=0  sein  und  den  Modulus  c  besitzen,  endlich 

XII)  Oo  +  «.0,+...  +  «n-i  (>»-!  =  ?, 

snd 

,   dif*  Integrale  von  yV  und  yV  in  Gestalt  von  Vectoren  darstellen.     Man 

;  kann  also  analog  dem  Vorigen 

1 

£ik  Ca  cvidvic=^  £k  dOk* 

c 

setzen.    Den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäss  müsste 

^£kdQk'=p£kdPk' 

•ein.    Da  aber  der  Gleichung 

Trif  lirift  t  MathevAtlk  u.  Phyrfk,  XX,  4.  \^ 


■fntegralioD  der  partiellen  Diffeietilialgloicliung  elc. 


§  1.     Sie  partielle  Differentiftlgleicliiing  der  eraten  Ordnung  von 
beachränkter  AllgemeiDheit  wird  auf  simnltase  partielle  Differentül- 
gleio hangen  von  linearer  Form  zorückgeföhrt. 

Die  zn  integrireDde  GloicliQDg  sei 
wo  piPi-'-Pn   die  partiellen  DiffereDtialquotienten  von  f  nach  XyT^ 


sind,    also  Pi=-t 


.  Pt  = 


=  -■ —  ist.      Die    Integration    d» 


rf,r, 

Gleichung  kano  dadarcli  za  8taude  gebracht  werden,  daea  man  snnXd 
die  Uifferentialquotienten  p,Pf.pn  als  Fnoction  von  jj-,  j-, .  .o:«  von  s 
eher  Art  liestimmt,  wie  sie  dem  allgemeinen  Integral  der  Oleicbung  4',= 
i^nlsprecheD.  Denn  wenn  diese  Fnncliotien  bekannt  aind,  fio  erhXlt  man  d 
lategral  der  Gleiclmng  iCi=0  dnrcb  die  Integration  der  voUalSndifeD 
ferentialgleichung 

Es  bestehen  «wischen  zwischen  diesen  Functionen,  welche  den  »t  Diffi 
rentialquotieuten  PiPt—Pu  entsprechen,  bekannlllcb  —  —  -  BedingOD] 
gleichungen,  welche  sich  in  der  folgenden  Form  darstellen: 

cy=(^:)  m-m  (^)-(^)  ■■©=(^) 

(•!pi\(ä_pi\  (ipA^iiPÄ    ('^Ji2.\=(^\ 

\dxj      \dxj     \äxj      \dx,}'      \dxj       \dxj' 

(:-^)=(:-f:)-(3?.)=(fe:). 


Durch  die  beigefügten  Klanimeiu  soll  angedeutet  sein,  das«  bei  den  ju 
liellen  Differentiationen  von  pi  nach  XtX^.-.x^  auch  die  Grösse  z  aU  Fat 
lion  dieser  Veränderlichen  gedacht  wird,  dass  also,  wenn  /'eine  Fnnctit 


:  und  Xi  ist,  die  identische  Gleichung 


Anstatt  aber  ans  diesen 


"("-0 

1.3 


Ux,!' 


dz 


/>.+ 


dxt 


be&tebt. 


BediuguDgsgleicbuDgen   Ä)  und 


Gleichung  iti,=0  die  Differentialquotienten /^,/i, ...  pn  unmittelbar  als  Fni 
lion  von  i  a;,  a-, . . ,  ar,  herzuleiten,  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  neben  i 
Gleichung  ^,  =  0  noch  n~\  andere  Gleichungen  zwischen  den  Verlndi 
\k\i6ti  p,p,...p„zXiX^..,XK  aufzaGtellen,  welche  ausgedrückt  s« in  soll 
'^""''  V.  =  ü     Vi  =  0     ^4  =  0  ■■■*•  =  0. 


Integration  der  partiellen  Bifferentialgleicfaung  erster 
Ordnnng  von  unbeechränkter  Allgemeinheit. 


Prof.  Dr.  A.  Weiler 

in  MannhelL». 


Ja  (l«m  Jahr«  1868  habe  icb  eine  Methode  zitc  lolegnilion  der  nllgeinei- 
ea  partiellen  DifFerentialgleicIuiDg  erster  Ordnung  verölTeDtlicbt  (vf>rgl. 
nnorra  Archiv,  Theil  XXXIIt,  3.  268  — 284).  Einige  Jalire  spSler 
ich  diese  Metliode  eingebender  beliandelt  (vergl.  Jabrg,  1603  dieses 
mniftls).  Cs  w&T  unterdessen  «ine  grössere  Arbeit  Jacobi's  Über  den- 
Iben  Gegenstand  er&cbienen,  weJcbe  in  dem  flO.  Bande  des  Crelle'scben 
itrDBls  abgedruckt  ist,  und  es  batte  sieb  gezeigt,  dass  meine  Motbodp 
'encfaiedeiiis  vor  der  Jacob  i' sehen  voraus  bat. 

In  dem  Versnebe  einer  Darlegung  der  wiseenscbaftlicben  Leistungen 
lo  A.  ClebBcb,  Leipzig  1873,  baben  einige  Freunde  desselben  diesen 
ituland  in  einer  Weise  besprochen,  welclie  den  Sachverhalt  nicht 
ihrig  dwstellt.  Herr  Clebsch  hat  im  CreHe'schen  Journal,  Jabi- 
sg  isai,  einen  Anfaatz  über  Bimultane  Integration  linearer  partieller 
iffereDtialgieichnugen  mitgeiheilt  und  sich,  um  die  von  wir  gewonnenen 
»altate  in  begründen,  einer  eigenthümlieben  Belraehtungsweise  bedient. 
ib  man  vor  Allein  darauf  hinweisen,  dass  meine  Methode  zur  Integration 
er  allgemeinen  partiellen  Differentialgleichung  suf  einer  andern  Grundlage 
beriet  al>  die  Jacobi'acho.  Die  von  Herrn  Cleb  scb  gegebene  Darstal- 
aber  i«!  ein  dnrch  den  Erfolg  nicht  gerechtfertigter  Versach,  meine 
hat«  den  Jacobi'scben  Anfsielluagen  anznpassen.  In  dem  Folgenden 
wäU  icli  abermals  diesen  Gegenstand,  und  darf  ich  mich  der  UoiTnung 
la*H  irrigen  Auffassungen  damit  vorgelieugt  sein  werde.  Wo  ich 
ib  aof  meine  frUbere  Abhandlung  bezieben  kann,  werde  ich  dieselbe  kurz 
It  I  beliehnen. 


(*««J',)  =  0     CfBVt)  =  0      ("Cnf 

)  =  0     (V„tj=0... 

"..' 

Da    aber   (iJ'j'fO  +  (tt '/'()  =  *'    ^'ne 
unterlislb  der  Diagonalen  stabenden 

idenlisclie  Gleicbnng  ist 
Oeicbungea  identiscli  tni 

.   60  Bind  in 
den  oberbalb 

de 

Diagonalen  stellenden.    Man  be 

bHtt  desLall  die  Gleichnn^en  B) 

0. 

('C.i(J,)  =  o  .-.  (V. «»'■)  = 

D, 

de 

en  Anzftlil  '^i^-*  ist.  und  «-el 

he  an  die  Stelle  doi  Bed 

ngungBgleicb. 

nogen  A)  eu  actz«n  sind. 

Die  gesuchten  Fanctionen  roüsaen  allen  diesen  Gleichungen  Geuügß 
leisten.  Um  Vt  ^u  erbalten,  Gucbe  man  diejenige  Function  91,  welcbe  der 
Gle'<!l»"'e  (t,<p)=0 

genügt.     Um  il;  zu  erhalten,  snche  man  diejenige  Function  i;p,  welche  des 
zwei  in  der  zweiten  vertikalen  Linie  stehendan  Gleichungen 

(V,i)>}  =  fl  (V,'p)  =  o 
gleichiieitig  genügt.  Man  kann  dieselbe  bestimmen,  nachdem  man  ii4 
Fanction  i^,  aurgeCunden  hat.  Ferner  ist  i>^  diejenige  Function  ip,  welche 
den  drei  in  der  dritten  vertikalen  Linie  stehenden  Gleichungen 

gleicbeeitig  genügt.    Man  kann  dieselbe  bestimmen,  nachdem  man  die  Pui 
tionen  1^  und  ^,  aufgefunden  hat.     Schliesslich  hat  mau  zar  Bestimmung 
von  ^a  die  n— l  in  der  n  — l'""  vertikalen  Linie  stehenden  Oleicbangou 

(V—iV)  =  0  (ii',-)gp)  =  0  (V,-j?p)  =  0...  (Vi9')=0. 
Es  ist  ^„  diejenige  Function  tp,  welche  diesen  n  — 1  Gleichungen  gleich- 
seitig genügt,  und  man  kann  dieselbe  bestimmen,  nachdem  man  die  übrigen 
Functionen  ^,  t(f, . .,  i;/,_i  aufgefunden  hat.  Indem  man  die  gesuchte  Fnnc 
ttüQ  jedesmal  mit  qi  bezeichnet,  sind  die  in  einer  und  derselben  horizontalen 
Linie  stehenden  Gleichungen  der  obigen  Gruppirung  identisch,  und  man 
behält  deshalb  zur  Bcstlmmang  der  11  —  1  Functionen  V>  Vi '  --  tn  >[0  Garnen 
nar  n  — 1  verschiedene  partielle  DifferentUlgleichnngi 
Ans  den  Gleichungen 

Tfi,  =  o    ^,  =  0    Tji,  =  0  - . .   ii„  = 
bealitnmen    sich    die   Differentialquotienten  p,pf.t 
x,x,,..fH(  und  man  kann  alsdann  die  vollständige  Differentialgleicbuoffj 


entisch ,   und  man        ' 
I, ...^B  >[o  Garnen 

als   Function   voa^| 
ifferentialgleicbuoff^l 
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uitegnren.    Dieselbe  ist  übrigens  gleichbedeutend  mit  dem  Systeme  der  n- 
nmolttnen  partiellen  Differentialgleicbangen 

r/qp  r/(p       ^     ff(p  fffp  dtp        .    rf<p 

Van  bestimme  diejenige  Fanction  ^  =  t(;,  welche  denselben  gleichzeitig 
6eo9ge  leistet.  Das  Integral  der  vollständigen  Differentialgleichung  ist 
f BSC,  nnd  c  eine  willkürliche  Beständige. 

leh  habe  hiermit  nachgewiesen,  dass  die  Integration  der  partiellen  Dif- 
fercDtialgleichnng  i^x  {jPx Pf  -  Pu  ^  ^\^t  * >-  ^n)  =  ^  zurückgeführt  werden 
kaoD  auf  die  Integration  simultaner  partieller  Differentialgleichungen  von 
Uneirer  Form  (vergl.  I,  $$  1  und  3). 

§  2.    Wie  man  m  einem  vollständigen  Integral  der  partiellen 
Differentialgleichnng  i/;,  =  0  gelangt. 

Die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 

^t  (Pi Pi  •  •  .P«  2  a^i  ^2  •  •  •  ^n)  =  0 

vird  angemein  erleichtert  dnrch  die  Bemerkung,  dass  das  allgemeine  In- 

(0^1  ohne  weitere  Integration  aus  einem  vollständigen  Integral  hergeleitet 

verdeo  kann.    Unter  dem  vollständigen  Integral  denkt  man  sich  eine  end- 

ficke  Gleichung   awischen  den  n-|-I  Veränderlichen  z  XiX^.^.Xnt  welche 

itar  nicht  eine  willkürliche  Function,  statt  dessen  aber  n  willkürliche  Be- 

atiodige  enthaltend,   der  partiellen   Ditferentialgleichung   i/;i  =  0   Genüge 

•     Mitet  Die  Integration  der  Gleichung  if;|=0  lässt  sich  auf  die  Bestimmung 

eines  vollständigen  Integrals  zurückführen,  und  es  bedarf  deshalb  nicht  der 

■Jlgemeinen  Integration  der  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Gleich- 

■^•»B)=  {^,<p)  =  0     (i/;,v)  =  0...    (V;„_,v)  =  0. 

ioitatt  der  allgemeinen,    willkürliche  Functionen  enthaltenden  Integrale, 

welche  oben  durch  ^  » 

aa^gedrflckt  worden  sind,  darf  man  sich  der  einfachen  Integrale 

Vi  =  c,      9>,  =  Cg  . . .    ^„  =  c„ 

bedienen,  wo  9t9a  •  •  •  9>ii  Functionen  der  2n4-l  Veränderlichen  P1P2  •  •  •  Pn  ^ 
XfXg,..  Xftf  und  CfC^...Cn  willkürliche  Beständige  sind. 

Dm  Gleichförmigkeit  zu  haben,  soll  die  zu  intcgrirendo  Gleichung 
^, ssO  in  der  Form  9)1  =  C|  geschrieben  werden,  wo  C|  irgend  eine  der  in  1/;, 
rorkommenden  Beständigen  ist.    Man  setze  die  aus  den  Gleichungen 

gpi  =  c,     y,  =  r,     y,  =  6-,  . . .    (pn  =  Cn 

«reebneten  Werthe /),p,Pi . . .  ;>„  in  die  vollständige  Differentialgleichung 

dz  =/>,  dXj  +Pt<^^t+"+  Pn  d*^n 

lio.    Mit  Hilfe  eines  integrirenden  Factors  erhält  man  das  vollständige  Dif- 
»rential 


7"--  +  .^'^^.  +  ^"'.+  -■  +  i 


dr-,. 


^ttaä  bierRus  ein  vollslsudiges   Integral  der  GleicLoog  ^i,  =  0.     Ueno 
iDtegrnI  der  volUt findigen   Differeutialgleiclitiiig   hat   die  Form  a^e    \ 
ist  eine  bestimmte  Fanction  der  n  -|'  1  Veründertichea  t  x,x,..  .X^  Dod  c 
n  willkUrlicben  BeständigeD  ct^c,  ...rq. 

Mit  Rdckaicht  nnr  diese  VereinfachuDg  der  Aufgabe  erfabren  aneb  d 
pArtielleo  DiffereDtialgleicbnagea  ß)  eine  Vereinfachung.     Uenn  cs^st  ai 
an  die  Stelle  von  t{f,'  die  einfachere  Fanction  ip,  aii  setzen.    Zur  Beatiminiuif 
von  (pf  bat  man  demzufolge  die  Gleichung 
{.p,<p)  =  0. 
Zur  Beetimmung  von  <p,  hat  man  die  zwei  Gleichungen 

Zur  Bestimmung  von  q>^  bat  man  die  drei  Gleichungen 

und  schlieBsHcb  zur  Bestimmung  von  tp^  ^iß  "  —  1  Gleichungen 

{<p.-i<p)  =  0     (9.,_j9.)  =  0     {tp„-i<p)  =  0  ...    {f.vy  —  O- 
In  diesen  Gleichungen   ist  die   zo  bestimmende  Function  jedesmal  bhI 
bezeichnet. 

Die  KenntnisH  des  Verfahrens,  woruscb  man  das  allgeoieine  Intip 
der  Gleichung  1',  =  0  aus  dem  vollständigen  Integral  herleitet,  giebt  &i 
schlnss  Qber  einige  wichtige  Eigenschaften  der  vorstehenden  Gleichung) 
und  soll  dasselbe  hier  nicht  übergangen  werden.  Man  ersetzt  die 
dige  c  des  vollständigen  Integrals  durch  eine  willkörlicho  Functioo 
Übrigen  Beständigen  c,e,...e„.  Das  voUstSodige  Integral  bat  dann  die  Fi 
tt=^(CxC,...Ca),  oder  ancb  die  allgemeiuere  Form 

l(j(ttC,C,  ...(7„)  =0, 

An  die  Stelle  der  willkürlichen  Beständigen  c^c, . . ,  c«  ksun  mau  veriind< 
liebe  Grössen  von  solcher  Art  setiien,  dass  die  Gleichung  ^  =  0  dach 
als  Integral  von  ifri^^O  angesehen  werden  darf.  Man  differentiir«  dii 
Oleicbang  unter  der  Aunabme,  dass  i:,c,...Cn  verSnderlich  seien,  voll» 
dig  nach  allen  vorkommenden  Veränderlicheo.    Man  erhält 

dibl'ila  da  titt  •in  \ 


Bedient   man  sich   zar   Bestimmni 
c,*-,...««  der  n— I  Gleichnngen 
d-,\,  da 


verfinderlicb   gedachten  Ott 


:  dx,  dx,  <lx„ 

relcÜB  sich  von  der  oben  «ofgezeiclifietcn  nur  dsdnrcli  iintersclieidöt,  dnss 

partiellen  DifTerentialquotieDten  von  a  onch  zX,Xt...XB  vor- 

porkomm enden  Bestündigen  e, f, ...  c„  durch  veräDdoiIiche  Grössen  Braetzt 

Üie  EHiminatioQ  der  n^\  Grössen  c,c,...c„  üwisclien  den  n  Gleicb- 

D  des  vollstSndigen  Syslems 

da         ,    du       ^      da        ,     da  da  da 

(1 1  dx,  d :  aXt  d  z  dx^ 

ilmtelbstverständlich  zu  einer  nnd  derselben  pardelleti  Uiffercutialgleicli- 
=  0,  mögen  ann  diese  Grösaen  veränderlicl ,   oder  mögen  sie  als 
ig6  gedacht  werden.    Es  folgt  daraus,  dass  die  Gleichung 
i(v(ac,c,...r„)=0 
r  Gleichung  ^,  =  Oist,  ebenso woltl  wenn  die  Grössen  c,c,...c„ 
D  besliramlen  verSnderlithen  Werthe  haben,  als  wenn  dieselben  will- 
Alliebe  EkstXndige  sind.    In  dorn  letsteren  Falle  hat  man  ein  vollständiges 
f  Gleichung  iCi  =  0,    in    dem  andern  Falle  aber  liegt  das  all- 
e  Integral  der  Gleichung  Ut,  =  0  vor.     Auf  diesem  Wege  hat  schon 
(las  mllgemeine  Integral  der  Gleichung  ^,=^0  aus  dem  vollständigen 
^>l  hergeleitet. 

9  3    IHs  ■imnltanen  partiellen  Sifferentialglelohnngen  des  ^  2 
lind  TolUtändige  Systeme, 

fi(  giebt  bekanntlich  »  —  1  verschiedene  Fauctionan  der  n  Verändur- 
diea  X,  x, . . .  iTh .  welche  an  der  Stelle  von  9  der  partiellen  Uifferenlial- 
^'^^"t  ,tw  da>  da,  dw 


a  nennt  jede  Function  von  dieser  EigenschaTt  eine  Lösung  d<.-r 
nd  wenn  man  die  Lösung  einer  willkilrlichen  Beständigen 
>  hat  man  ein  Integral  der  Gleichung.    Üie  Anzahl  derjenigen 

Ktiooen   91,    welche    gleichzeitig   einer  zweiten    parlinllen  Difforcntial- 

iclinng 

'  dx,         'dx,'      'itx,^       ^        dx„ 

i|^,   ist   höchstens  n  — 2.      Wenn    es  in  der  Tbat  n  —  'i  gemeinsame 

iilg«ii  giebt',  so  sagt  man,  die  beiden  Gleichungen  bilden  ein  vollstau 

t  SfiUm.     In  gleicher  Weise  bilden  drei  partielle  Differentialgleich 

jta  von  iler  obigen  Form  ein  voilstSudiges  System,  wenn  es  n  — 3  gemein 

be  LOsaugen  giebt.    Ferner  bilden  m  derarlige  partielle  DifTercntialgleich' 

[vo  ■in  volUtJiudiges  System,  wenn  es  n  —  m  gemeinsame  Lösungen  gieb 

Wenn    m  partielle   Difi'crentialgleiuhangeu   ein   vollständiges  Systei 

duf  man  dieselben  durch  ebenso  viele   lineare  Veibindm 


nitielleD  DifTetentialgleicbnnE  etc. 

ersetECD.  Die  oeuen  Diß'erentialgleichungeD  bilden  gleicbfalU  ein  volleG 
Uiges  Sjalem.  Wena  ferner  m  pAitielle  DifferentialglctchuDgen  eia  vi 
fltaudiges  Sysiem  bilden,  so  werden  auch  je  i  von  diesen  m  partiellen  Dil 
rentiBlgleichnngen  eia  vollständiges  System  bilden,  and  desbalb  n  • 
gemeinsame  Lösungen  haben.  Diese  SStae,  deren  Richtigkeit  olme  Wefc 
reg  aas  dem  Verfahren  folgt,  durch  welches  mau  ein  TolIeläDdiges  Syst 
integrirt  (vergl.  S.  83  dieses  Jalurgnogs),  werden  in  dem  KolgendeD  me 
fache  Verwendung  finden. 

Auf  Grund  der  vorstehenden  Erklärungen  soll  nun  geseigt  wenl 
das«  die  in  S  2  aufgesCellteu  simultanen  partiellen  Differeolinlgleichimg 
vollständige  Systeme  bilden.  Ich  gehe  deshalb  von  der  AQDnhmc  *iu,  d 
jene  «  —  1  Integrale 

fl),  =  c,     go,  =  c,  . . .    V«  e=  <-n 

nufgefunden  seien,  durch  welche  die  DifferentialqnolieDten  p,  p,  .. 
als  Fuacttou  von  t  Xfi^. ..  x„  bestimmt  sind,  und  .werde  zunttcbst  zeig 
wie  man. aas  denselben  jene  allgemeineren  Gleichungen 

j(i,  =  0        ^1,  =  0    . ,  .    Vn  =  0 

herleiten  kann,  welche  an  die  Stelle  der  ersleren  gosetzl  werden  müat 
damit  die  vollstSudige  Differeutislgleichung 

äz=p,  dj,+p,rf*, +  ...+/'»  rfi„ 
nicht  mehr  ein  vollstäadigeB  lotegral,  sondern  das  allgemeine  Integn)  i 
Gleichung  ^i^U  gehe. 

Uas  allgemeiDe  Integral  der  Gleichung  ij),  =  0  hat  in  g  2  die  Fora 
*(«c.c,...c„)=0 
erhalten,  worin  t^  eine  willkürliche  FanctJun,  o  eine  bestimmte  FuoeiiOR  i 
n+l  Veränderlichen  z  x,x,...x„  and  der  n— 1  weiteren  VerXnderliel 
c,c.  .. .  L'n  ist.    Die  letzteren  bestimtnen  eich  aas  den  Gleichuugeu 


■)  ^ 


da    dl 


-  + 


illii    da       dp  ^ 
7^  d7^'^d7,~'^' 


dff  da       'Iv 


Hit  Kttcksicht  auf  diese  Gleichungen  erhält  man  aas  dem  allgemelnea 
tegral  tfr  (n  c,c, ...  fn)  =  0  durch  partielle  DifTerentiationdic  Gleicboag« 


-P,+ 


fix, 


d: 


"'  +  07^'- 


-/>.+ 


rf*» 


Löst  man  dieselben  nach  den  Unbekannten  <:,  c^e,  ...<-.  auf  und  botritcl 
alsdann  diese  Grössen  als  willkürliche  Beständige,  so  hat  man  jene  Glei 
ungcn 

•i)  <Pi  —  '^i    ?'t  =  ft     v,=  c,  ...   9„  =  Co, 

welche  das  vollständige  Integral  geben.  Behält  man  aber  an  der  Stalle  1 
C|f|...Cn  die  aus  den  Gleichungen  l)  sich  ergebenden  verilti<l«riKl 
Werthe  bei,  so  gehen  die  Gleichungen  2)  über  in  jene  allgemeineren; 

3)  Vi  =  0      iCt  =■  0      ^1  =  0   . . .   4Ib  =  0 , 


welchen  sieh  die  Differontialqnotientfln  p,pt ..  -Pn  so  bestimmen,  wie  sie 
□    «tlgemeinen  Integrnl  der  GleicLang  4',  =  0  entsprecheD.    Mau  gelangt 
denselben  Oleivhnagon  3),  indem  man  die  aus  den  Gleicbungen  2)  sieb 
«b«ndea  Werthe  i:,  e,  c, , . ,  c„  in  jeoe  Gleicbungen  l)  elnseUt. 
Bekaanttich  siod  jene  Allgemeinen  Gleicbungen 
'\ft  =  0     ^,  =  0  . . .  V„  =  0 
iDtegrnle  der  [larliellea  Differentitilgleichung 

betrftcfateD.  Die  Coefficienlen  dieser  Gleivbiing  sind  Function  der2fi+I 
rlsderlicben  p,Pt—pB  i  'i  A--^ni  und  die  Gleichung  bat  deshalb  2n  Lfi- 
igen  ip.  Iq  Uebereiniitimmiing  biermit  zeigen  sieb  die  obigen  Gleicliangen 
Dieselben  entkallen  willkürliche  Functionen  derx  +  1  veränderlichen 
{te»en  ^,=91,,  c^^qi^,  c,^<pt...  l„  =  ^„  und  a.  Neben  dieaou  willkur- 
hra  Functionen  enthalten  dietielbeu  noch  die  n  —  1  weiteren  Veräuderlichen 


jj-...— ,lmG.n., 


n  Veränderlicbe.     Man   kann 
vollständigen  Integral  a  =  c  h 


sich  hier- 
srgeleitete 


0=0 

■  partiellen  DifTercntialgleichang  i|j,  ^0 
>  auch  zu  der 
s  S  2  vollstän- 


\h  dberuagen,  dass  die  aus  dem 
Debnng 

li-  {a  c,  c, . 

ilu    allgemeine   Integral 
^ehen  werden  darf.     Auf  demselben  Wege  gelangt  r 
•beneognng,  dass  die  partiellen  Differentialgleichungen 
;»  Systeme  sind. 

Indem  man  die  Gleichung  i{i,=:0  durch  die  einfachere  ^^^c«  ersetzt, 

Ct  eine  willkiirliche  Beständige  ist,    macht  man  die  Coefficienten  der 

IrichBDg  (v,v)  =  0  zu  beaiimmlen  Functionen  der  2'i+l  Veränderlichen. 

ieit— 1  Gleichungen  9i,=c,,  i;j,=0.  i(ij=0  . ,.  t/f„=0  sind  dann  gcmein- 

na  Ititegrftte  der  zwei  partiellen  Differonlialgleichungen 

tat  dar  Annehme  eines  beständigen  c,  hat  man  austatt  der  Gleichuitg 


— ■+ -T—  =0  die  einfachere  <p,  =  c,.    Die  Gleichonj 
=0  mbtr  sind  gleichbedenteud  mit 

rfar  de,      dc^~        dTi  d7^      ii7^~    '"    ri^  Ti 
B*elbeti  enlhklteu  willkiirliche  Functionen  d< 


Q   1^,=l),    «»4  =  0  . 


9;»...   c„=<p 


•  n-i-l  veränderlichen  Grös- 
a.  Neben  diesen  willkürlichen 
;i  —  2  weiteren  Veränderlichen 


ifanlten  dieselber 

Es  giebl  also  2«  — 1  verschiedene  Functionen  ip,  welche 
jiAitielI«n  Differentialgleichungen  (fp, g))  =  ü,  (<piip)  =  Q  gleich- 


>' 


260  iDtegratioD  der  partiellen  Dififerentialgleichang  etc. 


r^<  <^.^^i^^t^^^^rf 


zeitig  genügen;  und  es  folgt  daraus,  dass  diese  beiden  partiellen  Differen- 
tialgleichungen ein  vollständiges  System  bilden. 

Indem  man  ferner  an  die  Stelle  von  tf;ae=0  die  einfachere  Gleichaog 
(p,  =  c,  setzt,  wo  c,  eine  willkürliche  Beständige  ist,  gestalten  sich  die 
CoefficicDten  der  Gleichung  (tf;,9)  =  0  zu  bestimmten  Functionen  der  2it-|-l 
Veränderlichen.  Die  w  — 1  Gleichungen  y,=c,,  <p,  =  c,,  t('4=0,  tf^^ssO... 
tf;„^0  sind  gemeinsame  Integrale  der  drei  Gleichungen 

Unter  der  Annahme  eines  beständigen  c^  hat  man  anstatt  der  Gleichung 

diff  da      d'üf 

T—  -: — l'^^^^  "^®  einfachere  g),=C3.    Die  Gleichungen  ^4=0»  ^5=0... 

tf;„=0  aber  sind  gleichbedeutend  mit 

rft^  da      difß  rft/;  da      d'^  f/t^  da      d^ 

aa  dc^      dc^  da  dc^      dc^  da  dCn      dcn 

Diese  Gleichungen  enthalten  willkürliche  Functionen  der  n  +  l  veränder- 
lichen Grössen  C|=^|,  C|  =  9, ,  C|  =  9,..«  Cn=q>n  und  a.  Neben  diesen  will- 
kürlichen Functionen  kommen  darin  noch  die  ;<— 3  weiteren  Veränderlichen 

-r—  -r-'«*-; —  vor.  Da  es  also  2w  —  2  verschiedene  Functionen  w  giebt, 
dc^  dc^      dCn 

welche  den   drei  partiellen  Differentialgleichungen  (9>i9)  =  0,  {(Pt(p)^=^0, 

(^, g))=3  0  gleichzeitig  genügen,  so  müssen  diese  Gleichungen  als  ein  voll- 

ständiges  System  angesehen  werden. 

Ebenso  kann  man  zeigen,  dass  auch  die  übrigen  partiellen  Differential- 
gleichungen, deren  gemeinsame  Integrale  gesucht  sind,  vollständige  Systeme 
bilden.    (Vergl.  I,  SS  2  und  3.) 

Wenn  m  partielle  Differentialgleichungen  vorliegen ,  welche  ein  voll- 
ständiges System  bilden,  so  kann  diese  Eigenschaft  der  partiellen  Differen- 
tialgleichungen aus  der  Beschaffenheit  der  Coefficienten  nachgewiesen 
werden.  Auf  Grund  derartiger  Untersuchungen  hat  Jacobi  den  Nachweis 
geliefert,  dass  dies  eine  Eigenschaft  derjenigen  partiellen  Differentialgleich- 
ungen ist,  von  deren  Integration  die  Losung  der  vorliegenden  Aufgabe 
abhängt.  Ich  habe  es  vorgezogen,  von  der  Betrachtung  der  Bedingungs- 
gleichungen, welche  die  Coefficienten  erfüllen  sollen,  abzusehen,  und  die 
erwähnte  Eigenschaft  der  partiellen  Differentialgleichungen  dem  Zusam- 
menhange zu  entnehmen,  in  welchem  dieselben  mit  dem  allgemeinen 
Integral  der  Gleichung  if/|  =  0  stehen. 

§  4.    Die  simultanen  partiellen  Differentialgleichungen  des  §  2 

sind  ingleioh  Jacobi'sche  Systeme. 

Die  partiellen  Differentialgleichungen 


I.  _*. 
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welche   ein  vollständiges  System  bilden,  seien   abkürzend  A{(p)  =  0  und 

B{g))s=0  geschrieben.    Indem  man  den  DilTerentialquotienten  -^  eliroinirt, 

erhält  man  die  Gleichung  C((]p)=0,  welche  die  Lösung  q>=x^  hat.  Bestimmt 
man  eine  zweite  Lösung  g>=Y  ^^^  Gleichung  C{(p)  =  0  durch  Integration, 
80  kann  man  aus  derselben  weitere  Lösungen  der  Gleichung  C{q>)=0  durch 
Differentiation  ableiten  (vergl.  S.  88  dieses  Jahrganges).  Man  findet  alsdann 
das  Integral  des  Systems  als  Function  der  Lösungen  der  Gleichung  C{g))=:0, 
Soll  aber  das  Integral  des  Systems  nicht  durch  die  Lösungen  der  Gleichung 
C{g>)=0^  sondern  durch  die  Lösungen  einer  der  ursprünglichen  Gleichungen 
A{ip)  =  0  und  B((p)  =  0  ausgedrückt  werden,  so  muss  dieselbe  eine  beson- 
dere Forderung  erfüllen ,  damit  man  aus  einer  Lösung  weitere  Lösungen 
dieser  Gleichung  durch  DifTerentiation  ableiten  kann. 

Die  Lösungen  der  Gleictiung  A{(p)=:0  seien  «latas ...  a»  — i.    Macht 
man  in  der  transformirten  Gleichung 

öflfi  «o,  attj  ««»—1 

den  Coefficienten  von  -y—  zur  Einheit,  indem  man  die  Gleichung  durch 

^(cr,)  theilt,  so  gehen  alle  übrigen  Coefficienten  der  Gleicliung  3)  in  Func- 
tionen von  tt|  attt| . . .  ofn  .  ]  über.  Dies  ist  eine  Eigenschaft  des  vollständigen 
Systems  (vergl.  S.  88  dieses  Jahrganges).  Es  ist  aber,  um  dies  zu  erreichen, 
nicht  unumgänglich,  einen  Coefficienten  der  Gleichung  3)  zur  Einheit  zu 
machen.  Wenn  sich  ein  Factor  findet,  von  welchem  bekannt  ist,  dass  er 
irgend  einen  Coefficienten  der  Gleichung  3)  zu  einer  Function  von  a|a,a, ... 
an  macht,  so  sind  auch  alle  übrigen  Coefficienten  Function  dieser  Veränder- 
lichen. Man  kann  sich  denken,  dass  nicht  die  Gleichung  3),  sondern  die 
ursprüngliche  Gleichung  B[(p)=0  einen  Factor  erhalten  habe,  welcher  dies 
bewirkt.  In  diesem  Falle  ist  (p=:B{at)  eine  Lösung  der  Gleichung  ^(^)=aO. 
In  dem  Jaco hinsehen  Systeme,  welches  die  Bedingungsgleichung 
^[ß{(p)]  —  B[^{(py]'=0  identisch  erfüllt,  besitzt  sowohl  die  eine  als  die 
andere  der  Gleichungen  A(g>)^=0  und  B{(p)s=0  die  hier  geforderte  Eigen- 
schaft. Es  ist  nicht  blos  g>=B{ai)  eine  Lösung  der  Gleichung  A{(p)=sO^ 
sondern  ebenso  auch  q)=A{ßi)  eine  Lösung  der  Gleichung  ^(^)=0,  wenn 
(p=ßi  eine  solche  ist.  Giebt  man  der  Gleichung  A{q>)=0  einen  Factor,  wel- 
cher eine  beliebige  Function  der  Lösungen  von  B((p)=0  ist,  und  der  Gleich- 
ung B{g))  =  0  einen  Factor,  welcher  eine  beliebige  Function  der  Lösungen 
von  A(g>)=iO  ist,  so  besteht  die  identische  Gleichung  -^ [ ^ iv)]— ^ [-^ (v)]  =  0 
fort.  Daraus  folgt  der  umgekehrte  Satz,  dass  die  Oleichnngen  A{q>)^0 
und  B{q>)i=Ot  wenn  dieselben  die  oben  verlangte  Bigentchaft  besitzen, 
jedenfalls  auch  ein  Jacobi'sches  System  dr  ''*«s«t 


rntegration  df>r  parnrlko  DilT'Tenlialglficliiiii-  ■■■[■:. 

fietracli taugen  lässt  sich  leicht  nncbwHsen.  liass  die  in  S  8  aargeslelllen  p 
tinllen  Differentialglcicbnngen  zugleich  Jacob! 'sehe  Systeme  sind- 

Icb   gehe  von  einer  partiellen  Differentialgleichupg  ans,   in  weld 
Debet!  den  Verfinderlicben  iTiX,  ...^n  eine  weitere  Veränderliche Xb^i,  n 

der  entsprechende  DiS'erentialqaotieDt  pn^^i  —  ;: ■  vorkommen,  aadgc 

dieser  Gleichung  die  Form 

wo  die  Function  ^r  voa  p^+i  frei,  femer  a  und  r,  als  bestündige  Orfist 
gedacht  werden.   Jene  weiteren  Gleichungen 

Vi^iip.PfPm  *  «■(*.  ...»bIb+i)  =  <■*+!  .     i  =  I,2.  3...  n, 
welche  neben  der  Gleichung  ip,  =  r,  zur  Beatimmung  der  "  +  1  Diflereuti 
quotienten  p.p^  ...  pn+t  aafgestetlt  werden,  sind  deniS2  zufolge  als  gern« 
Same   Integrale    von    n    parlielten    Differenti«lgleithungen    zn    betrachli 
welche  sich  in  der  allgemeinen  Form 


'1% 

'^*fö,)]  = 

=  1) .     A  =  1 , 

A3 

..„ 

SeUl  ms 
UDg  1]  ein 

n  den  oben  angenommeuen  Werlh 

so  gehl  dieselbe,   »eil  — ^=( 

rfZ-n  +  l 

^1  = 

i§t. 

darstellen. 
die  Gleich 
gesetzt  werden  darf,  fiber  in 

-^  LVrf*(yrf/,,    (ipt\dxj}      \tix,+J 

Es  Ml  (pf^Cf  ein  Integral  dieser  Gleichung.    Die  Gleichaog  i)-g* 

— ^  =  0  ist,  und  auch  -^ — —  =  0  seseUt  werden  darf,   Über  in 
rfpB+i  dp«+i 


^  \\dTi)  lipi       dpi  \fixj} 


Eine  Lösung  dieser  Gleichung  ist  ip  =  x„^i\  nber  es  giebt  ausserdem  M 
in  weitere  Lösungen  ß,ß,...ßin-  Man  setee  dieselben  als  nene  Verlud 
liebe  in  die  Gleichung  t)  ein.  Indem  man  die  Gleichung  l)  in  der  belui 
tpn  Abkürzung  (<pif>)  =^  schreibt,  erliKit  msu  die  tranaformirte  Oleiehl 

Die  Gleichungen  I)  und  a)  bilden  ein  vollslÄndiges  System,  und  die  i 
liegende  Gleichung  ist  die  Schlnsagleichnng  des  Systems.  Weua  sieb 
(^oefficient  der  Scblnss<;leicliung  als  Function  der  neuen  Veränderlic 
darstellt,  sn  sind  auch  alle  übrigen  Coefficienten  Function  dieser  VerSot 
liehen.    Der  Fall,  dass  sieb  ein  Coeflicienl  der  Schlussgieichung  «U  baal 


A«  ein  vollKtfliKliges  fjyetem  bilden,  seien  Hbkilrzend  J{qt)  =  a  auA 
i)^0  geschrieben.    Indem  man  dea  Differentialqaolienlen  -—  climinirt, 

llt  oiftti  die  OleicliUDg  C(<p)=0,  welche  die  Lösung  9>=ir|  hat.    Bestimmt 

ein»  zweite  Lösnng  ip=Y  der  Gleichung  C'{ip)  =  0  durch  Inlegratinn, 
kmua  man  ans  derselben  weitere  Lösungen  der  Gleichung  C{(p)=:0  durch 
r«r(iDtiMlioü  ableiten  (tergl  S.  88  dieses  Jahrganges).  Man  findet  alsdann 
Integral  des  Systems  als  Function  der  Lösungen  der  Gleichung  C{<p)  =  0, 

■ber  das  Integral  des  .Systems  nicht  ilurch  die  Lösungen  der  Gleichung 
p)=0.  sondern  durch  die  Lösungen  einer  der  ursprünglichen  Gleichungen 
p)  =  D  DUil  ß{<p)  =  0  ausgedruckt  werden,  eo  uiuss  iHeselbe  eine  beson- 

Forderang  erfüllen,   damit  man  ans  einer  Lösung  weitere  Lösungen 

ir  Gleichnng  dnrcli  DifTerentiation  ableiten  kann. 

Die  LüsQngen  der  Gleichung  ^1(9)^0  seien  a,<i,n, ...  b.-i.  Macht 
M  in  der  iransforniinen  Gleichung 


0tr,  da,  rfoj 


ß(c„_,) 


b  Co«ffieienlen   von   ■—•   i 


I   man  die  Gleichung  dm 


I»,)  Uieilt,  so  gehen  alle  übrigen  Coefficienten  dei 
voD  «,  a, a,  . . .  a„^i  Über.    Dies  ist  eine  Eigen 
(vergl.  S.  88  du 


Glei 


1  noumgänglich, 
^B.    Wenn  sich 


ichnft  des  vollständigen 
ises  Jahrganges).  Es  ist  aber,  um  dies  zu  erreichen, 
icn  Coefilcicnten  der  Gleichung  3)  zur  Einheit  zu 
1  Factor  findet,  von  welchem  bekannt  ist,  dass  er 
päd  einen  Coefficienten  der  Gleichung  8)  »u  einer  Function  von  »,  n,  a, ... 
bt,  so  sind  auch  alle  übrigen  Coefficienten  Function  dieser  Veründer- 
Man  kann  sich  denken,  dass  nicht  die  Gleichung  3),  sondern  die 
iptVDgliche  Gleichnng  fi(<p)=0  einen  Factor  erhalten  habe,  welcher  dies 
rfikt.  In  diesem  Falle  ist  <p  =  B{tr,]  eine  Lösnng  der  Gleichung  A{g>)=iO. 
In  dem  Jacobi'Hchen  Systeme,  welches  die  Bedingnugsgleichang 
\H9)]  —  B[A{ip)]  =  <l  identisch  erfüllt,  besitat  sowohl  die  eine  ah  die 
I  der  Gleichungen  A(tp)  =  0  und  B{<p)  =  0  die  hier  geforderte  Eigen- 
Es  ist  nicht  blos  ip  =  B(a,)  eino  Lösnng  der  Gleichung  J{qi)=0, 
tien  ebenso  auch  tpssA{ß,)  eine  Lösung  der  Gleichnng  B{tp)  =  0,  wenn 
B^,  eiofi  aolobe  i«t.  Giobi  man  der  Gleichnng  ^{ip)  =  0  einen  Factor,  wel- 
Ir  eine  beliebige  Function  der  Lösungen  von  Bl,ip)  =  0  ist,  und  der  GleicU- 
(  B(p)=:0  einen  Factor,  welcher  eine  beliebige  Function  der  Lösungen 
■  ^(»)=Olst,  so  besteht  die  identische  Gleichnng  Alfi[tp)]—B[.1[ip)]  =  0 
Daraus  fulgt  der  umgekehrte  Satz,  das«  die  Gleichungen  ^(<p)^0 
fliv)='0<  wenn  dieselben  die  oben  verlaugte  Eigenschaft  besitzen, 
enfalU  aucli  ein  Jncobi'sches  System  darstellen.    Auf  Grund  die 


Und  es  vorschwindet  deshalb  der  Coefficient  von  l- — V    Da  ferner  «Bol 
\dx,/ 

nnnliliängig  von  p,.  alen    .-^  =0  angenommen  wprden  darf,  bo  ubSU  w 
die  nene  rjleiciiimg 

<'>'=|[(S:)g-^-(g)]-^ 

niid  die  AozaLl  der  VerSndei'liclien  ist  nm  2  kleiocr  als  iu  der  Gleicbung 
Man  kann  leii'lit  zeigen,  daaa  die  Gleictinng  3')  eine  lineare  Verbinda 
der  Gleiclinogen  2)  und  I)  ist.    Delikt  man  sicli  nitmlich  in  der  ideDliaell 
Gleichung 


-'=|:[(^')^-^(^)] 


(9, 

«uf  der  rechten  Seile  den  DifTcrentialquottenten  p,  miltela  g>,  =  f,  *lii 
so  gehl  dieselbe,  mit  Rficksicht  dfirauT.  dass  nun  tfi\  an  die  Stelle  i 
tritt,  über  in 

oder  auch,  wegen  der  bekannten  Abkilriungen,  in 

und  mau  siebt  nun,  dass  die  Gleichung  (ip',9t)  =  0  eine  lineare  Vcrbindit 
der  Gleichungen  (if>,<p)  =  (i  und  (go, ()it)  =  0  ist. 
Die  beiden  Gleichungen 
/)  1)  (v\f)  =  ^     (9'.9>)=0 

bilden  selbstverständlich  wieder  ein  vollstfindiges  System.  Doch  dBrf 
dieselben  nicht  mehr  als  ein  Jncobi'scbes  System  angpaeben  werd< 
Was  oben  über  die  Uerleitnng  von  weiteren  Lösungen  der  einen  and  d 
andevn  Gleichung  gesagt  worden  ist,  kann  nun  nicht  mehr  aufrecht  gebulli 
werden.  Wenn  g>  =  (t,  eine  Lösung  der  Gleichung  ((p|fl[i)=ü  ist,  so  g« 
die  Gleichung  a)  durch  die  Substitntion  dieses  VVerthes  tp  über  iu  (^^a 
^(^',a,).  Damus  folgt  Kwar,  dass  man  weitere  Lösungen  gie:«,,  ^^«, 
der  Gleichung  (¥(9>)=0  auch  jetit  wieder  findet,  indem  man  ct,='(4»'t«, 
(,,^(9i',B,)  ,,.  selal.  Wenn  dagegen  g>=ß,  eine  Losung  der  Gteicbni 
^ip\tp)  =  0  ist,  so  darf  man  den  Ausdruck  ^,  =  (i)d,|3,)  nicht  mehr  als  eil 
weitere  Lösung  det  Gleichung  (ip',ip)  =  0  betrachten.    (Vergl.  !,  S7.) 

§  5.    Integration  der  partiellen  Differentwlgleichnng  d«i  ^  2. 

Die  Gleichung  if,  ^  0  haben  wir  in  der  Form  cp,  =  c,  geachrieben.  Ui 
die  Gleichung  'p,  =  <'t  "■o  erliallen,  bestimmen  wir  eiu  Integral  der  parlklle 
Differentialgleichung 
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[)ieser  Gleichung  zufolge  ist  tp  eine  Function  der  2;}  +  l  Veränderlichen 
>,Ps  •"- P«  *  ^i^t -••  ^if  Wenn  aber  die  Veränderliche  j!>,  mittels  g),=  r, 
lus  den  Coefficienten  eliminirt  wird,  so  findet  man  tp  unabhängig  von  p,, 

man  darf  -; — =0  setzen  und  behält  die  einfachere  Oleichune 
dp, 


i=»i 


vorin  nur  noch  2/2  unabhängige  Vcräuderlichc  vorkommen. 

Sobald  man  die  Function  tp^  aufgefunden  hat,  kann  man  die  partielle 
Differentialgleichung  (9't9>)==0  integriren.  Man  findet  die  Gleichung  g^a^^t 
ds  gemeinsames  Integral  der  beiden  Gleichungen 

(gp«9>)=0     ((p,<3p)  =  0. 

dtn 
Da  qp,  von  p,  unabhängig,  also  —^  =  0  ist,  so  fällt  der  DifTcrentialquotiont 

--^  j  aas  der  Gleichung  ((]p,qp)  =  0  weg.    Aus  demselben  Grunde  darf  man 

—  s=0  setzen.    Eliminirt  man  die  Veränderliche />2  mittels  (p,  =  r„  so  6ndet 

man  »  nnabhängig  von  p«,  und  man  darf  auch  —^  =0  setzen.    Man  behält 

dp^ 

die  partielle  Dififerentialglcichung 


(: 


I  =n 


'  dp^  \dxj  \-^  LV^/.r,- /  dpi      dpi  KdxJ] 

mit  nur  2#i  —  2  Veränderlichen,     derselben  genügt  ^=:j:,.    Es  gicbt  noch 
211—3  andere  Lösungen.    Hat  man  eine  Lösung  (p=ßt  durch  Integration 

bestimmt,  so  erhält  man  die  weiteren  Lösungen  ßg=^} —    xi  ßi  = ,  --  < 

v- s.  w.  (vergl.  8.88  dieses  Jahrgangs).     Die  Lösungen  x^  ß^ß^ .,.  ß2n^2 
Mtse  man  als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  (go,  9)  =  0  ein,  und  man 

nhält,  weil  (gJiir,)  =  — 3—  ist,  die  Schlussgleichung  des  Systems  (2,1) 

welche  gleichfalls  2n  — 2  Veränderliche  hat. 

Sobald  man  die  Function  q>^  aufgefunden  hat,  kann  man  die  partielle 
IMfferentialgleichung  (919)  =  0  integriren.  Man  findet  die  Gleichung 
94^^!  tli  gemeinsames  Integral  der  drei  Gleichungen 

(<Pt<P)  =  0     ((3P,g))  =  0      (gp,9)  =  0. 
M^hrift  f.]|ftthttinatlk  a.  Physik,  XX,  4.  *iV) 

r  . 


Integiatioti  der  parttellen  Im 


ind  p,  unabhÄngig,  «Iso  -r-^  =  0.  -^ - 
,1p,  dp. 


DiGTerentinlqufltietit'-D  (;7^)  '""1  (;j — )  """  '•«'  Gloiclmng  (9,^)  =0  w( 
Ferner  isl  —  =0  nnd  -^  =  0.     Elicninirt  man  di«  Veränderliche  />,  01 


tels  <p,  =  Ct,  «o  findet  man    qa  davon  nnnbhängig  nnd  n 
setzen.    Die  Gleichung  (<)[))V)  =  0  g^^i^  itnnii  über  In 

,.  dip,/dq,\      '^\/d>pt\dif,       (/q),/rf-p\"|      „ 

welche  nnr  2n  — 4  VerHndfrliche  hat.  Dprselb^n  gi?nligoa  ^^lE,  n 
(p=:x,.  Auseerdem  gipbt  es  noch  2n  —  5  nadere  l.ösnng'-n.  Man  b«siirai 
nber  nicht  die  LGatingeu  der  Gleichung  3),  sondern  Kof»rt  die  den  Gleic' 
nngen  3)  und  2)  genifiosamen  Ltisangen. 

Mao  bemerke,  daas  die  LösuDgen  der  Gleichung  2)  bekannl  alfl 
AuHser  ip=x,  hat  die  Gleichung  2)  die  an  — 3  weiteren  Lfiautigen  ßtß,. 
/JiB—i.  D'8  Lösung  ß,  wird  durch  jene  Function  9,  ersetzt,  welch«  ei] 
gemeinsame  Lösung  der  Gleichungen  2)  und  l)  ist.  Die  abrigen  2«  — 
Lösungen  ß,ß^...  ßia—2  setze  man  als  neue  Veränderliche  in  die  Oleicbi 
3)  ein.  Solbstverstündlich  brauchen  dieselben  nicht  alle  bekannt  in  «ei 
Man  kann  schnn  mit  einer  einzigen  ausreichen.  Denn  wenn  die  Lüsnog 
bekannt  i^t,  so  erhüK  man  nach  $A  die  übrigen  Lusnngen  ß^=(tp,ß^),  ß^ 
iWißt)  «■  ^-  "'^  Durch  die  angegebene  Transformation  Ttlhrt  man  die  Qleie 
ung  {'Ptf>)  =  '^  über  in  die  Schlnssgleicliung  des  Systems  (3,Si: 

Dieselbe  bat  gleicbfalls  3»  — 4  Veränderliche,  und  es  6ndcn  sich  anss 
ips=x,  noch  2"  —  5  andere,  deu  Gleichungen  3)  und  2}  geraeinsap 
Lösungen.  Vor  der  Gleichung  3)  bat  dieselbe  insbesondere  noch  di«  « 
aus,  dass  sie  neben  den  2n  —  4  Verüoderlicben  die  Grösse  x,  niobt  «nlhl 
welche  in  den  CoerGcienlen  der  Gleichung  3)  als  BestSndige  vorkoma 
Nachdem  man  eine  den  Gleichungen  3)  und  2)  gemeinsame  Lösung  9  = 
durch  Integration  bestimmt  hat .  erhält  man  die  weiteren  gemeioBami 
JUrÜ    „„(?,!■.)...     M.«  ,.lz.  die  2— .  Ui..,, 

'1  ¥i¥f-  ■  Y^''  —  *  "■^^  "^tie   Veränderliche    in    die  Gleichung   (<p,(p)^Q  > 

und  man  erbSll  die  Schlussgleichung  des  Systems  (3.2,1) 

(Jod,  dcD  da  .  da  .       dw 

welche  gleichralls  2n  — 4  Veränderliebe  hat. 

Sobald  man  die  Function  <p^  aufgernnden  hat,  kann  man  die  partii 
Differentialgleichung  (tp,ip)=iO  inlegriren.   Man  findet  die  Gleichung  91^= 
^emeiusames  Intergal  der  vier  Gleichungen 
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r>>AAM^  /s^  -»  ^^^.^  -."V'^Ä^w   «^ys^^k^^»^  ^^^> 


'^^^'*-'N^»./V^>N<'^"^^^  ^^^, 


(V4<P)=0      (qP8V)=Ö      (g),qo)=0     (ep,  g?)=0. 

ÜÄ  g>^  nnabhängig  18t  von  PtPtPt.   «Iso  - —  =  0,  - —  =  0,  —^=0  ist,   so 

dPi  ttpt  ffpa 

fallen   die   Diffcrentialquotionten    (- — j   ( —  j   i- — J  aus  dor  Gleichung 

,      dq>  dq)  d(p 

im  <r«]  =  0  weg.   Ferner  ist  - —  =  n^      -  =o,  -—  =0  zu  setzen.    Man  elimi- 
*  dpx  dpf  (ipt 

nire  die  Veränderliche  p.  mittels  Q>ä  =  c.,    Man  kann  dann  — -    =o  setzen 

dp^ 

und  mau  behält  die  einfachere  Gleichung 

dq>4(d(p\  .  ^[(d(pAdg>      ^^jf^^W^Q 
^  dp^  \dxj  "'■j^  l\dXi )  dpi      dp,  \(/.r./J 

worin  noch  2n — 6  Veränderliche  vorkommnn.  Es  genügen  derselben  <p=a:, 
9»  =  X|  9  =  Ä'j.  Ausserdem  giebt  es  noch  2;»  — 7  andere  Lösungen.  Man 
bestimme  aber  nicht  die  Lösungen  der  Gleichung  4),  sondern  sofort  die  don 
Gleichangen  4),  3),  2)  gemeinsamen  Lösungen 

Man   bemerke,    dass    die   den   Gleichungen   3)    und   2)   gemeinsamen 
Losungen  bekannt  sind.     Ausser  q>  =  3Ci  haben  die  Gleichungen  3)  und  2) 
die  2n  —  5  gemeinsamen  Lönungen   /t  yj . ..  y2n— 4«     Die    Lösung  y^   wird 
durch  jene  Fnnction  g?^  ersetzt,  welche  eine  gemeinsame  Lösung  der  Gleich- 
angen 3),  2),  1)  ist.    Die  ttbrigen  2w  — 0  Lösungen  y,  74  . . .  y2n-4  setze  man 
iU  DPue  Veränderliche  in  die  Gleichung  4)  ein.     Dieselhen  brauchen  nicht 
alle  bekannt  zu  sein.    Wenn  eine  einzige  Lösung  q>  =  yi  vorliegt,  so  kann 
Ditn  ans  derselben  die  übrigen  herleiten,  nftmlich  )'^  =  (g)^^,),  Y5^=^  i9>4y4) 
a.  8.  w.    Die  vorgeschriebene  Transformation  führt  die  Gleichung  4)  über  in 
die  Schlnssgleichung  des  Systems  4,3,2): 

dw  .  (tcp  .  .      dtp 

Dieselbe  hat  2n  —  Ö  Veränderliche,   und  man  findet  deshalb  ausser  (p=Xi 
noch  In— 7  andere,  den  Gleichungen  4),  3),  2)  gemeinsame  Lösungen.    Vor 
der  Gleichung  4),  welche  ebenso  viele  Veränderliche  hat,  hat  dieselbe  ins- 
beMüdere  noch  dies  voraus,  dass  sie  die  Grössen  or,  und  x^  nicht  enthält, 
welche  io  den  Coefficienten  der  Gleichung  4)  als  beständige  Grössen  vor- 
kommen. Nachdem  man  eine  den  Gleichungen  4),  3),  2)  gemeinsame  Lösung 
V  =  6|  dnich   Fntegration    bestimmt    hat,    erhält   man    weitere   Lösungen 

a,  =  :LlI!!l    d^=— -■■-  u.  8.  w.     Man  setze  die  2w  — ü  Lösungen  a:,  d.iJ, 

•••  d],_(  ilü  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  1)  ein,  und  man  gelangt 
hierdurch  SU  der  Schlussgleichnng  des  Systems  (4,3,2,1): 

worin  gleichfalls  2/1  —  6  Veränderliche  vorkommen. 
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Diesen  Einzelnheiten  entnehmen  wir  den  allgemeinen  Aasdrnck  der 
Methode.  Die  Gleichung  9>«  =  c,  ist  ein  Integral  der  partiollen  Differential- 
gleichnng  1),  welche  2n  unabhängige  Veränderliche  hat.  Jede  der  übrigen 
Gleichungen  <je>s=c„  cp^sc^  ...  (jp„  =  Cn  bestimmt  sich  als  Integral  eines  voll- 
ständigen Systems  von  zwei  partiellen  Differentialgleichungen.  Die  Gleich- 
ung |9>s  =  C8  genügt  der  partiellen  Differentialgleichung  2)  und  der  Schluss- 
gleichung des  Systems  (2,1).  Diese  Gleichungen  haben  2n  —  2  Veränder- 
liche. Die  Gleichung  q>^  ==>  c^  genügt  der  Schlussgleichung  des  Systems 
(3,2)  und  der  Schlussgleichung  des  Systems  (3,2,1).  Diese  Gleichungen 
haben  2n  —  4  Veränderliche.  Die  Gleichung  g>^=  c^  genügt  der  Schluss- 
gleichung des  Systems  (4, 3,  2)  und  der  Schlussgleichuug  des  Systems 
(4,3,2,1).  Diese  Gleichungen  haben  2/2 — 6  Veränderliche.  Zur  Bestimmung 
der  Gleichung  q)(=zCi  hat  man  die  Schlussgleichung  des  Systems  (i  —  1, 
1  —  2...  2)  und  die  Schlussgleichung  des  Systems  (i  =  l,  t  — 2  ...  2,1),  welche 
2n  — 2(i  — 2)  Veränderliche  habon.  Die  beiden  partiellen  Differentialgleich- 
ungen endlich,  welche  zur  Bestimmung  von  <j[)„  =  c„  zu  gebrauchen  sind, 
haben  nur  vier  Veränderliche.    (Vergl.  I,  SS  6  und  8.) 

Wenn  die  Differentialquotienten  p,  7;,  ...p„  bekannt  sind,  so  bestimmt 
sich  das  vollständige  Integral  a  =  c  der  Gleichung  '^|;^=zO  durch  das  voll- 
ständige System  der  n  partiellen  Differentialgleichungen 

'  dz  dxt  dz  dx^  dz  dXn 

Aber  auch  dieses  System  kann  durch  ein  anderes  ersetzt  werden,  welches 
nur  zwei  Gleichungen  hat.  In  S  3  ist  gezeigt  worden,  dass  die  Function  a 
auch  den  n  — 1  partiellen  Differentialgleichungen 

D)  (g?,<p)  =  0     (qp,g))  =  0...  (gE>„-igp)  =  0 

genügt.  Es  können  deshalb  bei  der  Bestimmung  von  et  die  Gleichungen  D) 
an  die  Stelle  von  «  —  1  der  Gleichungen  C)  gesetzt  werden.  Jene  drei 
Lösungen  9>=Xt,  9=Xa,  9=X4,  welche  ausser  g?  =  a:,  dem  System  (w— 1, 
n — 2  ...2)  entsprechen,  dürfen  als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  weil  die 
Grösse  q>n  als  Function  davon  bestimmt  worden  ist.  Die  Lösung  x«  wird 
durch  die  Function  q>n  ersetzt,  und  das  vollständige  Integral  der  Gleichung 
t|;,=:0  wird  deshalb  als  Function  von  .r, XjX^  gefunden.  In  Verbindung  mit 
den  Gleichungen  D)  setze  man  die  Gleichung 

n)  ('"•'')  =  ^'"  +  ^  =  «' 

worin  i>l  anzunehmen  ist,  damit  (p=Xi  eine  Lösung  dieser  Gleichung  sei. 
Wäre  nur  die  eine  Lösung  <p  =  x,  bekannt,  so  fände  man  die  andere  in  der 
Form  Xj  —  (qPnXj).  Die  Schlussgleichung  des  System«  (w,  w  — 1  ...  2)  hat  nur 
die  zwei  Veränderlichen  x,  und  x^.    Man  erhält 


.'^ 
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Aiiswr^  =  dr|   findet  man  eine  Lösung  g)  =  Ax.     Die  Schlnssgleichung  des 
87stem8(ii,  n  — I  ...2, 1)  ist 

dq>t  dq,  .dtp 

ind  daraus  bestimmt  sich  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  t/;i=0. 

§6.  Wie  Jacobi  die  Systeme  partieller  Dififerentialgleichnngen 
des  §  2  integrirty  nnd  die  Methode  des  Herrn  Clebsoh. 

Es  ist  in  S  4  gezeigt  worden,  dass  die  partiellen  DifTerentialglcichungen 
dea{2  in  der  ursprünglichen  Gestalt,  wornach  die  Grössen  9>i  qp« ...  9n  als 
FnoctioD  der  2n-|-l  Veränderlichen  Ptpf.. .pn  ^  ^t^f'^n  vorausgesetzt 
Verden,  Jacobi* sehe  Systeme  darstellen.    Das  Jacobi*sche  System  der 
CleichoDgen  A{q))=:0  und  B(q>)=0  ist  daran  kenntlich,  dass  es  die  Gleich- 
ung ^lB{fp)']  —  ^[-^(9)]  =  0  identisch  erfüllt.     Es  ist  ferner  gezeigt  wor- 
den, dass  die  partiellen  Differentialgleichungen   des  S  2  die  Eigenschaft 
eioes  Jacobi* sehen  Systems  verlieren,  sobald  eine  Veränderliche  mittels 
einer  der  Gleichungen  g)|  =  C|  g)s=C| ...  g7,==c,-  eliminirt  wird.     Das  Ver- 
fsbren,  dessen  sich  Jacobi  zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleich- 
ODgen  des  S  2  bedient,  beruht  darauf,  dass  jedesmal,  sobald  infolge  einer 
rransformation  des  Systems  die  erwähnte  Eigenschaft  verloren  geht,  ein 
anderes  System  an  dessen  Stelle  gesetzt  wird,  welches  diese  Eigenschaft 
besitxt. 

Um  mit  Jacobi  zu  rechnen,  schreibt  man  die  Gleichung  91  =  ^1  von 
Tornherein  in  der  Form  />i  =  7ri  (;>t/'t  •••Pn  2ir,ic,  ...  a-«),  und  man  erhält 
dann  die  Gleichung 

"        fö>|[(S)S-S(^)]=«- 

i^acbdem  man  ein  Integral  (p,=  Cs  aufgefunden  hat,  schreibt  man  dasselbe 
n  der  Form  Pf'=nf(CfPtP4"'Pn^^i^f'^n)-  Mau  erhalt  dann  die 
Sleichung  ^ 

«>      6?.)+|[(S)^-2-Ä"ei)]=»- 

>ie  Gleichung  <pt=^i  ^^^  ^1°  gemcinsamcN  Integral  der  Gleichungen  2)  und 
).  Um  ein  Jacobi'sches  System  an  deren  Stelle  zu  setzen,  bestimme  man 
len  Werth  Pt=^n\{rj^pgp^,.,pn  z  XiX^.,,  x„).  Anstatt  der  Gleichung  1) 
lal  man  dann  die  Gleichung 

Oie  Gleichungen  2)  nnd  T)  bilden  ein  Jacobi'sches  System  (vergl.  S.  86 
lieses  Jahrgangs). 


NiiclidoDi  rann  ein  lotegrAl  q>,  ^  c,  dieses  Syelems  nnfgcAiaden  liAl^j 
liinml  man  aas  demselben  den  Werlli  pt=n»  {.'■'t'^tPtl'b  —  f'*  •^13!^..,*^) 

1  man  eihftlt  die  Gleiohnng 


3) 


^::yim^r^m 


=  0. 


Die  Gleichung  tp,  =  c^  ist  pin  den  drei  GleichuDgPD  3),  2),  l')  gemeinsamMl 
Iniegiftl.  Um  ein  Jacobi'aobes  System  an  deren  Stelle  %u  seuco,  bn<r 
elimme  man  die  Wertlie  Pi^^'t(c,i-^  p^p^..,p„  i  x,Xf ...  x^)  und  ;J|,1 
^n",  {c,efp^p^...p„  i  .r,x,-..  x„).  Anstalt  der  Gleiclinngi'ii  2)  und  l')! 
bat  mnn  nnn  die  beiden  folgenden: 


2') 


I") 


1^1  = 


0. 


(g)+|[(^)^-f(J^)]-"- 


nie  Gleichungen  3),  2'),  l")  bilden  ein  Jacobi'gche«  System. 

Abgesehen  dnTon,  dass  sich  die  TrRDsfurmationeD,  durch  welche  dttfJ 
Gleichungen  2)  und  1)  in  2')  nnd  l")  übergeführt  werden,  nucli  der  Metlioil« 
des  <i  5  als  UherflüGsig  erweisen,  hat  eich  Jacobi,   indem  er  diesen  \ 
einachlügl ,  einen  Vortlieil  entgehen  lassen,  welcher  eich  auf  dem  von 
eingescbUgeneu  Wege  so  za  sagen  von  selbst  darbietet.    Die  LGaongen  der  1 
Gleicbang  2)  sind  bekannt ,  weil  dioselbpn  bei  der  Bestiminiing  der  Gleicb- 
ODg  9g  =  c,  anfgeTanden  wurden  sind.     Jacnbi  lelxt  an  deren  Stelle  die 
Gleichung  2"),  deren  Lösungen  nnbekannl  sind.    Denn  es  iat  die  Gleichung  1 
2')  eine  lineare  Verbindung  der  Gleichungen  3)  und  2)  (vergl.  «i  4). 

Um  die  Gleichung  ^,=  c,  aufEUSlellen ,  hnbe  ich  ein  gemeinsa 
tegral  zweier  partiellen  Differentialgleichnngen  mit  je  2  n  — 4  Vcrflnderlicbeii  I 
bestimm).  Die  Jacobi'ache  Methode  verlangt  ein  gemeinsames  Integral  I 
dreier  partiellen  Differentia)gleichung''n  mit  je  2n  — 4  Verändcrlidten.  I 
Ebenso  bestimme  ich,  um  die  Gleichung  9,  —  c;  aufzuatellen,  ein  gemein-  1 
sames  Integral  zweier  partiellen  Üifferentialgleichnngen  mit  j^  2ii~i{i~%)4 
Veränderlichen.  Die  Jacobi 'sehe  Methode  verlangt,  dass  man  ein  gemein-  ] 
■amea  Integral  von  1— I  partiellen  Differentislgleicbuugen  bestimme,  roa  I 
welchen  jede  2«  — 2i+4  Veränderliche  hat  (vergl.  Nqdo  methoiias  integranäiy\ 
%  32  im  60.  Bande  des  Crelle'«chen  Jnurnalsj  ferner  Vorlesungen  ÜberJ 
Dynamik,  S.JQI), 

In  jener  Abhandlung  „Deber  die  simultane  Integration  linearer  pAr-l 
lieller  Dift'erenliHlgleicIlungen",  welche  iu  dem  Sä.  Bande  des  Crelle'schenJ 
Jiiurnals  erschienen  ist,  beabsichtigt  Herr  Clebsch  die  von  mir  gefnndc' 
nen  Resnlt»te  auf  einem  Andern  Wege  ia  erbnlten.    Herr  Clebs 
jenem  Verfahren,   nnch    welchem   ich    die  Integration  eines  vollstSndigeiti 
äjrstema  auHfUhre  für  den  Fall,  dass  dassulbe  nicht  Xiigleicb  ein  Jscoh 


'erft.  8. 97  dieses  Jahrfangs),  keinen  Gfibraueb  gemacht,  sondern 
Jacobi'ficlie  Systeme  integrireu  wollen  Zu  diese m  Bebufe 
Ibe  in  der  erwähnten  Abliandlung  S.  25t)  gezeigt,  wie  mati  ein  völl- 
ige» System  iu  ein  Jacobi'scheu  verwa'ftdeln  könne.  An  die  Stelle 
ia  von  mir  integrirlen  Systeme  bat  Hen-  CleLscb  S.265  Jacobi'scbe 
SftKme  goijelzt,  welche  zugleich  die  Eigenschaft  besitsen,  dass  iii  dem  ■"" 
Ejiieni,  welches  aus  i  Gleichungen  besteht,  die  f— 2  ersten  Gleichungen 
ij«li>ch  sind  mit  den  i  — 2  ersten  Gleichnngea  dea  i  — L""  Syatema.  Es  ist 
M«r  in  dem  i""  Systeme  die  Integration  der  i  — 2  ersten  Oleichnngen  als 
nlliugen  an  belracblen. 

Bevor  mau  zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  des  S  3 
idisitct,  verwendet  man  die  Gleichungen  ^,  =  c, ,  <pt^=Cf...ipi=Ci,  soweit 
^itnlben  jedesmal  bekannt  sind,  enr  t'liminatioii  der  Diflereutialquoltenten 
tih—Pt-  Iti  ü  ^  habe  ich  gezeigt,  wie  man  diese  partiellen  Differeotial- 
|lritbiiQgen  unmitlelbar  in  derjenigen  Form  integrirt,  in  welcher  sich  die- 
wlbun  darstellen,  wenn  7),  frei  von;',,  q),  frei  von  p,p„  ipi  frei  von  p,  pt  ■■■ 
ft-i  gedacht  werden.  Dagegen  wandelt  Herr  Clebsch,  bevor  er  zur  In- 
lipttioD  Bebreitet,  diese  partiellen  DifTerejitialgleichungen  in  Jacobi'scbe 
BjtteiBS  um.  Zum  Mindesten  ist  diese  Umwandlung  eine  überflüssige 
iibcit,  weil  die  nrsprjlnglicben  Gleichungen  der  Integration  ebenso  grosse 
Voillieile  bieten,  wie  die  Gleichungen  der  erwähnten  Jacobi'scheu 
8jHtme.  Doch  ist  dies  nicht  der  einzige  Vorwurf,  welchen  man  derselben 
tuthsa  kann.  In  dem  S  H  werdu  ich  zeigen,  dass  die  von  Herrn  Clebnch 
forgBichlagene  Umwandlung  der  partiellen  Differentialgleichungen  in  Ja- 
eobi'Khp  Syüteuio  der  Integration  andererseits  wieder  Schwierigkeiten 
Weiwi,  von  welchen  der  andere  Weg  frei  ist. 


§  7.    Die  Methode  dea  Herrn  A.  Hayer. 

l>otn  S&  zufolge  bestimmt  sich  die  Gleichung  tp,'=r,  durch  eine  lineare 
fuiislle  Differentialgleichung  mit  2n  unahbftngigen  Veränderlichen.  Die 
Gbicliimg  <pi  =  c,  dagegen  ist,  wenn  i]>2  angenommen  wird,  als  gemein- 
Mae*  Integral  zweier  linearen  pnrtiellen  Differentialgleichungen  mit  je 
I«— j(,*_3]  Veründerlichen  zu  ermitteln.  Nachdem  man  vermittelst  der 
"  Glwehongen  'ri  =  '-i  die  partiellen  Differenlialquotienlen  p,p,...pm  als 
FtMtiou  von  :x,x,...  3:^  dargeatelii  hat,  findet  man  anch  das  voUstHn- 
%8lWpgral  o  =  r  der  zu  inlegrirenden  Gleichung  ^,  =  0  als  gemeinsames 
Ib<P»I  tweier  linearen  partielteu  Differentialgleichungen  mit  je  zwei  Ver- 
todiilichco. 

An  <lie  Stelle  zweier  linearen  partiellen  Differentialgleichungen,  welche 
^•olliIJtD'ligo»  Syatem  bilden,  setzt  Herr  A.  Mayi^r  eine  einzige  partielle 
'KflmaiiHlgIcichung ,  indem  er  nach  einer  bestimmten  Regel  eine  lineare 
TnbitdflDg  der    swei  gegebenen  DiffprentinlgleichuDgeu  bersteilt  (vergl. 


§  S     Betrachtnng  derjenigen  Fälle,  in  welchen  die  Methode  des  § 
eine  Aendeinn^  erleidet. 

Uie  Gleicbnng  lp^=e^  ist  eiu  den  di'ei  partiellen  Ditfereuttiilgleicliunf 
3)2)0  CVb'P)  =  0     (Vj'P)  =  0     (Ti9=)  =  0 

getiieiosames  Integral.  Um  zuuScIist  ein  den  Gleicliungen  3)  und  2)  geoii 
sftoies  IntPgrnl  /.n  erbMlteii,  integrirt  man  die  Scblussgleiclinng  duG  Sjrttc 
(3,2).  Diese  üieicbiiiig  aber  wird  in  (j  5  in  folgender  Weise  dargesti 
Uie  Lüsungec  p^ßi---  ßin-2  der  Gleicbnng  3)  werden  als  bekannt  rors 
gesellt,  weil  die  Beütiniinaiig  von  tp^  aU  Function  dieser  LöBungen 
gegangen  ist.  Indem  man  dieselben  als  neue  Veränderliche  iu  die  Gleit 
iing  3)  eiaselzt,  gelangt  man  eii  der  Scblnssgleichuug  dei  Systeme  (9, 
Wenn  nan  aber  ip^  nU  Function  von  x^  und  ß^  gefunden  wird ,  wenn  1 
anaser  x^  und  ip^  eine  weitere  Lösnng  der  Gleichung  3)  nicht  beknnitt 
gfl  kann  man  die  Scblnasgleicbung  des  Systems  (3,2)  nicht  mehr  auf  d 
nngpgpbenen  Wege  erbalten. 

Die  Gleichung  3)  bat  2n— 4  Veränderliche,  nnd  es  giebt  dealialh 
q>=X^  und  9=j^j  noch  2n  — 5  andere  Lösungen  dieser  Gleicbnng,  1| 
bestimme  eine  dieser  Lösungen,  am  dieselbe  als  neue  Veränderliche  id 
Gleichung  2)  einvusetEen.  Man  erhält  weitere  Lösungen  der  Gleichung 
und  alsdann  auch  die  Svhlnssgleichnng  dos  Systems  (3,  2).  Es  ist  slsa 
diesem  Falle  die  Aufatellnng  der  Scblussgleichnng  davon  abbSngig,  d 
man  ein  Integral  der  partiellen  Differentialgleiebung  3)  bestimme. 

Aber  selbst  dann,  wenn  ausser  x^  und  ^^  eine  weitere  Ldsaog  (t,  1 
Gleichung  2)  bekannt  ist,  kann  es  sich  ereignen,  dass  der  in  S  S  vorgexa* 
DOte  Weg  nicht  znm  Ziele  führt,  und  man  wieder  genöthigt  ist,  die  Schln 
gleichnngdes  Systems  (3,2)  auf  dem  luletzl  angegebenen  Wege  dameteB 
Wenn  die  LtSsang  ß^  bekannt  ist,  so  erhält  man  weitere  LCsangen  derGMi 
ung2).  indem  man  ßt^^ifißs),  ßi={<f>tßt)  u.a.  «■  sotat-  Für  den  F»JI.  di 
sieb  (^^=(fl^,(3s)  als  Function  von  a;,  9;,  jj,  darstellt,  gelangt  mau  nicht  so  eh 
weiteren  Lösung  der  Gleichung  2).  In  ■  der  Schlussglnicbung  des  ( 
BteniH  (3,3) 

mtlssen  aber,  wenn  nicht  etwa  {'p-iß^'^^  i^'i  >i  welcbem  Falle  jlt,  eine  d 
Gleichungen  3)  und  2)  gemeimtame  Lüsang  ist,  mindestens  snei  unabhAngi 
VorKnderlicbe  vorkommen,  um  ein  den  Gleichungen  3)  und  2)  gemdtuu 
Integral  aus  derselben  herleiten  zu  kfinneu. 

leb  habe  hiermit  geseigt,  dass  der  Fall  einireien  kann,  wo  uuiMr 
und  ip^  eine  weitere  Lösnng  ß^  der  Gleichung  2)  vorliegt,  und  mui  di 
nicht  auf  dem  in  !>  5  rorg esc b riebeneu  Wege  zn  der  Seblussgleicfantig  1 
Systems  (3,3)  gelangt,  wo  man  also,  um  die  Gleichung  tp^  =  r^  auF»l«ltra 
kennen,  ein  System  von  drei  parliellea  Ditlerentialgloichuageo  iul 


Hsde  Panclion  ip,  welche  diesen  drei  Gleichungen  gleichzeitig  genilgt,  besitzt 
■i«  Et|;eBitchaft ,  daes  sie,  nenn  37,  =  ^,"  gesetzt  wird,  von  n^  und  h^  frd 
pt.  Um  dinselbe  za  beutimmen ,  brnucbt  mau  diu  die  erste  Gleichung  in 
btvgriren.  Ana  deu  LösDiigen  dieser  Gleiubung  kann  mnn  auf  Grund  der 
■iKArwUhniea  Eigenschaft  die  den  drei  Gleicliitngen  gemeinssmen  Lösungen 
■neb  eine  xlgebrnische  Operation  ableiten. 

I  Da  al#o  drei  und  mehr  lineare  partielle  DifierentUlgleichungen,  welche 
pa  voIlstSiKliges  S^rsteni  bilden,  durch  eitie  einzige  Differentialgleichung 
Ineist  werden,  en  könnte  man  vielleiebt  meinen,  die  Methode  des  5  5  sei 
nsx  enibebriich,  da  dieselbe  ja  doch  weniger  leiste,  als  die  vorstehende 
pMldctiDii.  Man  würde  aber  dann  einen  wesentlichen  Pnukt  in  der  Lösung 
l«r  Aufgabe  übersehen,  wie  sie  lu  Ü6  gegeben  ist. 

I  Die  ersle  Gleichung  des  obigen  Syslems  E)  hat  2n  — 4  Veränderliche. 
hmaerdfin  enthalten  die  CoerUcienten  dieser  Gleicbnng  noch  die  Grössen  u, 
wad  ti^,  welche  bei  der  Integration  als  unbestimtrte  Beständige  zu  betrachten 
iMi.  JcDe  beiden  partiellen  DifTercutialgh-icbungon  des  S  5,  deren  gemein- 
uie«  Inte-gral  die  Gleichung  q!,=r^  darstellt,  haben  gleichfalls  je  2n— 4 
^«rütidr^r liehe.  Die  Coefficieuteii  dieser  Gleichungen  sind  Function  der 
1» — 3  l.ösungen  X^ß^ß^..  .ßi„^i  der  Gleichung  {'Piip)  =  ^<  "•"'  *'°"  ^''^' 
■B  Grössen  kmniut  X,  in  der  Eigenschaft  einer  Beständigen  vor.  Di"  par- 
bllen  DilTereulialgleichungeu  des^  &  enihalten  demnach  eine  unbestioimta 
baUUidige  weniger  aU  die  erste  Gleichung  des  Systems  E).  In  gleicher 
VAia«  Aütlinlten  die  ewei  partiellen  Differentialgleichungen,  welche  dem 
b  xafolge  «n  die  Stelle  voa  Z-j-i  partiellen  Differentialgloichnngen  gesetet 
brdeu,  '  nnbegtimmte  ßesltlndige  weniger  als  die  erste  Gleichung  jenes 
Ldem  Systems  E),  welches  nach  der  obigen  Regel  gebildet  ist. 
I  Viir  der  Jacobi 'sehen  hat  die  Methode  des  S5  unzweifelhaft  einen 
iwring.  nicht  eigentlich  deshalb,  weil  das  System  von  2^-'  partiellen  DifTe- 
^tialgl flieh ODgen  durch  ein  System  von  nur  zwei  partiellen  Differential. 
dricbongeu  erdelzt  wird,  sondern  weil  die  Gleichungen  des  letaleren  Sy- 
llf^P«  t  nDbestimmle  Beständige  weniger  enthalten,  als  die  des  urejirüng- 
khen  System».  Auch  das  Integral  des  letzteren  Systems  enthält  infolge 
icii-r  '  iinbeAlimmte  Beständige  weniger  als  das  Integral  des  ureprang- 
lebeD  System«;  und  dies  ist  jedenfalls  eine  Erleichternng  der  Integrnttcms- 
Lfi^mb«.  Uie  TOD  Herrn  A.  Mayei:  vorgeschlagene  Methode  (vergl.  Math. 
Ldb.  Bd.  V  8.  4tW)  leistet  in  dieser  Rücksicht  nicht  mehr  als  auch  die 
tftcobi'aelie.  Die  ersle  Gleichung  des  Systems  E)  enthalt  ehensoviele 
labestimtDtfl  Beatündige  als  die  Gleichungen  de»  Jacobi'scben  Systems. 
Mm  Ut  daabalb  ein  Anlaas  nicht  gegeben,  die  hier  besprochene  Methode  an 
m»  Stvlla  der  in  S6  befolgten  zu  setzen,  so  oft  es  sich  um  das  gemeinsame 
latcgr*)  eioea  ralUtJlndigeu  Systems  von  drei  nnd  mehr  pnrtiellen  Differen- 
ÜsJeMchtiDECti  huidelt. 
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gleichung  und  gelangt  alsdann  wieder  zu  der  Schlussgleichung  des. Systems 
(4,3,2). 

Wenn  auch  die  weiteren  Lösungen  der  Gleichung  2)  nicht  bekannt 
sind ,  80  dürfen  doch  die  Lösungen  der  Gleichung  3)  als  bekannt  voraus- 
gesetzt  werden;  denn  es  haben  dieselben  schon  bei  der  Bestimmung  von  (p^ 
Verwendung  gefunden.  Indem  man  dieselben  als  neue  Veränderliche  in  die 
Gleichung  4)  einsetzt,  gelangt  man  zu  der  Schlussgleichung  des  Systems 
(4,3),  welche  gloichfaÜH  2;^  —  6  Veränderliche  hat.  Mau  bestimme  eine 
Lösung  dieser  Gleichung  und  setze  dieselbe  als  neue  Veränderliche  in  die 
Gleichung  2)  ein.  Man  erhält  weitere  Lösungen  der  erwähnten  Schluss- 
gleichuug  und  alsdann  auch  die  Schlussgleichung  des  Systems  (4,3,2). 

Ich  nehme  an,  dass  weitere  Lösungen  weder  der  Gleichung  2),  noch  der 
Gleichung  3)  gegeben  sind.  Man  muss  dann,  nm  die  Schlussgleichung  des  Sy- 
stems (4,3,2)  aufstellen  zu  können,  vor  Allem  eine  Lösung  der  Gleichung  4) 
boHtitnmen.  Man  setze  dieselbe  als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  3) 
ein.  Man  erhält  weitere  Lösungen  der  Gleichung  4)  und  alsdann  auch  die 
Schlussgleicliung  des  Systems  (4,3).  Alsdann  bestimme  man  eine  Lösung 
dieser  Schiussgleichung.  Indem  man  dieselbe  als  neue  Veränderliche  in  die 
Gleichung  2)  einsetzt,  findet  man  weitere  Lösungen  dieser  Schlussgleichung, 
und  man  gelangt  alsdann  jedenfalls  zu  der  Schlussgleichung  des  Systems 
(4,3,2). 

Wenn  die  weiteren,  den  Gleichungen  3)  und  2)  gemeinsamen  Lösungen 
nicht  bekannt  sind,  so  muss  man,  wie  vorstehend  gezeigt  worden  ist,  um  die 
Schlussgleichung  des  Systems  (4,3,2)  aufstellen  zu  können,  zuvor  das 
Integral  einer  partiellen  Differentialgleichung  bestimmen,  welche  2«  —  6 
Veränderliche  hat.  Aber  man  hat  andererseits  zur  Bestimmung  der  Gleich- 
ung q)^  =  c^  nicht  mehr  eine  partielle  Differentialgleichung  mit  2n  —  4 
Veränderlichen,  wie  in  §  5  angenommen  ist;  denn  die  Schlussgleichung  des 
Systems  (3,  2,  1)  hat  dann  höchstens  drei  Veränderliche.  Es  sind  also  in 
diesem  Falle  an  die  Steile  einer  partiellen  Differentialgleichung  mit  2n  —  4 
Veränderlichen  zwei  andere  partielle  Differentialgleichungen  getreten ,  von 
welchen  die  eine  nur  drei,  die  andere  2n  —  Ö  Veränderliche  hat. 

Wenn  ferner  die  weiteren  Lösungen  sowohl  der  Gleichung  2),  als  der 
Gleichung  3)  unbekannt  sind,  so  muss  man  eine  weitere  partielle  Differen- 
tialgleichung integriren,  welche  gleichfalls  2;t  —  0  Veränderliche  hat.  Da- 
gegen hat  bei  der  Bestimmung  der  Gleichung  g)^=:c^  die  Schlussgleichung 
des  Systems  (3,2),  deren  Integration  der  Aufstellung  der  Schiussgleichung 
des  Systems  (3,2,1)  vorausgeht,  nicht  2ti — 4  Veränderliche,  wie  in  $  5  ' 
angenommen  worden  ist,  sondern  nur  drei  Veränderliche.  Es  sind  auch 
hier  an  die  Stelle  einer  partiellen  Differentialgleichung  mit  2n  —  4  Ver- 
iaderliehen  swei  andere  partielle  Differentialgleichungen  getreten,  welche 
iehangsweise  drei  and  In  —  6  Veränderliche  hahen.   (Vergl.  I,  SJD.) 


Von  A.  Weilbr.  297 

Ich  habe  hiermit  gezeigt,  dass  sich  in  den  besprochenen  Ausnahme- 
fällen ,  wo  man  von  dem  in  S  5  vorgezeichneten  Wege  abweichen  muss ,  die 
Lösung  der  Aufgabe  noch  vortheilhafter  gestaltet,  als  sich  dort  heraus- 
gestellt hat. 

§  9.    Wie  Jacobi  die  abhängige  Veränderliche  ans  der  partiellen 

Differentialgleichung  %  =  0  entfernt. 

Es  ist  noch  ein  Punkt  zu  besprechen,  in  welchem  meine  Methode  von 
der  Jacobi *schen  abweicht.  Man  hat,  um  die  Differentialquotienten 
PtPt'"Pn  *^s  Function  von  z  o:, or, . . . ar„  darzustellen,  ti  —  1  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen mit  beziehungsweise  2n,  2fi — 2,  2n  — 4...4  Veränder- 
lichen. Diese  Gleichungen  gruppiren  sich  zu  «—1  verschiedenen  Systemen, 
und  die  Integrale  dieser  Systeme  9>2^^^2i  9ä=^3  ***  T'M^^nt  in  Vorbindung 
mit  der  zu  integrirenden  Gleichung 

9^1  {P1P2  "'Pn^  ^iX^  ...««)  =  q 

geben  die  gesuchten  Differentialquotienten /?j/?2...;>n*  Zu  jenen  ;i— 1  par- 
tiellen Differentialgleichungen  habe  ich  noch  eine  partielle  Differential- 
gleichung mit  nur  zwei  Veränderlichen  hinzugefügt,  und  gezeigt,  dass  das 
gemeinsame  Integral  dieser  n  Gleichungen  ein  vollständiges  Integral  der 
Gleichung  q>i  =  c^  ausdrückt.    (Vergl.  §  5.) 

Jacobi  beginnt  damit,  die  partielle  Differentialgleichung  t/;j  =  0  von 
der  abhängigen  Veränderlichen  z  frei  zu  machen.  In  seinen  Vorlesungen 
über  Dynamik,  S.  237,  heisst  es:  „Wir  werden  annehmen,  dass  die  gesuchte 
Function  selbst  in  der  Differentialgleichung  nicht  vorkommt.  Diese  An- 
nahme ist  keine  wesentliche  Beschränkung,  da  sich  der  allgemeine  Fall 
immer  auf  diesen  zurückführen  lässt.  In  der  That,  wenn  die  vorgelegte 
Differentialgleichung  die  gesuchte  Function  z  enthält,  also  die  Form 

.  /  dz    dz  dz  \ 

*  \fl.Tj  dx^         dx„         *    '  / 

hat,  so  führe  man  eine  neue  unabhängige  Veränderliche  x  und  eine  nene 
abhängige  co  durch  die  Gleichung  m  =  d'z  ein;  dann  wird 

dm  do)  dz  dcD  dz 

dx  da\         dx^'"  dxn         dx^^ 

also 

d(ü      dz        ]    d(a  dz        1    dto 

dx     dx^      X  dx^'"  dx„      x  dx„' 

Daher  geht  die  vorgelegte  Differentialgleichung  über  in 

/ 1,  d<o    1    dco  1    des   da>  \ 

^^  "^'Kxd^,  Xd^,'"  X  di„di '''''' '"''V'-'^' 

welche  zwar  eine  unabhängige  Variabele  mehr  enthält,  nämlich  a*,  in  wel* 
eher  aber  10  nicht  selbst  auftritt,  sondern  nur  seine  Differential<ii|^<^i>KQS«ni. 
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nach  xx^x^  ...  a:„.    Wir  können  nns  also,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  scha- 
den, auf  den  Fall  beschränken,  wo 


(rfz    rfz         dz  \ 

dx^  dX2        dXn  J 


die  gegebene  Differentialgleichung  ist,  and  z  selbst  in  der  Gleichung  nicht 
vorkommt." 

Von  der  Ja cobi 'sehen  Transformation  Gebrauch  machend,  hat  man, 
um  die  n^\  Differentialquotienten  pPiP^ "- Pn  aIs  Function  von  xx^^x^^^x^ 
zu  bestimmen,  n  partielle  Differentialgleichungen  mit  beziehungsweise  2n-|-l, 
2n—  1,  2« — 3  ...  6,  3  Veränderlichen.  Diese  Gleichungen  werden  zu  n  ver- 
schiedenen Systemen  gruppirt,  und  die  Integrale  dieser  Systeme  in  Ver- 
bindung mit  der  zu  integrirenden  Gleichung  geben  die  gesuchten  Differen- 
tialquotienten. Denkt  man  sich  die  letzte  dieser'  partiellen  Differential- 
gleichungen, welche  nur  drei  Veränderliche  hat,  als  neu  hinzukommend,  so 
hat  jede  der  übrigen,  nach  Jacobi  zu  integrirenden  partiellen  Differential- 
gleichungen eine  Veränderliche  mehr  als  die  von  mir  aufgestellten. 

Diese  Ungleichheit  in  der  Anzahl  der  Veränderlichen  rührt  daher,  dass 
das  obige,  von  Jacobi  zur  Integration  der  Gleichung  t/;j=0 gegebene  Ver- 
fahren noch  unfertig  ist.    Nachdem  man  die  w  +  1  Differentialquotieiiten  -— 

u  sc 

dm    dto         doD      ,      T-«       .•  t      ,.  1  II 

...- —  als    Function    von   a: .r, o:«  . . .  x«    bestimmt   hat,    soll    man 

dx^  da 2       dXn  i    x         " 

durch  die  Integration  der  vollständigen  Differentialgleichung 

I         dco  diu  I    ^a>    j        .   ^®  j 

dx^       '      dx^      ^  dx„  dx 

ein  vollständiges  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung 

.  /l   dcs)       I   dm         1    dco      c/co  \ 

^  \x  dx^     X  dx^       X  dXn     dx      ^    ^  / 

bestimmen.  Eh  kann  aber  nicht  die  Rede  davon  sein,  dass  dies  zugleich  ein 
vollständiges  Integral  der  ursprünglichen  Gleichung  '^^^={i.  Man  weiss  nur, 
dass  das  letztere  in  dem  allgemeinen  Integrale  der  Gleichung  2)  enthalten  ist. 
Der  Gleichung  2)  zufolge  ist  oo  eine  Function  von  x  x^x^,, .  x^.     Aus  der 

ursprünglichen  Gleichung  *|*i=0  aber  soll  2  =  —  als  Function  von  x^x^^.^x^ 

X 

bestimmt  werden.  Hiernach  ist  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  2) 
nur  dann  zugleich  ein  vollständiges  Integral  der  Gleichung  l),  wenn   der 

Quotient  —  von  j*  unabhängig   ist.     Dass  sich  diese  Forderung  von  selbst 

X 

erfülle,  wenn  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  2)  nach  der  obigen 
Begel  bestimmt  wird ,  darf  nicht  vorausgesetzt  werden. 

Um  das  von  Jacobi  gegebene  Verfahren  zum  Abschlüsse  zu  bringen, 
mnas  man  ein  vollständiges  Integral  der  Gleichung  2)  von  solcher  Beschaf- 
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fenheit  bestimmen,  dass  der  Quotient  —  von  der  Veränderlichen  x  frei  ist. 

Man  kann  dies  dadurch  erreichen ,  dass  man  in  den  n  partiellen  DiiTeren- 
tialgleichungen  mit  beziehungsweise  2n  +  l,  2n  — 1,  2n — 3  ...  5,  3  VerÄoder- 

lichen  eine  Transformation  anbringt.    Da  nicht  allein  der  Quotient  -  von 

X  unabhängig  sein  soll ,  sondern   auch  jede   der   Grössen  -  - — ,  —  - — 

l  dtQ      da)  da)  ,  ,^    dm    dm         dm    ,. 

... ; — ,   "T- ,   so   setze  man  -— =z,   und  anstatt   - —   - — ...-—    die 

X  dxn     dx  dx  ax^   dx^       dxn 

^T    i,  ji     \'  V.  \    dm  '   \    dm  \   dm  .. 

neuen  Veränderlichen  ö,  =  —  - — ,»,=  —  - — ...»„=—  ; — .      Die   Ver- 

^      X  dx^      ^      X  dx^  X  dXn 

äiiderlichc  x  wird  dann  in  den  partiellen  Differentialgleichungen  nicht  mehr 

vorkommen  und  man  darf  den  nach  x  genommenen  Differentialquotienten 

der  gesuchten  Function  streichen.    Setzt  man  aber  —  =  0,    so   wird   die 

Anzahl  der  Veränderlichen  in  allen  n  partiellen  Differentialgleichungen  um 
die  Einheit  vermindert.  Es  ist  ferner  zu  bemerken,  das^  die  vollständige 
Differentialgleichung 

lim  dm  dm  dm 

f/Xj       *      e/.ig       *  dXn  dx 

ganz   überflüHsig   ist.     Nachdem   man   den    Differentialquotienten  --—  =  z 

dx 

als  Function  von  x^  x^.,,  Xn  aufgefunden  hat,  kennt  man  zugleich  ein  voll- 
ständiges Integral  der  Gleichung  i).  Das  in  dieser  Weise  vervollständigte 
Jaco hinsehe  Verfahren  führt  nothwendig  zu  denjenigen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen ,  aus  welchen  ich  in  §  5  das  vollständige  Integral  der 
Gleichung  g>j  =  c^  hergeleitet  habe. 

-Ich  kann  noch  die  Bemerkung  beifügen,  dass  nur  diese  Darstellung 
der  luiegratioosmethode,  welche  auf  die  Anwesenheit  der  abhängigen  Ver- 
änderlichen z  Rücksicht  nimmt,  als  die  Verallgemeinerung  jener  Methode 
angesehen  werden  kann,  welche  zuerst  Lagrange  für  drei  Veränderliche 
vor  jetzt  beiläufig  einem  Jahrhundert  veröffentlicht  hat. 


Bemerkung. 

Die  Form  der  Fragstellung  S.  82  über  dem  §  4  meineH  Aufsatzes:  „Ueber  die 
Integration  der  vollständigen  Differentialgleichnng  Z</z  +  F(/y  4- X<f«  =  0*'  wird 
beanstandet.  Nachträglich  stelle  ich  dieselbe  in  folgender  Weise:  ,,Ist  die  Auf- 
findung des  Integrals    gefördert,   wenn  man  die  Methode  des  Herrn  P.   du  Bois- 

■Raymond  anstatt  der  E  n  I  e  r '  sehen  anwendet  ?**  .    ..^ 

''  A.  Wbilsr. 
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XI.    lieber  die  Berechnung  des  wahrscheinlichen  Fehlers  aus  einer 
endlichen  Anzahl  wahrer  Beobachtungsfehler. 

S.  145 flg.  des  laufenden  Jahrgangs  dieser  Zeitschrift  giebt  Herr  Mees 
einen  Aufsatz  mit  gleicher  Ueberschrift  und  bemängelt  darin  u.  A.  auch 
eine  Note  meiner  Ausgleichungsrechnnng.    Der  Zweck  des  Folgenden  ist^ 
nun  der,  zu  zeigen,   dass  Herr  Mees  sich  nicht  nur  in  der  Beurtheilung 
meiner  Arbeit,  sondern  auch  an  anderen  Stellen  seines  Aufsatzes  irrt. 

In  der  bekannten  Abhandlung  von  Gauss  über  die  Bestimmung  der 
Genauigkeit  der  Beobachtungen  betrachtet  er  die  Sache  von  zwei  Stand- 
punkten aus.  Er  sucht  erstens  bei  n  gegebenen  wahren  Fehlern  c  die 
Präcision^,  welche  als  wahrscheinlichste  Ursache  auftritt,  und  findet  bekannt- 
lich (wenn  die  eckige  Klammer  ein  Summenzeichen  bedeutet) 


=/i,?- 


[■■] 

unter  Annahme  seines  Fehlergesetzes.  Der  wahrscheinliche  Bcobachtnngs- 
fohlers  q  wird  alsdann  

(,  =  0,6745  j/^-^. 

Gauss  ermittelt  zweitens  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Summe  der  m^*'" 
I*otftnzen  der  absoluten  Werthe  der  Feliler  e  bei  bekanntem  Fehlor- 
gosetzn  (also  auch  bei  gegebenem  //,  falls  es  das  Gauss^sche  ist)  zwischen 
gewisso  Grenzen  falle.  Er  giebt  für  diese  Summe  die  wahrscheinlichen 
Grenzen  an  und  diese  hängen  in  der  Tiiat  ab  von  dem  Durchschnitt  der 
Quadrate  der  Abweiciiungen  aller  möglichen  Summen  von  dem  durchschnitt- 
lichen Werthe  nSf„  dieser  Summen.  Wenn  nun  Herr  Mees  meint  (S.  146), 
Gauss  schätze  willkürlich  nach  den  zweiten  Potenzen  und  man  könnte 
mit  gleichem  Rechte  auch  andere  Potenzen  nehmen  (wie  er  nun  z.  B.  die 
dritten  Potenzen  vornimmt),  so  ist  das  mithin  ein  Irrthum.  Gauss  lässt 
sich  eben  streng  von  den  Principien  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung leiten  und  knüpft  dabei  an  eine  ähnliche  Betrachtung 
von  Laplace  an,  „die  sich  leicht  verallgemeinern  lasse"*;  aber  freilich 
unterdrückt  er  den  Beweis  nnd  giebt  nur  Resultate. 
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Obglcicli  Herr  Meee  in  dieser  Sache  sich  versehen  hat,  so  würde 
immerhin  seine  Behandlung  der  dritten  Potenzen  der  genanntiMi  Abweich- 
ungen von  Interesse  sein,  wäre  sie  nicht  principiell  verfehlt.  Wir  setzen 
mit  Herrn  Mees  (S.  146  unten  und  flg.) 

\vaL  abs,  £*"! 


'm  — »       "*  —  "m  —  ^m' 


Will  man  nun  die  Genauigkeit  von  Sm  mittelst  ungerader  Potenzen  von  oo 
scliätzon  ,  so  darf  man  nicht  in  der  Weise  des  Herrn  Mees  vorgehen  (die 
nur  für  gerade  Potenzen  zulässig  ist) ,  weil  oa  auch  negativ  wird  und 
nur  r/i/-  aOs,  co  in  Betracht  kommt.  Dies  wird  ganz  vergessen  und  sind  dem- 
nach die  Resultate  S.  140  oben  zu  verwerfen! 

Es  soi  gestattet  anzugeben,  von  welcher  Formel  hei  Rlldnng  des  Durch- 
schnitts von  lo'  hätte  ausgegangen  werden  müssen.  Ist  T/;(f)  =  g>(f) -|-(p(— c) 
das    Felllergesetz  für  vnl.  abs.  e  und  wird  dasselbe  der  Einfnchheit  lialbor 

continuirlich  von  £  =  0  bis  c»  angenommen  (welche  Annahme  z.  B.  zufrilTt 

*Zh        ,  ,\ 
bei    dem    G  an  ss' sehen  Gesetz  -p**-^'*'),    so  ist   der   Durchschnitt   aller 

yn  / 

mngliclien  Werthc  von  vah  nbs.  co*  gleicii 

/OD  X  OD 

O  0  0  0 

Man  bemerkt,  dass  hierin  o'  mit 


2     rdu    . 
-     I    —  sin  u 
nj     u 


00 

In    . 
—  Sin  Uta 

f      <^ 

0 

maltiplicirt  ist,  welcher  Ausdruck  für  positive  m  gleich  -|-  1 ,  für  negative  co 
■her  —  I  ist. 

S.  150  sagt  weiter  Herr  Mees,  dass  ich  in  meiner  AusghMchun^srechnung 
Jen  Fehler  beginge,  die  Genauigkeit  des  Dnrchsclinitts  der  m'*'"  Potenzen 
der  9  ^willkürlich  nach  den  Quadraten  der  Abweichungen  co  zu  beurtheilen. 
In  der  That  würde  hier  ein  Fehler  sein,  wenn  nicht  in  der  Note  S.  26  der 
Anagleicbnngsrechnnng  (die  auch  Herr  Mees  8.  150  abdruckt)  auf  dm 
Umstand  aufmerksam  gemacht  worden  wäre,  dass  eigentlich  eine  genauere 
Dntersncbung  hier  am  Platze  sein  würde.  Den  langen,  von  Gauss  unter- 
drückten Beweis  zu  geben  (obwohl  bei  anderer  Anlage  der  Knt\\ickelungen 
ieb  es  nicht  onterlassen  haben  würde),  passte  gar  nicht  in  den  Gang  meines 
Boches.  Ueberbaupt  fasse  ich  die  Saciie  dort  ganz  :inders  auf  und  verweise 
demgemäss  auf  S  3  meiner  Aus^Ieichungsrechnun;^. 

Dieser  $3  handelt  von  den  Genauigkeitsnianssen  einer  Beobachtungs- 
reifae.    Er  beweist,  dass  jjleichzeitig  folgende  lTn«;loicliungon  lip>t«dion: 

ZriUelvifl  f.  Maibomatlk  a.  Physik,  XX,  4.  '1\ 
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/    m  m 

worin  für  zwei  Boobachtungsreihcn  (;i  =  oo)  G  die  Genauigkeit,  q  den 
wahrscheinlichen,  O  den  durchschnittlichen,  jii  den  mittlem  Fehler  der  Be- 
obachtungen bezeichnen.    Giltig  ist  der  Satz  aber  nur,  falls  ^'(e)  und  q>"[t) 

lediglich  für  einen  Werth  von  €  gleich  werden.    (Selbstverständlich  mnss 

/cx> 
gp(f)(/e  =  l  istj.    Ausserdem  ist  Voraussetz- 

ung,  dass  (p(t)i  entsprechend  zufälligen  Fehlern,  eine  gerade  Function 
von  6  sei.  Diese  letztere  Voraussetzung  hätte  ich  weglassen  können,  da 
nur  t/;  (iß)  =  (p  (+  a)  +  (p  (—  c)  in  Betracht  kommt  und,  wie  leicht  zu  sehen  ist, 
der  Satz  auch  gilt,  wenn  V(0  ^°^  ''^'  (0  ""^  einmal  gleich  werden.  Aber 
wenn  9  (e)  nicht  eine  gerade  Function  von  e  ist,  so  ist  es  eher  zu  erwarten, 
dass  die  tf;(f)  mehr  als  einmal  gleich  worden,  als  das  Gegentheil;  die 
Giltigkeit  des  Satzes  ist  also  doch  dann  fraglich! 

In  meiner  Note  behaupte  ich  nun,  dass  offenbar  die  oo  ein  solches  Gesetz 
befolgen,  wobei  die  Giltigkeit  des  Satzes  zweifelhaft  ist,  und  beziehe  mich 
dabei  auf  die  Formeln 

=(ö-4, 

Grenzen  von  co' =:(«»"  — 5«)',  resp.  5',«,  . 
welche  eintreten  für  f,  =  f,  =  .. .  =  f^^a,  dem  grössten  möglichen  Be- 
obachtungsfehler,  und  £1  =  e,  ==...  =  e^  =  Null.  Herr  M  e  e  s  beeilt  sich,  die 
zweite  Grenze  S^m  in  Null  zu  corrigiren;  es  soll  aber  offenbar  (— 5,n)*  heis- 
sen,  wie  Jeder  sieht,  der  die  Grenzwerthe  der  £  wirklich  einsetzt,  und  dabei 
kann  einem  nicht  die  Bemerkung  entgehen,  dass  das  Wahrscheinlichkeits* 
^esetz  der  00  eine  Function  von  o)  sein  muss,  die  nicht  gerade  ist. 

Ich  habe  verschiedene  solche  Gesetze  abgeleitet*  und  gebe  hier  nur 
eins  an. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  bei  w  Fehlern  die  Summe 


«« 


[£^]  zwischen  die  Grenzen  n{(5^—-^\  und  w(a,+  -] 

falle,  wo  b  sehr  klein  ist,  wird  (unter  Annahme  des  Gauss 'sehen  Gesetzes) 
gleich 


*  In  einem  grösseren  Aufsätze,  der  sclion  zur  Veröffcntliclinnff  bereit  ist,  führe 
»ch  dies  weiter  an.s  und  theilc  darin  u.  A.  nucli  einen  lieweis  für  die  obenerwähnten 
O ausstellen  Formeln  mit. 
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*  ^  ^.^•^•^  ^'\/^i'"*^V^N  ^.■-.^-'    .•.^^>*  *» 'X^  ^«VÄ*- ^/»•^»^^^^.(^i^ 


rv  =  — -p——  (n  S)  in  <y,)  -        c"  *' "  <'«. 
n;  ist  NqH  für  a|=?Na11  und  oo  und  ein  Maximum  für 


"•^iO-T)- 


Mitbin  ist  der  wahrscbeinlicbste  Wertb  von  a,  nicbt  5,,  denn  dies  ist  gleich 

1 

—^.    Aber  wenn  a,  gegeben  ist  und  Ä'  gesucbt  wird,  so  findet  man  docb 

aus  dem  Ausdrucke  von  w  die  wahrscbeinlicbste  Hypotbese  für  li^  gleicb 

würde  aber  sebr  irren,  wollte  man  /t*  mittelst  der  vorigen  Kelation  aus  0, 
ableiten.* 

Ein  Widersprucb  ist  bier  nirgends  zu  finden.     Man  donko  daran,  dass 
beim  Ganss^seben  Feblergesctz ,  wo 

der  wabrscbeinlicbste  Wertb  von  «*  gleicb  Null  ist  und  nicbt  gleicb  dem 

Durcbscbnitt  —tl  aller  möglieben  €*;  ist  aber  ein  «*  gegeben,  so  folgt  die 

2" 


wabrscbeinlicbste  Präcision  gleicb  T/  — . 


Wenn  Herr   Mees  8:  151    unten   sagt,  S^  sei   der  wabrscbeinlicbste 

ffH  .  .  ... 

Wertb  von  - — -,  so  ist  das,  wie  scbon  allein  das  gegebene  Beispiel  zeigt, 

streng  genommen  falscb  und  nur  für  grosses  n  nabe  richtig.  Nur  für  diesen 
Fall  ist  aucb  das  Wabrscbeinlicbkeit^gesetz  der  o  sebr  nabe  von  der  Form 
des  Gauss^scben  Gesetzes  (wie  icb  u.A.  aucb  für  obiges  specielles  n;  spfttcr 
nachweisen  werde). 

Was  nun  endlicb  noch  8.  152  angeführt  wird,  ist  gegenstandslos,  da,  wie 
bereits  oben  bemerkt,  Gauss  gar  nicbt  in  der  vermutboten  willkürlichen 
Weise  vorgegangen  ist,  mitbin  bei  seinen  Entwickelungen  das  Gesetz  der  o 
überhaupt  gar  nicbt  in  Frage  kommt. 

Aa(^hen,  April  1875.  Helmebt. 


♦  Um  neuem  MissvcrBtündiiiss  vorzubeugen,  erwähne  ich  Husdiücklich,  dass 

//«=^ —  nach  der  hier  gegebenen  JJarstellung  nur  als  diejenige  wahrscheinlichste 

Hypothese  auftritt,  welche  sich  aus  a,  berechnen  lässt.  Unentschieden  bleibt  dabei 
vorläufig,  ob  mittelst  eines  andern  a»  ('i"c  noch  vorthcilbaftere  Hypothese  möglich 
w&re. 
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Xn.    lieber  die  centralen  nnd  elliptiBobeB  Coordinaten. 

1.    Nehmen  wir  auf  dem  ElHpsoid 

i) 


k-  A =  1 


einen  Punkt  P  {x^  y,  z,)  an ,  so  ist  die  Gleichung  seiner  conjugirten  Diame- 
tralebcne 

Wir  werden  jetzt  die  Axen  dos  Durchschnittes  dieser  Ebene  mit  dem 
EUipsoid  1)  bestimmen.  Sei  dann  r  die  Länge,  aßy  die  Richtungswinkel 
eines  HalhmoKsers  in  diesor  Ebene,  so  erhahon  wir  folgende  Beziehungen: 

Xi  rosa  .  y,  cosß  .  z.  cosy 
ar  ü'  c^ 

co^  a      cos*  ß     cos*  Y 1 

5)  005*«  +  cos'jS  +  COS*Y  =  '• 

Damit  der  Halbmesser  mit  einer  der  Axen  zusammenfalle,  mnss  r  ein 
Maximum   oder  Minimum  sein,   also  sein  Differential  gleich  Nnll  gesetst   . 
werden.    Aus  3),  4)  und  5)  folgt  dann 

-^  d.rosa+   —  d,cosß+    -{   rf.co.?y  =  0. 
a'  Ä*  c*  ' 

rosa  cosß  ,         _      cosy 

— -  d,cosa  +  -~-'d,ro$ß'\ r^rf.ro*y  =  0, 

ft  b  C- 

cos  a  d .  cos  a  -{-  cos  ß  d  ,ros  ß  -{-  cos  Y  d  .cos  Y  =^  0 , 
und  diese  drei  Gleichungen  geben  durch  Elimination  der  Differentiale 

rosa     rosß     rosy 


^1  Vt  "i 

fi*  />  r« 


! 

oder  in  einfacher  Form 


rosa      cosß     rosy    =  =  0. 

/l*  h*       .     c^      ^  ' 

I 

j  cosa      cosß     rosy  \  a*  h*  c* 


C05a^  ^      co5/3^  '^rosy^  ' 

Durch  Auflösung  von  cosa,  cosß,  cosy  aus  3),  5)  nnd  6)  erh;ilt  man  die 
Richtung,  und  ferner  aus  4)  die  Längp  der  zu  bestimmenden  Axen.  Setit 
man  hiorzu  3)  in  der  P^orm 

Xy      ros*a        V,      ros*ß  .     c,      ros*y 
rosct'     rt*  C05/S*     h*         rosy'     r* 

Bo  giebt  sie  in  Vorbindung  mit  «) 
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'I 


yt 


cosa 


cosß 


cos^ß      co^y 


cos*  y      cos*  a 


cosy 


6«  c« 

oder,  mittels  der  Beziehungen  4)  und  5) : 


rt' 


cos^a      cos^ß 
1^         b^~ 


cos 


') 


a  cosß  cosy 

a'-If^^  /»«  —  r*  ^  c*— r«  ' 
and  bierdarcu  wird 

^«*«=ä£75^'    co5^  =  ^,ö,    ^ö^y  =  ^.(>, 

Setzt  man  diese  Werthe  in  4)  ein,  so  folgt  noch 

.  a?|'  yi*  2i*       __ 

*'  ;i>i^^^)    ^H^*-0    ^V^^ ""  ^' 

Hiermit  ist  die  gegebene  Aufgabe  völlig  gelöst.  Denn  8)  giebt  die  Länge 
der  Azen,  da  sie  eine  quadratische  Gleichung  in  r'  mit  zwei  rationalen 
positiven  Worseln  ist,  von  denen  die  eine  zwischen  a'  und  ^',  die  andere 
«wischen  6'  and  c*  liegt.    Nennen  wir  die  erste  Tj',  die  zweite  r,',  so  folgt 

Ferner  wird  die  Kichtung  der  Axen  durch  die  Gleichungen  7)  bestimmt. 
Da  r  =  0  keine  Wurzel  von  8)  sein  kann,  so  darf  man  setzen 


r^x?  r*y^ 


r'z} 


a«(a«-r«)^Ä»(^«-r*)^c«(c'-r«)""    ' 
■nd  da  der  Punkt  P  auf  dem  EUipsoid  l)  liegt,  hat  mau  auch 

10) 


a*       0*       c* 


Äddirt  man  diese  zur  vorigen  Gleichung,  so  wird 


") 


1. 


Diese  cnbische  Gleichung  in  r*  hat  drei  rationale  Wurzeln,  deren  eine  durch 
die  Relation  10)  Null  wird.    Die  beiden  anderen  geben  wieder  die  Axen  r,' 

and  Tg*. 

Aas  7)  and  11)  ergiebt  sich  noch 

12)  ö r=  «,  co5a  +  t/t  cosß  +  c,  cosYi 

so  dass  Q  geometrisch  die  Projection  des  Halbmessers  vun  P  auf  den  Axen 
seiner  conjngirten  Ebene  darstellt. 

2.  Nennt  man  jetzt  die  conjugirte  Diametralebene  eines  Punktes  P  des 
ElUpsoids  seinen  centralen  Durchschnitt,  so  ist  dieser  durch  seine 


bsiilen  Äxen  genau  bestimmt.  Kb^uso,  «ie  t>icb  nach  8}  ans  den  Coor^In 
ten  des  Pniiktcs  P  ilc^r  Weith  dieeei  Äxen  ergiebt,  bostimmt  umgekehrt  i 
LKnge  der  beidao  äsod,  oder  die  Länge  und  Ricbtuog  uiupr  A 
Ort  des  Punktos  auf  dem  Ellipsoid.  Deshalb  werden  nir  hi»r  die  i 
und  r,  die  centralen  Coordiuateti  des  Fauktes  P  neunen. 

Um  die  gewChalicbeu  Koordinaten  iu  centrale  Coordioalea  aa  t 
delOi  nehmen  wir  nach  10)  und  8)  die  drei  GleicUungen 


»•(,• 


.r,')T(.V4"- 
+    — '''' 


zr,+? 


Uierans  orgiabt  sieb  di 

,8,  -4=^^=^^^ 


3  AnflSsong  von  x,*,  y,', 


V) 


■  (o._6.)(a»-c»)  ■  i*  (£.'-<.')(i'-,-»)- 
irelcbes  mit  der  Bedingung  9)  völlig  fibercioBtiramt.  Ans  den  8jTnnielriMh| 
Formeln  13)  zeigt  es  sieb,  wie  innig  die  centralen  mit  den  gewtihülieU 
Cooidinaten  susamnionhängen  und  daber  die  ersteron  geeignet  sind  fbr  i 
Beatimniung  von  Punkten  des  Ellipaoids. 

In  üebeieinatimmung  mit  0)  darf  man  setzen 
14)  f','  =  o'co»'v  +  6*  wi'ij),     r,*  =  t'e'is');  +  c*»ni'i, 

denn  biordurch  wird  ausgedrückt,  dass  der  Wertb  von  r,'  »wisGben  ■*  « 
'  A',  der  vnn  r,'  zwiscben  ti'  und  r*  liegt.    Indem  wir  jetat  die  Werlbe  a 
in  13)  übertragen,  erballen  wir 
I      x^       sin'ip 


^  («*  —  /''  cos'  jr  —  (T*  »I 


^  =  CO«V»'«'l. 


^  {a'cas'(p  + 1) 


-f')- 


Diese  Formeln  geben  gerade  die  Transformation  wieder,  durch  wel 
Jacobi  gelungen  ist,  die  Differentialgleicbung  der  geodfitiücbeo  < 
des  Ellipaoids  zu  integriren*,  ohne  dass  er  eine  ausreicbende  ErklSn 
und  Bedeutung  dieser  Formeln  gegeben  bat.  Spüter  werden  dieselboa  o 
eiuigfl  erläuternde  Bemerkungen  von  Joacbimstbal  Ubernommeu.** 

Uie  geometriscbe  Bedeutung  der  Winkel  tp  und  j  Ist  leicbt  aus  14}  I 
auleiten.    Geht  man  von  der  bekannten  Eigenschaft  der  Ellipse  »ns,  d^ 


'  Juurnnl  voa  Orelle.  lU.  Bd.  B.  309. 
'  Joiinial*onCrelIe,SC.Bil.  8.  I». 
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"^  ^.  •  ^»"^^^^    -«---■  ^^  ,-^  -.^-^  *  ^^^ , 


■  •*  •-  <^  -'^^  .--^  . 


alle  Parallelogramme,  wolcho  entstehen,  wenn  iiiAn  diö  Endpunkte  irgend 
xweier  conjugirten  Durchmesser  verbindet,  fläehonj^leich  sind,  so  findet  man 
sofort,  dass  q>  den  Winkel  bezeichnet,  der  in  der  Ellipse  {ab)  der  Durch- 
measer,  auf  welchem  der  Perpendikel,  aus  dem  Endpunkte  des  conjugirten 
Durchmessers  gefällt,  r,  ist,  mit  der  Axe  b  ausmacht,  und  ebenso  ;(  deii 
Winkol,  welcher  in  der  Ellipse  {bc)  der  Durchmesser,  worauf  der  conjugirto 
Perpendikel  r,  ist,  mit  der  Axe  c  ausmacht. 

3.    Setzt  man  in  der  Gleichung  der  Diametialebene  2)  den  Werth  von 
f  I  Vi  2|  aus  7)  ein ,  so  erhält  man 

16)  •^^«*«(^-^)  +  V^'o.^(i-i)  +  cro5y(i^ 

welches  in  Verbindung  mit  4)  die  Gleichung  dos  centralen  Durchschnittes 
giebt,  wovon  {raßy)  oine  der  Axen  ist,  und  zwar  die  grosse  Axe,  wenn 
a^^r'^lß^  und  die  kleine,  wenn  //>r>r. 

Für  r=  Constant  ist  die  Enveloppe  der  Ebene  lü)  die  KegelllÄche 

">     '■a-i)+K;.4.)+=-a-?)-»- 

Der  Durchschnitt  dieser  KegolÜäche  mit  dem  Ellipsoid  L)  ist  auch  der 
Dnrchschuitt  des  Ellipsoids  mit  der  KugelH.äche 

18)  a:'  +  i/+z'  =  r\ 

»o  dasa  die  Fläche  17)  ein  Umdrehungskegel  ist. 

Bei  allen  Tangentenebenen  der  Kogolfläche  17)  ist  deshalb  die  Be- 
rftfaruDgvgerade  eine  der  Axen  des  elliptischen  Durchschnittes.  Umgekehrt 
ist  ein  Ilalbmesser  des  Ellipsoids  eine  der  Axen  der  Ebene,  die  den  Um- 
drehnogskegel  berührt,  welcher  den  Halbmesser  zur  erzeugenden  Geraden 
und  die  grösste  oder  kleinste  Axe  des  Ellipsoids  zur  Axe  hat.  So  kann 
man  leicht  die  Ebene  construiren,  von  welcher  ein  gegebener  Halbmesser 
des  Ellipsoids  eine  der  Axen  ist. 

Hiermit  ist  nun  auch  jeder  Punkt  des  Ellipsoids  durch  seine  centralen 
Coordinaten  geometrisch  bestimmt.  Beschreibt  man  noch  mit  den  gegebeneu 
Coordinaten  r^  ond  r^  Umdrehungskegel ,  deren  eine  die  grösste  Axe  des 
Ellipioids,  die  andere  die  kleinste  Axe  desselben  zur  Uevolutionsaxc  hat, 
to  ist  die  gemeinschaftliche  Berührungsebene  dieser  Kegelfiächen  die  cen- 
trale Ebene  und  der  conjngirte  Punkt  des  Ellipsoids  der  zu  bestimmende 
Punkt. 

4.  Die  centralen  Coordinaten  eines  Punktes  P  des  Ellipsoids  sind  pa- 
rallel SU  den  Axen  der  Indicatrix  dieses  Punktes,  das  heisst  zu  den  beiden 
Hanptrichtnngen.  Bewegt  der  Punkt  auf  dem  Ellipsoid  sich  fortwährend 
lingfl  einer  der  Hanptrichtuugen  und  beschreibt  deshalb  eine  Krümniungs- 
carve,  bo  dreht  die  Tangentenebene  um  die  andere  llauptrichtung,  und  die 
centrale  Ebene  am  die  parallele  Axo.    Die  centralen  Ebenen  aller  Punkte 


einet  Krümuungscnrve  baben  desbalb  eine  gleiche  Axe,  so  Haas  sie  alle  eil 
KcgoIliäcliG  17)  umbUllen. 

Während  umgekehrt  die  centrale  Ebene  diese  Kegellläclie  I")  umhtll 
baschreibt  der  conjugirle  Punkt  auf  dem  Ellipsoid  eiue  KTÜnimuQgt 

Die  Gleichungen   der  KriimmiiDgscnrven    neliiuen   ahn,   ia  ceDtcaM 
Cooidinaten  ausgedrückt,  die  einracbe  Form  an: 

10)  r,  ^=  Conslant  und  r^  =  Conslant, 

worin  der  WetLh  der  Constanteu  bestimmt  wird  durch  die  centralen  Cot 
von   welchem  die  beiden  KrQiuinnngscnrveD  ausgAh« 
ich  die  Gieicbnngen  der  Krlimmungscurven  in 
indem  man  aus  13)  er^t  r,  nnd  nachher  r,  elimiairt,  f 


•■,  gtebt  eine  Curve  des  Ellipsoids, 
obei  die  Kriimmungecurveu  die 
öhnlichen  PUcbencaordttiateaayi 


nalen  des  Punktes 
Man  erhält  dann 
liehen  C'oordinaten,  inde 
leicht  zu  vcrificiren  ist. 

Jede  Gleichung  «wischen  r,  unc 
ceniralon  Coordinaten  ansgedrückt, 
der  Geraden  spielen,  welche  im  gt 
parallel  zu  den  Aien  gezogen  sind. 

So  wird  die  Gleicbuni^  in  centralen  Coordinaten  des  Ortea  alier  l 
des  Ellipsoids,  für  welchen  die  Entrernung  vom  Centrum  bis  cur  T&Dg«Dlfll 
ebene  conataut  ist: 

r,  r,  ^Consiant, 
und  die  Gleichung  dea  Durchschnittes  dee  Ellipeoids  mit  einem  Umdrehttngj 
kegel,  welche  dieselben  Axen  bat: 

r,'  +  »•,'  =  Constant. 
Die  Kreis-  oder  Nabelpunkte  werden  bestimmt  dnich  die  eioTache  BeUtii 

und  die  Scheitet 

der  Äxe  2a  durch  r,  =  6, 


Daa  Längcnelement  einer  Curve  des  Ellipe 
sreiitintiaii  der  Gleichungen  13)  nach  r,  und  r, 
:e  Weithe  von  ((r„  dj„  rfr,  lu 

0  folgt 


lids  dndet  man  dnrclt  [ 
Subalilnirt  man  twel 


rfs' 


,    ,_    „r r,'  .Jr,' 

-i'-'    '■•JL(v'-'-.')i*'-'-.')cc.-'-.')' 


t 11 

.•)(c"-oJj 


■)   («'-'■.')(/.*- 

id  hioraoM  kaou  die  Länge  jeder  Curve  des  Ellipsoids  bestimmt  wordfl 
cnu  ihre  Gleichung  in  centralen  Ceordinatcn  gegeben  ist. 

So  fiudcu  wir  nach  19}  für  die  beiden  Systeme  von  KrQffimung) 
Hr,'-T<)d,; 


•,i=Constanl,     ds, 


=  Constanl,     dt.' 


(«' 


,')('•-'■,■)(«■- 

r,'{r,'-r,')dr,' 


-■.■)• 


(.•-r,')(l,'-r,'He'-r,')- 
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5.  Bringt  man  durch  einen  Punkt  ^(a:,y,  s,)  d^^s  Raumes  ein  EUipHoid, 
das  confocal  zu  dem  Ellipsoid  L)  ist,  so  werden  ihre  Axen  bestimmt  durch 
die  Gleichang 

welche  einen  Werth  von  A  gicbt,  der  kleiner  ist  als  c*.  Man  findet  nachher 
die  Axen  des  centralen  Durchschnittes  von  F  in  dem  confocalon  Ellipsoid 
mit  Rücksicht  auf  11)  aus 

ai)  — ?L + ^iL + !l =  1 

and  diese  Gleichung  giebt  dann  zwei  Werthe  für  r'.  Nennt  man  den  Werth 
▼on  A  aas  20)  A|,  die  Werthe  von  r'  aus  21)  r^  und  r,^  und  setzt 

so  werden  A,,  A,,  A^  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  20),  welche  für  A  vom 
dritten  Grade  ist  und  immer  nur  rationale  Wurzeln  hat. 

Für  die  Richtung  der  Axen  des  centralen  Durchschnittes  findet  man  nach  7) 

23)  '  ^  ^  ^ 


*   U«'+A)«^(/.*+A)«^(r^  +  A)'J      '• 


Bekannt  ist,  dass  die  Gleichungen  20)  und  23)  die  elliptischen  Co  Ordi- 
nate n  von  Lam6  bestimmen.  Die  drei  Werthe  von  A  in  20)  sind  dahei 
die  Parameter  der  confocalen  Flächen,  die  durch  den  Punkt  P  gebracht 
werden ,  während  in  23)  die  Itichtung  der  Normalen  zu  diesen  FlHchen  in 
dem  Punkte  bestimmt  wird. 

Die  centralen  Coordinaten  stehen  folglich  in  genauester  Verbin- 
dung mit  den  elliptischen  Coordinaten.  Anstatt  der  Parameter  der 
drei  verschiedenen  confocalen  Flächen  erhält  man  als  centrale  Coordinaten 
TOD  P  den  Parameter  des  confocalen  Ellipsoids  und  in  diesem  die  Axen  des 
centralen  Durchschnittes,  welche  wieder  parallel  sind  zu  den  beiden  anderen 
Parametern.  Aus  der  Gleichung  22)  ergiobt  sich  einfach  die  Verbindung 
zwischen  beiden  Systemen  von  Coordinaten,  welche  hierdurch  dargestellt 
wird: 

24)  A|  ^  A|,     Tj   =A|— A2)     ^%  ^^  A|      A3. 

Da  früher  angenommen  wurde  ^,'^r,^  hat  man  jetzt  als  Grenzen  der  Wur- 
sein  in  20)  -A,<c' <-A3  <  V  <-A.  <«', 

""**"  0<r'  +  A,<V<//'  +  A.<;v<«=  +  A,. 

Mit  den  Relationen  24)  kann  man  in  allen  sich  darauf  beziehenden  Unter- 
sucbangen  von  den  elliptischen  zu  den  centralen  Coordinaten  übergehen. 
Für  alle  Punkte  des  Ellipsoids  1)  wird  Ai  =  0,  deshalb 

Ti  ^  —  Af ,     r,  =  —  Aj , 
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80  dass  hier  die  beiden  übrigen  Parameter  die  negativen  Quadrate  der  een* 
tralen  Coordinaten  vorstellen.  Hierdurch  werden  die  Oleichnngen  19)  der 
Krümmungscurven  des  Ellipsoids  bestätigt,  da  sie  geben  lf=sConstani  and 
X^ssConstant,  welche  bekanntlich  in  elliptischen  Coordinaten  die  Gleich- 
ungen dieser  Curvcn  sind. 

6.    Nimmt  man  den  Punkt  P  (^i^iZj)  als  Scheitel  einer  Kcgelfläche, 
welche  um  das  Ellipsoid  1)  beschrieben  wird,  dann  hat  sie  diese  Gleichung: 


oder 
worin 

Vergleicht  man  24)  mit  der  allgemeinen  Form 

27)         0  =  a,  a;'  +  «,y*  +  a^z^  +  2^  y  r  +  2b^zx  +  2h^xy  +  . . ., 
so  sind  iu  diesem  Falle  die  Coefficienten 

--W-'-j)'  '-hi'-'i^-  -'-A'-'ih 

^'^"fF?'     '-"cV'    '''■""ii^- 

Die  Eichtung  der  Axcn  der  Fläche  27)  wird  durch  diese  Gleichung  dar- 
gestellt: 

//,  cos  a  +  A,  cos  j?  +  frj  cos  y      6,  cos  a  +  ««  cosß  +  />,  cosy 
cos a  cos ß 

b^  cos  a  +  6,  cos  ß  +  «8  cos  y      A 
cos y  r* ' 

Wird  hierin  der  Werth  der  Coefficienten  angebracht,  so  folgt 


oder 


7 


-^  cos  CC+  -^  cosß  +  ^  cos  y 
rt*  0^  r* 


28)  7i 

_  a*  cosa  /  1         l  \ 0*  cosß  /  1         l  \ c*  cos y  /  1         l  \ 

Diese  Gleichung  giebt 


a 
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ff»  f/  ^ 

211) 


-    Li«* -  r'J  ^  (,b''  -  r')'  ^  (c-  -  /•',,'' J  "" 


ond  setzt  man  diese  Wertbo  in  28)  oin ,  so  wird 

■ 

oder  durch  EinfÜbrnng  des  Werthes  von  ^  ans  26) 

Die  Gleichongen  29)  nnd  30)  bestimmen  die  Richtung  der  Axcu  der  Kegel - 
fläche.  Löst  man  den  Wertb  von  r'  aus  30)  nnd  substituirt  ihn  in  20),  ko 
geben  diese  Gleicbnngen  €c  ßy-  Da  r'  in  30)  drei  ratiunali;  Wortho  bat,  so 
erhält  man  auf  diese  Weise  die  Richtung  der  drei  x\xon  der  Kegelfläche  25). 
Die  Gleichung  der  Kegelfläcbe  auf  ihrer  eigenen  Axe  wird 

^  +  ?^  +  lL^  =  0, 

worin  r,*,  r,',  r,*  die  drei  Wurzeln  von  30)  vorstellen,  deren  eine  negativ  ist. 
Vergleicht  man  diese  Resultate  mit  den  Gleichungen  20)  und  23),  so 
zeigt  CS  sich,  dass  die  Axen  der  KegelHäche,  die  mit  dem  Punkte  P  als 
Scheitel  um  das  Ellipsoid  1)  beschrieben  wird,  dieselbe  Richtung  haben  als 
die  Normalen  der  confocalen  Flächen ,  welche  durch  den  Punkt  P  gebracht 
sind,  oder  mit  den  centralen  Coordinatcn  dieses  Punktes.  Auf  diese  Weise 
kommen  wir  zu  einer  bekannten  Eigenschaft  zurück,  welche  hier  aufs  Neue 
rein  analytisch  bewiesen  ist. 

Lässt  man  a',  6',  c'  in  20)  und  30)  mit  derselben  Grösse  A  anwachsen,  hO 
ändern  sich  die  Werthe  von  aßy  nicht,  woraus  sich  crgicbt,  dass  die  Kegel- 
flächen,  welche  einem  System  von  confocalen  Flächen  umschrieben  sind, 
die  Axen  in  gleicher  Richtung  haben. 

Leiden.  Dr.  van  Geek. 


Xnr.    Elementarer  Beweis  eines  Fermat'sohen  Satzes. 

In  der  neuesten  Auflage  der  „Anfangsgriuule  der  Physik"  von  Koppe 
spricht  der  Verfasser  auf  S«  321  den  Wunsch  aus,  einen  oleuientarou  Beweis 
des  folgenden,  von  Fermat  herrührenden  Satzes  kennen  zu  Icrnüii:  „Wenn 
swei  Punkte  in  verschiedenen,  in  einer  ebenen  Grenzfläche  .sich  berührenden 
Medien  liegen,  so  durchläuft  eine  Lichtwello  den  durch  das  ßrecliutigsgosetz 
vorgeschriebenen  Weg,  wenn  sie  von  dem  einen  Punkte  nach  dem  andern 
in  der  möglichst  kürzesten  Zeit  gelangt."  Ein  elementurer  Beweis  dieses 
Satzes  ist  folgender. 


5) 

a.sinx     b .  ging 
y.AC       F,.BC' 

I,..B.."9-^.., 

,..,  '•■;7  „■.^i..,»M5t 

0) 

r  ~  p, 

oder 

V      swu 

7  =  57»- 

Diese  Zpüpd  sind  1673  gcschrieUen 
neun  Auflage  von  Koppe's  Physik,  i 
verscbiodoner  Bovreis  des  Fermat'scb' 

Woissenbnrgim  Elsnss. 


im  folgenden  Jahre  erschien 
welcher  ein  von  iJem  gegeh«n 
u  Salses  milgetheüt  wird. 

MiLiNOWBKi,  Oberlehrer. 


XIV.  Ansabl  der  AnflÖBangen  einer  anbettimmten  Gleiohang  fnr  aü 
speciellen  Fall  von  nicht  theilfremden  Coeffioienten. 

In  piDer  früheren  Abhatidlung*.  die  hier  dorch  (J)  citirt  werden  mag,  Ui 
ich  diu  Formel  für  die  Äustahl  der  Anflosuagen  einer  nnbostimmten  Gleii 
nng  des  ersten  Grndes  bei  volIslSndig  theilfremden  Coefficioulen  gegeb 
Ungleich  schwieriger  wird  die  Aufgabe,  wenn  die  Coefficienten  dieser  1 
schräukung  nicht  mehr  nntorliegen.  Ich  will  im  Folgenden  eisen  spociall 
leicht  Kii  behniidelnden  Fall  herausheben,  dnrch  welchen  gleichseitig  i 
allgemeinsle  Gleichung  mit  drei  Unbekannten  ihre  Erledigung  rlndot,  i 
beabHichlige  in  einer  weitereu  Abhandlung  eine  Untcrsncbting  der  Oleti 
nng  mit  vier  Unbekannten  in  ihrer  fillgemeinston  Form  vorinnebmeti 

Es  mag  wieder  die  Gleichung 


->) 


1'"'" 


=  * 


vorliegen.    Es  seien  nnn  gemeinsame  Theiler  für  tnimer  je  n  — I  der  Orl 
A  vorhanden,  dagegen  sollen  keine  solchen  Theiler  vorhanden  sein,  die  h 
etwa  n  —  2  oder  einer  noch  kleineren  Ansah!  von  Ooefficienton  A  angekSlti 
Man  soll  die  Anzahl  der  Auflösungen  für  I)  heatimmen. 

Bildet  man  die  n  geordneten  Cotnbiuationeo  der  A  zur  n  — l""  CI« 
80  mag  der  deo  Elementen  der  A""  Conibinalion  gemeinsnma  Thöüer  dt 
ftn-jH-l  bezeichnet  werden;  die  Grössen  U  sind  untereinander  ncilhwondii 
weise  theilfcerod.    Es  sei  ._ 


17'-' 


Inndtheil  von  A^,  welcher  nach  Aosschlaas  alterTboiler  6  dl 
I  ül;  nuuh  diese  Grössen  sind  untereinander  llieilfrenid.    1 
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welche  den  Punkt  C  von  der  Beschaffenheit  orgiebt,  dass  das  Licht  den 
Weg  AC'\-BC  in  der  kürzesten  Zeit  zurücklegt. 

Nennen  wir  endlich  a  unri  ß  die  TVinkol,  welche  das  Einfallsloth  in  C 
mit  AC  nnd  BC  bildet,  so  ist 

x  =  jIC  ,sina,     y^BC.sinß, 
also 

sina      sinß 

'>  •  —-ir  =  ' 

oder 

V sin  a 

f ,      stn  ß 

Der  gf^gebene  Beweis  lässt  sich  unmittelbar  für  den  Fall  erweitern,  dass  die 
trennende  Fllicho  eine  Kngel  A^  ist.  Ist  0  der  Mittelpunkt  derselben,  so 
legen  wir  durch  die  Punkte  j4B0  eine  Ebene  und  nehmen  auf  der  Peripherie 
des  Kreises,  in  welcher  jene  Ebene  die  Kugel  schneidet,  wieder  beliebig 
den  Funkt  C  und  suchen  einen  andern  Punkt  Ci  nuf  der  Peripherie,  so  dass 

AC      BC     AC,      BC. 
oder 

aC^  —  AC,'         bc^-^bc,^  _ 
^'  V {AC+  AC,)  ■'■  V^BC+Hr])  " "• 

Wir  setaen  AO  =  a,  BO  =  b,  <)C^AnC  =  x,  <^liOr=zy,  <K{^^,^C) 
=  o»  <)C  (^^.  ^C)  =  ß  und  CO  =  7-,  dann  ist 

AC*  —  ^C,'  =  a*  +  r*  — 2rtrco.?a?  —  {n^  +  r^  ^2nr  cosx^) 
=  —  2 ff  r  {cos X  —  cos *,) 


■nd 


=  4  fl  r .  5IW .  stn 


y+y\ 


BC*-  BC*  =^4hr.  sin  ^     ^'  .  sin  ^^ 

2  2 


wenn  x,   und  y,  die  Winkel  sind,  welche  AO  und  BO  mit  T,  0  bilden.    Da 

wieder  Winkel  («— «i)  =  — (y— yi)  ist,  so  folgt  durch  Substitution  in  2) 

die  Gleichung  , 

ff .  stn  — '  -*  ^  .  5f/i  ■  ^^' 

2  2        > 

Die  Gleiehnng 

a.stn       --    '           h  .sin'       •'* 
.  2 2         _ 

^^  F(^C+^6',)       VJJC+BCi)^^^ 

liefert  xa  einem  beliebig  angenommenen  Punkte  C  den  Punkt  C, ,  welcher 
die  Gleichung  I)-  erfüllt.  Um  den  Punkt  C  von  der  Eigenschaft  zu  finden, 
da«s  das  Licht  den  Weg  AC+  BC  in  der  möglichst  kürzesten  Zeit  zurück- 
legt, aetae  man  in4)a:  =  a:,  und  also  auch  y  =  y,,  AC=AC^,  BC^BC,, 
wodarcb  dieselbe  Übergeht  in 
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*  WS/to'^^^  N^V^rf»/"*  ^^^^/V^^k«  ».'•■^'■•■-•^w»^--*  «  ^  «^-W 


Uöbx^  +  770J-2  +  462j^3  +  330  rr^  +  2102^5  ;=  7267  =  3.2310  +  337, 

au  =  \.     7>=1, 

65=11,     64  =  7,     &8  =  5,     ^2  =  3,     ^1  =  2, 

^  =  2310,     m  =  337,     p  =  3, 

337  +  1155/1,  =  0  {mod.  2) ,     Ä,  =  1 ,     a:,  =  —  1  +  2y, , 


337  +  770  Äg  =  0  {mofi.  3) , 

337  +  462  A3  =  0  {mod,  b) , 

337  +  330  Ä^  =  0  {mod,  7) , 

337+  210^5  =  0  (wo</.  11), 


Ä2  =  l, 
A3  =  4, 
Ä,  =  6, 

^  =  4, 


072  =  —  1+  3^21 
0^3  =  - 4+  5^3, 
i^4  =  — Ö+  7y^, 
^5  =  -4  +  lly5, 


m,= 


337  +  1.1155  +  1.770+4.462  +  6  330  +  4.210 


2310 

yi  +  y2+y3  +  y4  +  yb  =  ^' 

Anzahl  der  Lösnngon  nach  (I)  gleich  5,  nämlich 


=  3, 


yi  =  i 

1 

1 

1 

2 

^2=1 

1 

1 

2 

1 

ys-i 

1 

2 

1 

1 

^4=1 

2 

i 

1 

1 

y«-^ 

1 

1 

1 

1, 

x^—   1 

1 

l 

l 

3 

J?2=   2 

2 

2 

5 

2 

J?3=     l 

1 

6 

1 

I 

x^=   l 

8 

1 

1 

4 

0:5=18 

7 

7 

7 

7. 

Dift  verlangten  Zerlegungen  sind  also  folgende: 

=j+i  +  j  +  ?+i^    - 

=  -2  +  y  +  i  +  T  +  1 T' 
Da  die  allgemeinste  Gleichung  mit  drei  Unbekannten  and  nicht  tbe 
fremden  Coefficienten 

«1  ''2  ^3  ^1  +  ^2  ^j  '^  ^2  +  ^3  ^1  ^2  ^2  =  ''' 
ist,  so  ist  ihre  Behandlung  durch  die  oben  gegebene  Methode  vollstünd 
erledigt. 

Dorpat,  14.  März  1875.  Prof.  Dr.  K.  WeiHRAOOn. 


Fig.l. 


f    f    S' 
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xm. 

irecte  Iiösung  der  Aufgabe:  Einen  durch  fünf  Funkte  oder 
[TCh  fünf  Tangenten  gegebenen  Kegelschnitt  auf  einen 
ndrehnngBkegel  zu  legen.  Ersetzen  der  Brennpunkte 
durch   Kreise;  Ort  der  Spitze  jenes  Umdrehungskegels. 


Dr.  Chr.  Wienee, 

Profeaeor  am  Polytechnikum  in  Cnrlaruhc. 

(Hieran  Taf.  HI,  Fig.  1—4.) 

Dot  Wunsch,   nna  der  EntslehungswQise  der  Kegolschnilto  aiia  zwei 

iectirisclien  Strahl enbüschelti  oder  Piinklreiheo  sogleich  die  Eigenschaft 

Br«nD[>unkte  abzuleiten,  ohne  vorher  die  von  Pol  nnd  Polare  nnd  die 

tnvolntion  sti  erörtern,  veranlasste  mich,  nach  einer  directen  Anf  lüsung 

Aofgabe  all  snctien ,  einen  dnrcb  fünf  Pnokte  oder  durch  Tiinf  Tangen- 

gflgab«Den    Kegelschnitt   auf  einen    Umdrchnogskegel    zu  legen,    nm 

klibald  die  ürennpnnktseigeQBchaften  zn  erhalten.    Es  wird  dabei 

Dotbwendig  sein,  eine  der  beiden  AnTgaben,  etwa  die  erste,  zti  läsen, 

idtm  dnrch  einen  einfach  zu  bcvreieenden  Lehrsatz  diese  Lösung  anch  für 

i»  andere  Anfgabe  brauchbar  wird.    Ich  will  sogleich  bemerken,  dass  die 

sfiAsnng  darnnf  ansgeht,  zwei  Tangenten  an  den  Kegelschnitt  zu  legen, 

«lebe  gleiche  Winkel  mit  der  .Sehne  ihrer  BertthmngGpnnkte  bilden.    In 

iet  HolbirnngBlinie  des  Winkels  beider  Tangenten  ist  dann  eine  Axe  ge- 

1.  AaflJiBung  der  Aufgabe:  einen  durch  ffinfPnnkte  ge- 
•beoea  Kegelschnitt  anf  einen  Um  drebnngskegel  au  legen. 

Ks  Bei  iler  Kegelschnitt  (Fig.  1}  dnrcb  die  vier  beliebigen  Punkte  /t, 
r,  C,  tf  oDi)  durch  die  willkürlich  gezogene  Tangente  AB  m  A,  welcbo  den 
tBftea  Paukt  ersetat,  gegeben. 

Man  lege  einen  Kreis ,  welcher  AU  in  A  berührt  nnd  durch  einen  der 
krlgen  Punkte,  i-twn  B,  geht,  ro  befindet  sich  derselbe  in  perRpectivischer 
!«11in«Bt>(in  mit  dem  gegebenen  Kegelschnitte  nnd  4  kann  als  Collinealions- 
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ceDtram  angesehen  werden.  Treffen  die  Strnblen  ACy  AB  den  Kreis  in  den 
Punkten  6"'  und  />',  so  ist  der  Durchschnitt  jE  dor  entsprechenden  Geraden 
CD  und  ^'2>'  ein  Punkt  dor  Collineationsaxo,  welche  ausserdem  durch  den 
gemeinschaftlichen  Punkt  B  beider  Curven  geht,  also  EB  ist.*  Man  ziehe 
nun  senkrecht  zu  EB  don  Durchmesser  F'G'  des  Kreises,  bestimme  zu  F' 
und  C  die  entsprechenden  Punkte  F  und  G  des  Kegelschnittes  (z.  B.  F 
durch  die  Geraden  F' D'  und  F D^  welche  sich  auf  EB  treffen  müssen),  so 
sind  die  Kreibtangcnten  in  F'  und  Q'  und  daher  auch  die  Kegelschnittstan- 
genten FR  und  GJ  parallel  zur  Collineationsaxo  EB.  Da  nun  die  Kreis- 
tangenten in  A  und  /''gleiche  Winkel  mit  der  Sehne  AF'  bilden,  so  gilt 
dies  auch  für  die  entsprechenden  Kegelschnittstangenten;  daher  ist -r/ ^/^ 
ein  gleichschenkliges  Dreieck  m\t  HA  =  HF,  Ebenso  \^i  JA  =  JG,  Dem- 
nach ist  CS  möglich,  einen  Kreis  zu  legen,  welcher  in  A  und  F,  und  einen 
andern ,  welcher  in  A  und  G  den  Kegelschnitt  berührt. 

Von  diesen  beiden  Kreisen  wähle  man  denjenigen  k  aus  —  es  sei  der 
durch  A  und  F  gehende  — ,  in  dessen  Aeusserem  der  andere  Punkt  C,  und 
zwar  derart  liegt,  dass  die  Gerade  GH  den  Kreis  k  schneidet,  dass  sich 
also  G  mit  K  in  demselben  durch  die  Tangenten  AH  und  FH  gebildeten 
Winkel  AHF  oder  in  dessen  Scheitelwinkel  befindet.  Dies  ist  aber  stets 
möglich.  Liegen  nämlich  beide  Kreise  ^/^und  AG  auf  derselben  Seite  ihrer 
gemeinschaftlichen  Tangente  AH^  so  ist  A  ihr  äusserer  Aehnlichkeitspunkt. 
Von  den  vier  mit  den  Tangenten  FH  und  GJ  parallel  an  sie  gezogenen  Tan- 
genten liegen  diejenigen  beiden ,  deren  Berührungspunkte  sich  auf  demsel- 
ben Strahle  aus  A  befinden,  auf  der  einen  Seite  von  A^  die  beiden  anderen 
auf  der  entgegengesetzten.  Daher  liegen  die  Tangenten  FH  und  GJy  deren 
Berührungspunkte  nicht  demso.lben  Strahle  aus  A  angehören,  auf  verschie- 
denen Seiten  von  A,  Jeder  dor  beiden  Punkte  F  und  G  liegt  daher  auf  der- 
selben Seite  von  der  Tangente  im  andern,  wie  A  und  wie  der  diese  Tan- 
gente berührende  Kreis,  und  ebenso  nach  der  Voraussetzung  auf  derselben 
Seite  von  der  Tangente  in  A,  wie  dieser  Kreis,  daher  mit  ihm  in  demselben 
Winkel  beider  Tangenten.  Ist  nun  der  Kreis  i^/*  derjenige  Ar,  ausserhalb 
dessen  sich  der  andere  Punkt  G  befindet,  so  entspricht  er  den  Bedingungen. 
—  Liegen  dagegen  beide  Kreise  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  AH ^  so 
ist  A  ihr  innerer  Aehnlichkeitspunkt.  Dann  befinden  sich  von  jenen  vier 
parallelen  Tangenten  diejenigen  beiden,  deren  Berührungspunkte  auf  dem- 
selben Strahle  aus  A  liegen,  auf  entgegengesetzton  Seiton  von  A\  auf  der- 
selben Seite  dagegen  solche ,  deren  Berührungspunkte  auf  verschiedenen 


*  Man  kniin  auch  die  Ki^onschnft  der  Collineation  entbehren.  Dreht  man  nHm- 
lich  den  Kreis  um  ED  um  einen  beliebigen  Winkel,  wobei  sieh  der  Punkt /l' des 
Kreises  von  A  trennt,  so  projiciren  nieli  der  Kreis  und  der  Kegelschnitt  durch  die 
gegebenen  fünf  Paare  entsprechender  Punkte,  also  ganz  aufeinander  ans  dorn  Schnitt- 
pnnkte  der  drei  Ebenen  C/>,  C/)';  DAy  n*Ä\  AC,  A'C,  Ks  ist  dann  der  Kegelschnitt 
ftnf  einen  im  Allgemeinen  schiefen  Kreiskcgol  gelegt. 
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Strahlen  und  anf  verscbipdenon  Kreisen  liegen,  also  auch  F^fiT  und  GJ,  Be- 
findet sich  nun  der  Punkt  G  auf  der  von  A  entfernteren  der  beiden  Tangen- 
ten, 80  liegt  er  im  Scheitelwinkel  des  den  Kreis  AF  oder  k  enthaltenden 
Winkels  FH  A^  weil  er  mit  ihm  auf  der  entgegengesetzten  Seite  jedes  Schon 
kels  liegt.  Ausserdem  ist  G  jedenfalls  ein  äusserer  Punkt  von  k.  Der  Kreis 
AF  oder  k  entspricht  also  den  Bedingungen. 

Durch  den  einzigen  so  bestimmten  Kreis  AF  oder  k  lege  man  nun  eine 
di^r  möglichen  Kugeln,  lege  an  sie  in  ihren  Punkten  A  und  F  die  ße- 
rtihrungsebenen,  welche  sich  in  der  durch  jy  gehenden,  nicht  verzeichneten 
Geraden  h  schneiden.  Durch  h  und  G  führe  man  eine  Ebene,  welche  die 
Gerade  C// enthält,  also  die  Kugel  trifi>,  und  zwar  in  einem  Kreise,  ausser- 
halb dessen  G  liegt.  Man  ziehe  aus  G  eine  der  beiden  möglichen  Tangenten 
an  den  Schnittkreis,  welche  mit  h  den  Punkt  5  gemein  habe,  lege  aus  5  als 
Spitze  einen  berührenden  Kegel  an  die  Kugel,  so  ist  dieser  der  verlangte 
Umdrehungskegol,  auf  dem  sich  der  gegebene  Kegelschnitt  befindet.  Denn 
die  Schnittlinie  der  Ebene  AFG  mit  dem  Kegel  enthält  die  drei  Punkte  A^ 
/*,  G  und  wird  von  AH  xxvi^  FJy  berührt,  fällt  also  mit  unserem  Kegelschnitte 
zusammen.  —  Somit  ist  die  Aufgabe  gelöst. 

2.  Die  Aufgabe:  einen  durch  fünf  Tangenten  gegebenen 
Kegelschnitt  auf  einen  Umd  reh  nngskegel  zu  legen,  könnte 
man  in  ganz  entsprechender  Weise  lösen.  Kürzer  erscheint  mir  aber  der 
Weg,  diese  Aufgabe  auf  die  soeben  gelöste  zurückzuführen  vermittelst  der 
Uebereinstimmung  der  durch  zwei  projectivische  Strahlenbüschcl  und  der 
durch  zwei  projectivische  Puuktreihen,  oder  der  durch  fünf  Punkte  und  der 
durch  fünf  Tangenten  bestimmten  Curve.  Beide  Curven  wollen  wir  zunächst 
als  Punkt-  und  als  Linienkegelschnitt  unterscheiden. 

Zu  dem  Ende  beweisen  wir,  dass,  wenn  ein  Linienkegelschnitt 
durch  fünf  Tangenten  oder,  was  dasselbe,  durch  drei  Tan- 
genten a,6,c  und  die  Berülirungsp unkte  A^  B  von  zweien  go- 
gegeben  ist,  und  man  bestimmt  den  Berührungspunkt  6^  von  r, 
und  construirt  dann  für  einen  Punktkegelschnitt,  der  durch 
die  drei  Punkte  A^  B,  C  und  die  Tangenten  a  und  b  in  zweien, 
also  im  Wesentlichen  durch  fünf  Punkte  gegeben  i^t,  die 
Tangente  inC,  dass  diese  mit  der  früher  gegebenen  Linie  r 
zusammenfällt.  Bilden  nämlich  (Fig.  2)  a,  h,  r  das  Dreieck  ÄffC\  so 
siehe  man  Ä A  und  El B^  welche  sich  in  1)  schneiden;  die  (lerade  CD  enthält 
dann  den  Berührungspunkt  C  der  c.  (Satz  von  Brianchon). 

Soll  nun  in  dem  durch  A^  B^  T,  a,  b  bestimmten  Puuktkegelschnitte  c 
^ie  Tangente  in  C  sein,  so  müssen  die  drei  Schnittpunkte  A''  von  a  und  BC^ 
Ü'  von  b  und  CAy  C"  von  c  und  AB  auf  einer  Geraden  liegen  (Satz  von 
Pascal). 

Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  von  A  B  nnd  CC'  mit  E^  so  gilt  wegen 
der  Projection  aus  A 


nnd  wegen  der  Projoction  nns  B 

also  sind  C'BÄB"  und  CA  WA'  zwei  projeotivische  nnd  Hnsserd^in  perepec 
tivisch  liegende  Punktreihen.  Daher  treffe»  BJ,  AW  und  h" Ä'  in  einem 
Pnnkte  C"  zusammen,  w.  b,  b.  w, 

nat  man  daher  den  durch  die  fünf  Punkte  bestimmten  Pnnktkegel- 
schnitt  J,  ß,  C,  a,  6  auf  einen  Cmdrehungskegel  gelegt,  so  ist  auch  c  ein« 
Tangente  an  denselben  nnd  es  befindet  sich  daher  auch  der  dnrch  die  fünf 
Tangenten  beetimmle  Linienkegelschnitt  a,\>,c,  A,  B  auf  dem  Kegel,  und 
beide  Curren  fnllcn  zasaramen. 

3.  Für  den  ebenen  Schnitt  eines  Umdrebnngskegels  werden  df» 
Drennpunktseigenschaften  in  bekannter  Weise  hergeleitet. 
Brennpunkte  lassen  sich  aber  durch  Kreise,  welche  den  Kegelschnitt  dop- 
pelt berühren,  ersetzen,  wie  diea  Steiner'*  gezeigt  hat.  Diese  erweiterten 
Sütze  können  im  Anachlnss  an  die  vorhin  gelöste  Aufgabe  und  anders,  als 
es  Steiner  that,  in  so  einfacher  Weise  hergeleitet  werden,  dass  dies  hier 
geschehen  möge. 

Seien  in  Fig.  3  D  iind  E  die  Berührungspunkte  des  Kegelschnittes  nnd 
des  Kreises  k,  B  der  Sebnittpnnkt  ihrer  gemeinschaftlichen  Tangenten  in* 
D  und  £,  und  treffe  die  durch  den  Mittelpunkt  C  von  k  gebende  Halbiriings- 
linie  HC  des  Winkels  DBE  den  Kreis  in  A'  und  A\,  den  Kegelschnitt  in  A 
und  A,,  Letztere  Punkte  sind  leicht  su  constrniren,  denn  beide  ki 
Linien  sind  perspectivisch  für  den  Collineationsmittelpuukt  AT;  DE'iH  dann 
die  CnllineatioDsaxe  und  beide  Cnrvcn  liegen  wirklich  in  denselben  Winkeln 
ans  n,  weil  in  Fig.  2  der  Strahl  HG  beide  Linien  traf.  In  dieser  Figur  kön- 
nen daher  auf  dem  Strahle,  weicher  den  Winkel  AHF  balbirt,  aus  den 
Punkten  A,  a',  (Fig.  3)  des  Kreises  k  diejenigen  A,  A^  des  Kegelschniltea 
leicht  gefnuden  werden. 

Die  durch  HC  (Fig.  8)  senkrecht  zur  Ebene  des  Kegelschnittes  geführte 
Ebene  werde  in  letztere  um  HC  umgelegt;  in  derselben  befindet  sich  der 
Mittelpunkt  Q  der  durch  h  gehenden  Kngel,  welche  diese  Ebene  in  dem 
grösston  Kreise  schneidet,  der  aus  C  dnrch  A'  and  A',  gezogen  ist.  Dia 
beiden  in  A  nnd  .^',  an  diesen  Kreis  gelegten  Tangenten  treffen  sich  in  S\ 
BK  ist  dann  die  in  derselbeti  grössten  Kreisebene  liegende  SefanitttJnie  der 
beiden  Berlihrungsebenen  der  Kngel  (C)  in  den  Punkten  A,  A\ ,  welche 
vorhin  h  nannten. 

Legt  man  nun  aus  A  an  jenen  grössten  Kreis  eine  der  beiden  mSgüchea' 
Tnugenten,  welche  die  HK  in  S  schneidet,  so  bildet  S  die  Spitze  des  Um. 
drelinngskegola,  dessen  ebener  Schnitt  der  gegebene  Kegelschnitt  ist,  und 
es  berührt  daher  S.J,  ebenfnlls  dun  grüsfiten  Kreis.     Der  Berllhrnngskroi» 
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JL  des  Kegels  und  der  Kugel,  dessen  Ebene  die  des  Kegelschnittes  in  der 
Geraden  HDE  trifft,  schneidet  den- Kegelschnitt  in  den  früher  bestimmten 
Punkten  B  und  E, 

Legt  man  ans  einem  andern  Punkte  G^  der  SG  eine  zweite  berührende 
Kugel  in  den  Umdrehungskegel,  deren  Berührungskreis  J^  L^  ist,  so  schneide 
diese  die  Ebene  des  Kegelschnittes  in  dem  Kreise  h^  mit  dem  Mittelpunkte 
C|  und  den  Kegelschnitt  selbst  in  den  Punkten  Z>|  und  E^  derart,  dass  J^L^ 
und  Z>,  Ex  sich  in  i^|  Auf  BC  treffen. 

Der  Kegelschnitt  besitzt  nun  in  Bezug  auf  die  Kreise  k  und  k^  eine 

ihn  bestimmende,  sehr  einfach  nachzuweisende  Eigenschaft.  Sei  P  ein  Punkt 

des  Kegelschnittes,  P'  seine  Projection  auf  die  Ebene  CBS^  sei  PTeine  in 

7  berührende  Tangente  an  Ar,  PTx  eine  in  T^  berührende  an  /rj,  treffe  die 

Kegelerzeugende  SP'  die  BerÜurungskreise  JL,  J^L^  der  beiden  Kugel«  in 

Q  und  Qxy  80  ist 

PT^P'Qy     PTt=P'Qx, 

weil  je  zwei  gleiche  Linien  Tangenten  aus  P  an  dieselbe  Kugel  sind. 
Daher  ist 

QQi  ist  aber  eine  unveränderliche  Grösse  für  alle  diejenigen  Punkte  P, 
welche  zwischen  den  Berührungskreisen  JL  und  J|Z.|  oder  auf  den  Bogen 
DDi  und  EEi  liegen;  für  die  Punkte  auf  DAE  oder  auf  D^A^E^  wird 

PT^'-PT^QQx  oder  PT--  PT^^^QQ^. 

Die  Grösse  QQx  kann  an  dem  Kegelschnitte  selbst  leicht  bestimmt  werden, 
wenn  man  eine  der  Tangenten  Null  werden  lässt;  so  ist  QQ^  gleich  der 
Tangente  aus  D  an  Atj  oder  gleich  der  aus  2>i  an  Ar.  Daraus  ergiebt  sich  der 
Satz: 

Legt  man  an  einen  Kegelschnitt  zwei  innere*  zweifach 
berührende  Kreise  k  und  Ar,,  so  ist  die  Summe  oder  Differenz 
der  beiden  aus  einem  Punkte  des  Kegelschnittesan  beide 
Kreise  gezogenen  Tangenten  eine  unveränderliche  Grösse. 
Die  Grenzen  der  Punkte,  für  welche  die  Summe,  und  der- 
jenigen, für  welche  die  Differenz  gilt,  bilden  die  Berüh- 
rungspunkte der  Kreise  mit  dem  Kegelschnitte. 

Schneidet  der  Berührungskreis  JL  der  Kugel  und  dos  Kegels  den 
Kegelschnitt  nicht  mehr,  so  kann  man  die  Schnittlinie  der  Ebenen  beider 
immer  noch  die  Sehne  der  Berührungspunkte  nennen ,  auf  welcher  nur  die 
Berührungspunkte  D  und  E  des  Kreises  k  mit  dem  Kegelschnitte  imaginär 
geworden  sind.  So  lange  die  Kugel  noch  die  Ebene  des  Kegelschnitts 
trifft,  ist  auch  der  Schnittkreis  k  reell;  aber  auch  er  kann  imaginär  werden. 
Berührt  die  Kugel  4ie  Ebene  des  Kegelschnitts,  was  im  Allgemeinen  in 


*  D^v  Satz  gilt  auch  f^  liuMwt^  Kreise*,  i.  EleiueT  %.  ^ 
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xwei  Lagec  uöglicb  Ut,  so  heisaon  die  Berübrungepuukls  <iie  Brom 
punkte,  welche  ale  Grcuzeestnlten  der  Kreise  k  von  «wolfachw,  »Wia 
gluärcr  Berührung  RDztieebon  sind.   Der  nliige  Sau  gewiunt  d&nDdieGeiUh 

In  der  Ebene  eines  Kegelschnittee  giebl  es  awei  Punkt« 
die  Brennpuakte,  mit  der  Eigenschaft,  dass  entweder  i\t 
Summe  oder  die  Differenz  der  Abstände  eines  PanktesJ 
Kegelschnittes   von   diesen  Paukten  nn  veränd  eriich  ist. 

Anf  ein  und  demselben  Regehchnitte  tritt  kein  Wechsel  der  SonM 
und  der  Differenz  ein,  weil  die  zu  den  HerülirnDgapunklen  zOBamraengeitg* 
Den  Kreise  den  Kegelschnitt  Dicht  in  reellen  Pnnkten  beruhten  und  di«B» 
rührungsp unkte  die  des  Wechsels  sein  würden. 

Die  Unterscheidung  der  Kegelschnitte  in  Ellipsen,  Hyperbeln  nalFi 
labela  kann  nan  in  bekannter  Weise  vergenommea  werden. 

4.  Untersuchen  wir  nun  die  Gesetee,  nach  welchen  die  Elemente  dl 
inneren  den  Kegelschnitt  doppelt  beräbienden  Kreises  k  bei  demiea  Bf 
wegnng  ihre  Lage  und  Grösse  ändern.  Dabei  kommt  in  Betracbt  « 
Mittelpunkt  C  (Fig.  3),  die  Berilhrangssehne  DE  mit  ihrem  Sehuitlpnnkie  1 
gegen  die  Axe  AJ,  und  der  Halbmesser  Cß.  Zu  dem  Ende  lassen  wir J* 
Mittelpunkt  G  der  beriibrendcu  Kugel  sich  auf  der  Axe  des  Cmdre 
kegeis  hin  bewegen.  Mit  der  Puuktreihe  der  G  ist  offenbar  die  der  C,  i 
der  D  und  die  der  iV  ähnlich,  so  dass  also  C  und  N  ähnliche  Pnoktiaü« 
beschreiben.  Der  Doppelpunkt  beider  ist  ausser  dem  unendlich  ftn 
Funkle  der  Mittelpunkt  91  des  Kegelschnitts  oder  seiner  Axe  AA,.  Di< 
leuchtet  bei  der  Ellipse  von  selbst  ein ,  indem  die  DE  zur  kleinen  Aso  «b^ 
Im  Allgemeinen  iHsst  es  sich  so  nachweisen.  Seien  C,,  G^,  /,,  l^, 
derselben  Kugel  gehörigen  Punkte,  und  rocke  Cg  nach  Sl,  so  dass  MG^X^A 
GfJgJ.  SJ,  JbL^A.  SG,  so  ist  zu  beweisen,  dass  auch  der  Schniltpunkt ' 
von  J^Lo  mit  AA,  iu  M  fällt.  LSssl  man  einen  rechten  Winkel  sieb  I 
bewegen ,  ttasa  sein  erster  Schenket  stets  durch  G^  gebt  und  sein  SAfiV 
die  J,L„  beschreibt ,  so  bildet  bekaunilich  der  zweite  Schenkel  die 
ten  einer  Parabel,  deren  Scheitel  der  Fusspunkt  der  von  Gg  auf  y,£,e8f'™ 
len  Senkrechion  oder  der  Mittelpunkt  von  /„£,  ist.  Drei  Lugen  derT 
ten  sind  SJ,  SL,  JaL^;  eine  vierte  ist  MA.  Nun  werden  alle  Lagen  ei 
beweglichen  Tangente  einer  Parabel  von  drei  festen  in  doutaelben  VeillUf 
uisse  geschnitten.  J^I-ai  als  eine  Lage  der  beweglichen  Tangeute,  sclu 
die  drei  erstgenannten  festen  in  J„,£„  und  in  dem  Berübrungsponkt« *< 
Jtitc,  d.  i.  ihrem  Mittelpunkte.  Daher  muss  auch  auf  der  Tangente  Aii 
der  Reihe  der  Schnittpunkte  A,,  JV,,  Ä  der  Punkt  N,,  in  dor  Mitlo  von  i\ 
liegen  oder  mit  M  zusammenfallen,  w.  z.  b.  w. 

Geben  nuu   die  Punkte  C  und  JV  von  dem  Mittelpunkte  M  des  f 
Schnittes  aus,  in  welchem  sie  (Fig.  4)  als  C^  und  iV„  z^iaammenficlen ,  tt 
;eUngen  die  BorUbrungapuukte  D  und  E  von  D^  und  E,  in  den  Sehei) 

Nebenazo  bis  zu  D,,  £,  in  dem  Scheitet  A  der  Uauptaze,  so  findet  1 
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eine  vierpunktigo  Berührung  statt,  oder  k  wird  zum  Krümmungskreiso  k^ 
in  A.  Sein  Mittelpunkt  C,  ist  der  Krümmnngsmittelpunkt  R  dieses  Scheitels; 
iV^i  fällt  in  A.  Rückt  C  als  C,  nach  dem  Brennpunkte  F,  so  gelangt  N  als  iV, 
in  V  auf  der  Directrix  d^  welche  bekanntlich  die  Schnittlinie  der  Ebene  des 
Berühruugskreises  JL  (Fig.  3)  der  in  den  Kegel  eingeschriebenen,  durch  F 
gehenden  Kugel  mit  der  Ebene  des  Kegelschnittes  ist.  Nun  muss  wegen 
der  Aehnlichkeit  der  Punktreihen 

MR:MA  =  3IF:MÜ 
oder,  wenn  man  die  bekannten  Ausdrücke  einführt: 

was  als  richtig  die  gewonnenen  Ergebnisse  bestätigt. 

Die  Halbmesser  der  Kreise  k  ergeben  sich  in  Fig.  3  durch  den  Kegel 
und  die  Kugel.  Unabhängig  von  beiden  lassen  sich  dieselben  auch  folgen- 
dermassen  bestimmen.  Fig.  3  zeigt,  dass  mit  der  Bewegung  von  G  und  C 
auch  die  Bewegung  von  J  oder  L  proportional  ist,  d.  h.  (nach  der  Gleichung 
PT+PTi  =  QOi  des  Art.  3)  dass  mit  der  vom  Mittelpunkte  C  des  k  durch- 
laufenen Strecke  die  zugehörige  Veränderung  der  Summe  oder  der  Diffe- 
renz der  von  einem  Punkte  des  Kegelschnittes  an  die  entsprechenden 
Kreise  k  gezogenen  Tangenten  proportional  ist.  Bleibt  der  Punkt  des 
Kegelschnittes  und  der  eine  Kreis  k  unbeweglich,  so  ist  daher  auch  die 
Veränderung  der  Länge  der  Tangente  an  den  anderen  mit  der  von  C  beschrie- 
benen Strecke  proportional ,  und  die  Länge  der  Tangente  kann  demnach 
durch  die  Ordination  einer  Geraden  dargestellt  werden,  wenn  die  Fuss- 
punkte  der  Ordinaten  in  den  zugehörigen  Punkten  C  liegen. 

*  Um  diese  Gerade  zu  verzeichnen,  wählen  wir  in  Fig.  4  als  festen  Punkt 
des  Kegelschnittes  den  Scheitel  A^  der  feste  Kreis  kann  unbestimmt  bleiben, 
und  nehmen  zwei  oder  zur  Controle  drei  Lagen  des  beweglichen  Kreises  k 
an.  Der  eine  sei  der  aus  31  durch 2>o  ^^^  ^ci»  Halbmesser  MD^^^b  gezogene 
k^  (welcher  aber  imaginär  sein  kann);  seine  Tangente  aus  A  ist  offenbar 

AT^=^ya^  —  b*=^MF\  der  zweite  sei  der  Krümmungskreis  /r,  in  Ay  mit  dem 
Mittelpunkte  /?,  seine  Tangente  aus  A  ist  Null;  der  dritte  sei  der  Kreis  mit 
dem  Halbmesser  Null  aus  F  gezogen,  seine  Tangente  ist  AF.  Zieht  man 
senkrecht  zu  MA  die  Ordinaten  gleich  jenen  Tangenten,  nämlich  MV^  =  MF^ 
FV^=^  A F^  so  bestimmen  die  drei  Punkte  Fq,  ä,  F,  überschüssig  die  Ge- 
rade, deren  Ordinaten  die  Längen  der  Tangenten  angeben,  welche  aus  A 
an  diejenigen  Kreise  k  gezogen  werden  können,  deren  Mittelpunkte  die 
Fusspunkte  C  jener  Ordinaten  bilden.  Dadurch  sind  aber  die  Kreise  Ar 
bestimmt.  So  ist  für  C,  die  Ordinate  C^Vf  jener  Geraden  die  Länge  der 
Tangente  aus  A,  Beschreibt  man  daher  mit  C^Vt  aIs  Halbmesser  aus  A  einen 
Kreis  und  einen  andern  über  AC^  als  Durchmesser,  und  schneiden  sich  beide 
in  3*g|  80  iat  dar  ana  €L  durch  T^  gelegte  Kreis  der  Kreis  Ar,,  Man  bemerkt, 


dasa  in  R  dio  Ordinate  der  Geraden  V^/t  ihr  VoisciuIiOD  Ködert,  di 
wecbiielt  auch  mit  dem  entsprechenilen  Kreise  k,  die  Differenz  der  beid< 
Tsngeüten  mit  ihrer  Summe.  Bewegt  eicli  C  Aber  F  hinaus  gegen  J  hin,  ■ 
wird  zunächst  die  Tangente  aas  A  grösser  als  der  Dnrcbmesser  AC  At 
Hilfbkreises,  daher  der  Schnittiinnkt  T  beider  Kreise  und  auch  A  imaginlü 
während  dem  ungeachtet  die  Länge  der  Tangente  aus  A  an  den  ima^ftr« 
Kreis  die  reelle  construirte  Grösse  beibebnlt. 

5.  Zuletzt  soll  noch  aas  den  hier  gegebenen  ConstructioaeD  der  Ol 
der  Spitze  S  des  durch  den  gegebenen  Kegelschnitt  gelegten  Umdrehangt 
kegeis  bestimmt  werden.  Derselbe  befindet  sich,  wie  wir  schon  gcseb< 
haben,  in  «iner  durch  die  beiden  Brennpunkte  des  Kegelschnittes  seakteel 
KU  seiner  Ebene  gelegten  Ebene.  In  dieser  Ebene  sind  [Fig.3)S-^  und  5.4,  ■« 
Tangenten  des  veränderlichen,  aber  stets  durch  A'  und  A'i  gebenden  grfti 
ten  Kugclkreises  mit  den  BeräbrungspuDkten  /  und  L.  Daher  ist  SJ^Si 
Ferner  sind  A,J  and  AL  fUr  alle  grösslen  Kogelkreise  unyeiäaderUdi,  wc 
AA,  die  Potensliaie  aller  dieser  Kreise  ist.  Daher  liegen  alle  /  auf  clem  a 
A,  mit  dem  Hnlbmeeser  A,J  beschriebenen  Kreise,  und  alle  L  auf  dem  a 
A  mit  AL  beschriebenen.  Wegen  SJ=:SL  ist  aber  S  der  Mittelpunkt  etu 
die  um  Af  undA  beschriebenen  Kreise  berührenden  Kreises.  Der  Ort  dies 
Mittelpunktes  S  ist  bekanntlich  ein  Kegelschnitt,  dessen  Brennpoukte  . 
und  A  bilden. 

Durch  die  um  A  und  A,  beschriebenen  Kreise  sind  swei  Kegelschnit 
bestimmt  als  Orte  des  Mittelpunktes  eines  sie  gleichartig  und  eines  sie  u: 
gleichartig  berührenden  Kreises.  In  nnaerem  Falle  ist  S  der  Mittelpon 
eines  ungleichartig  berührenden  Kreises,  so  lange  der  den  Kegelschu 
doppelt  berührende  Kreis  k  in  zwei  reellen  Punkten  i>  und  £  berliltrt,  ai 
eines  gleichartig  berührenden  Kreises,  sobald  D  und  £  imaginär  sind.  Dei 
D  und  E  sind  die  Schnittpunkte  des  Berübrungskreises  JL  der  Kugel  oi 
des  Kegels  mit  der  Ebene  dos  Kegelschnitts.  Sie  sind  daher  reell  odi 
imaginär,  ja  nachdem  die  Axe  AA,  von  der  Strecke  JL  oder  erst  von  ihr 
VerlMngernng  getroffen  wird,  oder  je  nachdem  J  und  L  auf  enlgogengeeet 
ter  oder  auf  derselben  Seite  von  A  A,  liegen.  Zwei  Kreise  A  und  A^  werdi 
aber  von  einem  dritten  Kreise  S  uugleichartig  oder  gleichartig  bertlhri,  j 
nachdem  die  Berührungspunkte  onf  entgegengesetzter  oder  auf  Übereil 
stimmender  Seite  der  Mittelpunktslinie  AAi  liegen,  also  in  unserem  Fall 
je  nachdem  D  und  E  reell  oder  imaginür  sind,  w.  %.  b.  w.  Die  Grenze  beid 
Fftlle  wird  gebildet,  wenn  k  zum  Kr  Um  mang  skr  eise  in  A  wird,  wodurdi  i 
Kreis  um  A  in  den  Punkt  A  übergeht. 

Die  Scheitel  des  Kegelschnittes,  welcher  den  Ort  von  S  bildet,  fini 
man  auf  der  Geraden  AA^,  indem  man  die  um^j  and  ^,  beschriebenen  Kray 
mit  AA,  in  vier  Pnukteu  schneidet.  Die  Scheitel  sind  dann  die  Mittet 
sehen  zweien  jener  Schnittpunkte,  und  zwar,  wenn  die  Berührung  dös 
SAB  ans  5   eine  ungleichartige  war,   die  Mitte  der  Endpunkte  der  beidi 
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Snra  glaichgeriobteter  Halbmesser,  im  andern  Falle  der  nngleichgerich- 
MmT 

Am  einfachsten  erhält  man  die  Scheitel,  wenn  man  den  Kreis  k  zn 
MMm  Punkte,  dem  Brennpunkte  F  des  ursprünglichen  Kegelschnittes 
tvden  llsst.  Die  Kreise  A  und  Ji  gehen  dann  durch  F^  und  die  Mitte  eines 
Piarei  ihrer  nngleichgerichteten  Halbmesser  —  welche  wegen  des  Imagi- 
•Irteins  der  Berührungspunkte  D  und  E  zu  wählen  sind  —  in  ^  ^i  ist  dann 
/•slbtt.  Dies  g^lt  von  jedem  der  beiden  Brennpunkte;  daher  der  bekannte 
Sali:  Der  Ort  des  Mittelpunktes  5  des  durch  einen  gegebenen 
Kegelschnitt  gelegten  Umdrehungskegels  ist  ein  Kegel- 
«cknitt,  dessen  Ebene  senkrecht  auf  der  gegebenen  steht 
and  durch  dessen  H au ptaze  geht,  und  dessen  Scheitel  in  den 
Brennpunkten  und  dessen  Brennpunkte  in  den  Scheiteln 
let  gegebenen  Kegelschnittes  liegen. 
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XIV. 

Ueber  Normalreihen  der  relativen  DisperBionen  im 
baren  Spectrnm  als  Criterium  der  Zuverlässigkeit  von 
Messungen  optischer  Constanten. 

Von 

Prof.  Ludwig  MAT-rniEssEs 

in  Koatock. 


chy'ä  ist  von  den  Piiysikern  in  nauBal 
eiiüten  tbeorotisclieu  nnd  euijiitiscbeu  F) 
3recliungsindex  n  diircbaicbtiger  Medien  i 
'  der  inneren  Wellenlängcu  des  Licbtea  di 
3F  gegenwärtigen  VerworreDbeit  gar  dIc 
weist),  woran  man  ist.  Da  sich  die  bis  jelat  aufgestellten  theoretiacbl 
Formeln  ak  unenISnglich  erwiesen  haben,  eine  genügende  Ueberemslii 
mung  der  Berechnung  mit  der  Beobachtung  innerhalb  der  Gi-ensen  d 
Beobacbiungsfebler  in  erzielen,  so  ist  mehrfach  der  Versneb  gemacht  wi 
den,  gute  cmpiriscbQ  DiKpersioasformeln  aufzostellen.  Es  mCge  hier  auf  ^ 
äasGerüt  miibRamcu  und  zeitraubenden  Arbeiten  von  Maecarl,  Kettsle 
Willibald  Schmidt  und  van  der  Willigen  verwiesen  werden.  v( 
denen  eine  grosse  Anzahl  von  Brecbungsindices  durcbsichtig«>r  lichtbrech« 
der  SubstünKC»  In  der  mannichfacbsten  Weise  der  Rechnung  antenogea  oi 
die  concurrireudeu  Formeln  auf  die  Uebereinstim.iuiing  ihrer  Resoltftie  n 
den  hin  jetzt  vorliegenden  zuverlässigsten  Messungen  geprüft  sind.  FUt  d< 
Grad  der  ZuverläsBigheit  der  llessungen  fehlt  es  jedoch  noch  an  eine 
sichern  Mansslabe,  so  lange  das  Gesetz  der  Erscheinung  günzljeb  o: 
bekannt  ist  and  so  lange  nicht  die  Mittetwerthe  vieler  voDcinand&r  U 
abb&ngiger  Messungen  an  denselben  Substanzen  sich  einer  beatimmti 
Grenze  nhbern.  Bei  dem  jetzt  sieb  immer  mehr  und  mebr  «nhSufeodi 
Beohachtungsmaterial  iat  die  Kennlniss  des  persönlichen  Fehlers  erwQnscl 
um  den  relativen  Wcrth  einer  einzelnen  Beobachtung  ermessen  zu  kfinne 
Ich  werde  weiter  unten  auf  die  uaögHcbe  Lösung  dieser  Frage  sarllc 
kommen. 
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Der  jetsige  Standpunkt  der  Frage  nach  dem  mathematischen  Ausdruck 
den  Dispersionsgesetzes  scheint  nach  den  Mittheilungen  von  Kettelor, 
Schmidt  und  van  der  Willigen  der  'zu  sein ,  dass  mau  im  Allgemeinen 
mit  einigen  unwesentlichen  Abänderungen  an  der  Formel  von  Gauchy 
feathält,  und  zwar  aus  Rücksichten  der  Bequemlichkeit  ihrer  Anwendung; 
dass  man  also  setzt  nach  Cauchy 

«  =  «  +  ii)6-^^i-10«A*"»"lO"A«  ■*"••" 

wo  a,  6,  c,  d  Constanten,  X  die  Wellenlänge  der  Farben  im  dispersionsfreien 
Baume  vorstellen ;  oder  allgemeiner  nach  W.  Schmidt 

wo  x^  y,  z  ganze  Zahlen  sind.    Schmidt  hat  nur  die  drei  ersten  Glieder 
berücksichtigt,  indem  er  für  x  und  y  ganze  positive  Werthe  setzt. 

Es  hat  sich  nun  aus  den  vielfach  wiederholten  Rechnungsversuchen 
ergeben,  dass  mindestens  vier  Constanten  erforderlich  sind,  um  eine  Ueber- 
einstimmnng  bis  auf  wenige  Einheiten  der  fünften  Decimalo  zu  erzielen. 
Die  Formel  von  Schmidt  enthält  nur  drei  Glieder,  aber  fünf  Constanten, 
indem  er  durch  vielfache,  an  sieben  Fraunhofer^ sehen  Glassorten  an- 
gestellte Rechnnngsversuche  die  Exponenten  a:=  1,  y=s4  findet.  Auch  ich 
habe  diesen  Weg  einzuschlagen  versucht;  er  führt  freilich  erst  durch  lang- 
wierige Rechnungen  zum  Ziele.  Das  Ergcbniss  gewährt  aber  den  unver- 
kennbaren Vortheil,  dass  man  be<  einer  geringern  Anzahl  von  Gliedern  der 
Reihe  die  Anzahl  der  Constanten  um  m  — 1  erhöhen  kann;  d.  h.  die 
Canchy'sche  Reihe  hat  bei  m  Gliedern  m  bestimmbare  Constanten,  die 
allgemeinere  bei  m  Gliedern  2m  —  1  Constanten.  So  z.B.  ist  nach  Schmidt 
fkir  das  Frannhof  er^sche  Flintglas  Nr.  23 

.  .^  ^^     .   0,0198050  ,  0,000616194 
n  =  1,594908  +    '     ,,,,-  +  - — -=--  -.—  , 
^    (lOU)*  110' A)*      ' 

anter  Zugrundelegung  der  Angström 'sehen  Wellenlängen  (Po  gg.  Ann. 

CXXIII  S.  489flgg.  und  Berl.  Ber.  f.  1868  S.  344) 

J  0,00076039  D  0,00058890  G  0,00043072 

B  68668  E  52690  H^         39680 

C  65618  F  48606  B^         39328. 

Fttr  destillirtes  Wasser  von  18,5°  C.  finde  ich 

""'''*''*'+  (10- A)%  +  -(10»A)3^-' 

unter  Zugrundelegung  der  folgenden  Wellenlängen : 

J  0,00076062  D  0,00058878  G  0,00043077 

B  68661  E  52680         B^         39674 

C  65602  F  48597  B^         39380. 

Van  der  Willigen  findet  für  destillirtes  Wasser  von  20,2^  C 
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,  0,00400858      0,0003947181  .  0,00002606364 

anter  Zugrundelegung  seiner  Wellonmessungen  {Arch,  du  musee  Teyler  1, 

280  —  343)  ^  0,00076092  D  0,00058984  G  0,00043114 

B  68713  E  52720  H^  39715 

C  656Ö6  F  48640  F,  39387. 

Endlich  findet  Kotteler  für  den  ordinären  Strahl   im  Kalkspath  die 
Werthe  der  Constanten  seiner  Formel 


«) 


Tt=^ 


'      +B      • 


»"  » 


wo  /  die  innere  Wellenlänge  bezeichnet: 

log  k  =  3,6910252  ,    log  B  =  4,9967761 , 

/o^  ^  =  r,5693677,     %C"=  4.8070652. 

Ich  finde  für  denselben  Strahl  und  dieselbe  Beobachtungsreihe  (Mascart) 
für  das  Spectrum  in  der  ganzen  Ausdehnung  zwischen  den  Fraunho fer- 
schen Linien  A--  R 


b) 


.  0,01266352  .  0,0003706092 
n  =  1,68121  +  v  ^,Mu   + 


Zur  Vergleichnng  der  Leistungen  beider  Formeln  dient  die  folgende 
Tabelle : 


Linie. 

I. 

U. 

Ilf. 

IV. 

Diff 

Diff 

Diff. 

Diff. 

n  beob. 

n  wahrsch. 

n  ber. 

n  ber. 

I  — III. 

I  IV. 

II— UI. 

11- IV. 

Werth. 

nach  a). 

nach  b). 

Ä. 

1,65013 

1,65008 

1,65008 

1,65007 

+  5 

+  6 

0 

+  1 

a. 

1,65162 

— 

1,65164 

1,65164 

-2 

-2 

— 

B. 

1,65296 

1,65801 

1,65299 

1,66299 

-8 

-3 

+  2 

+  2 

C. 

1,65446 

1,65449 

1,65446 

1,65446 

0 

0 

+  3 

+  3 

D, 

1,65846 

1,65847 

1,65844 

1,65846 

+  2 

0 

+  3 

+  1 

E. 

1,66354 

1,66355 

1,66349 

1,66353 

+  5 

-hl 

+  6 

+  2 

h. 

1,66446 

1,66452 

1,66450 

1,66454 

-4 

-8 

+  2 

-2 

F. 

1,66793 

1,66796 

1,66793 

1,66797 

0 

-4 

+  3 

-  1 

G, 

1,67620 

1,67618 

1,67620 

1,67622 

0 

-2 

-2 

-4 

llf 

1,68330 

1,68330 

1,68330 

1,68330 

0 

0 

0 

0 

L. 

1,68706 

— 

1,68709 

1,68706 

-3 

0 

— 

— 

M. 

1,68966 

— 

1,68965 

1,68966 

+  1 

0 

-- 

— 

N, 

1,69441 

— 

1,69438 

1,69441 

+  3 

0 

^^^ 

— 

0. 

1,69955 

— 

1,69952 

1,69955 

+  3 

0 

— 

— 

P. 

1,70276 

— 

1,70280 

1,70283 

-4 

-7 

— 

i 

1,70613 

1,70615 

1,70613 

-2 

0 

— 

— 

1,71155 

■  ■ 

1,71152 

1,71159 

+  3 

-4 

"^"~ 

-"* 

Die  Colnmne  II  enthält  die  Mittelwerthe  der  Messungen  von  Rud- 
berg,  Mascart  und  van  der  Willigen.  Die  kleinen  Differenzen  zwi- 
schen den  angenommenen  VfTellenlängen  kommen  kaum  in  Betracht.  Auf- 
fallend bleibt  jedoch ,  dass  die  Di£ferenzen  zwischen  den  wahrscheinlichen 


Xoiser  der  bis  jelat  angewnniltpn  Prüfnng  üer  Meeanngen  an  3er  For- 
I  m]  ^ebt  es  Dodi  einpn  Anderii  und,  wie  mir  ticheiat,  siclK^rern  Wf>g,  die  Zu- 
l'mU'algkeU  der  Dplist;ben  CoDatKuten  bis  nuf  wenige  Eiulietten  der  fliorten 
iDeeiiHAle  sn  prSrcn.    Es  lassen  sicli  nüinlicli  Norinalreiben  der  relativen 
lllitpftraionen  bereclin^n,  deren  Genauigkeit  sicli  durch  neue  McsHiingen 
«nit  lierstellen  lässt,  dass  mau  niiltels  dcrfielben  im  Stande  soiu  wird, 
ibnoeh  die  sechste  Uecimate  der  Brecliungsindicea  genau  zu  bestloimen. 
&i«!gt  eicb  EUaScbst,  dass  zwar  im  Allgemeinen  mit  der  OröBse  des  mitt- 
n  BreehungBindex  n^  dio  Totnldispersion  tin—ng  wächst  und  mit  dieser 
Hek  dio  relative  Dispersion  im  Blau,  also  »n — "f\  "Hein  weder  das  Erste, 
loeb  das  Lelite  ist  immer  der  F'all.     So  z.  B.  ist  die  Totaldiapersinn  von 
Alioti  und  Schwefelsäure  grösser  als  die  von  Wasser,  die  relative  Uisper* 
liOD  im  Blau  dagegen  kleiner.     Die  Tritaldispersion  von  Qaarz  ist  grüsser 
r  vou  Alkohol,  die  relative  Dixpersion  im  Blau  kleiner.    Bei  dem  dop- 
»chenden  Kalkspath  und  Arragnnit   sind  die  Totaldiapersionen  der 
lünären  und  extraordinären  Strahlen  sehr  verschieden,  die  relativen  Dis> 
tmioncn  im  Blau  dagegen  vollkommen  gleich.     Daesclbe  scheint  für  alle 
ippeltbrechenden  Substanzen  zu  gelten.     Andererseits  ist  hei  Flussspath 
niulere  Brecbungsindex  no  grösser  als  bei  Wasser,  die  Totaldispersion 
gegen  viel  kleiner  und  die  relative  Dispersion  im  Blau  grSsser. 

Wird  die  Totaldispersion  einer  brechenden  Substanz  gleich  der  Einheit 
eUt  und  werden  die  partiellen  Dispersionen  mit  derselben  verglichen, 
•rbllt  man  die  relativen  Dispersionen.  Dieselben  sind  also  nicht 
I  Tcrwecb^cln  mit  den  VerhftUnissen  der  Dispersionen  für  zwei 
r»cb}p4]ene  Sabstanzen.  Diese  erhalt  man,  wenn  man  die  partiellen  oder 
iMlnn  Dispersionen  einer  Substanz  durch  die  ontsprechendeu  Dispersionen 
r  ftoilern  Siihslanz  dividirt.  Die  beiden  genannten  Zahlcnwerthe  stehen 
BT  in  einer  bestimmten  Beziehung  zueinander.  Sind  nSmlich  ffir  zwei 
^bead*  Medien  die  YerhSitnissc  zweier  entsprechenden  Dispersionen 
leb  od«r,  was  dasselbe  ist,  die  entsprechenden  relativen  Dispersionen 
«eh.  «l«o       („^_„y).(„„_„^)  =  (iVff-ffp):(Ä'fl-JVÄ), 

^  '""''*     (ni,-n.*):("n-"i()  =  (iVB-^^):(JVM-iVB), 

{nr-fB) :  {"it-na)  =  (Nc~  iV«)  :  (Nn-Na)  u.  s.  f. 

^_»^):(^c-f,/,):(Mfi-r>c)...  =  (^■B-^^):(rt'c-^Ä):(^Vfl-^c)...■ 
)  IcMDH  anf  diese  Weise  nun  Normalreilien  der  relativen  Dispersionen 
len  nod  diene  geben  den  besten  Massstab  für  die  Zuverlässigkeit  isolirtcr 
MoDgen  Qod  so  zu  sagen  fUv  den  persönlichen  Fehler  der  Beobachter  ab. 
Aen'lc^'ugen  der  ludices  mit  der  Temperatur  geschehen  nach  ilemsel- 
OeiM«txo:  für  ein  an  1  dieselbe  Substanz  ist 

{Jng—Jnj)  :  (^iic—Jns):  {^no—Ans)... 
'^{iB—'iA):(nc—i>e}  :("»— "c)  .■- 
lurccilicdeiie  gahatai 


I  dfz  r 


1  Di 


so  iBt  auch 

i^iiU  —  'dnj)  -.{^nc  —  JnB)  --{iinu— ^"e)  -■• 
=  {^Nu-dÜA) :  {JNc~^Nb)  ■■  {jND-dNg).... 
Uebor  diesen  GegenstBod  liegen  mebrere  Bcobacbtuagsreifaea  vor  von  v 
der  Willigeo  ao  dem  Fliutglas  II  von  Merz,  an  Wasser  ttnd  Scbwer 
koblenstoff,  sowie  von  Listing  an  Glycerin.  Da  die  Aenderangeo  i 
Brechnogsindices  mit  der  Temporatarzunahme  für  Glas  nnd  Wasser  a1 
sehr  klein  sind,  so  iBt  hiornn  das  Gesetz  Docb  weiter  an  prüfen.  FOr  Scbi 
felkoblenstolT  und  Olycerin  sind  die  Äenderungen  beträchtlicb  giSaser  n 
an  diesen  äobatanzen  findet  das  Geset;«  seine  Bei.lStigi 


Kach  van  der  Willig 
perntiirabnabme 


]  Scbwefelkohlenstoff  bei  10'  0.  Ti 


c;l 


— 

0,00788 

0,00802 

0,00708 

0,O0SU 

0.00803 

0,008!4 

0,00819 

0,00833 

0,00841 

0.0O8M 

0,00801 

undDale: 
0,00750 


JrtB 

^flfi  0,00802  0,00902 

^n,i         0,00045  0,00041 

Listing  tbeilt  in  seiner  Abbnndlnng  „Bestimmung  der  Dispersion  ilea  Ol 
trerin"  (Pogg.  Ann.  Bd.  137,  S.  476  —  400)  folgende  üifferouzen  der  Bi 
nngsindices  für  10"  Temperaturabnabms  mit: 


0,00310 
0,00313 
0,00316 
0,00320 


ber.: 
0,003092 
0,003180 
a,003U8 
0,003107 
0.003260 


0,00332  0,003314 

0,00341         0,003413 
Jnii         0,00350         0,003408. 
Dies  Gesetz  wird  femer  boatätigt  durcb  Messung  der  Linien  C,  F  nnd  6  i 
Scbwefelkoblonstoff  Qud  Miacbungen  ,von  Scbwefelknblenstoff  nnil  Alkol 
(Pogg.  Ann.  Bd.  133,  8.  löflgg.)     Nacb  W  minor  ist  bei  lo"  Tenip«r»ii 
nbnabme  an  Sebwofolkoblenstoff 

CFG 
dn=  0,00780         0,00820         0,0O8W. 
Nacb  vier  gnlen  ßeobacbtangen  von  Verde t  und  van  dpr  Wilügrn  i 

(njp— fic)  :  (Wc  — »ri  =  0,40e0;0,2870. 
Es  ist  nun  in  der  Tbat  nacb  Wallner's  Messungen 


.  AfATTnieSBBH. 


^ 


id  nkhezD 

'emer  ist  fflr  eine  Miacbnng  von  I  Alkohol  und  3,055  Schwefelkohlen stofT 

CFG 

Jn  =  0,00078         0.00720         0,00750 

Diff.       43  30 , 

("p— »o) :  (nc  —np)  =  0,026913 : 0,016828  =  42 :  27,3. 

eine  Miscbung  yon  1  Alkohol  und  2,12830  SchwerelkohleDstnfT  ist 


{nf—tic):  [no—np)  =  0,021510:  0,013704  =  33:  21. 
Sr  «ine  UiBcbang  von  I  Alkohol  und  1,03111  Schwefelkohlenstoff  ist 
CFG 
dn!=  0,00660         0,00678         0,0(ffi90      ~ 
Diff.       18  12, 

(nF  —  Hc):(n(j  —  ny)  =  0,016268:0,010253  =  18  r  11,4. 
'a«fa  diesen  Proben  dürfte  das  angeführte  Gesetz  wohl  keinerlei  Zweifel 
Dtcrliegeo.  Wir  kehren  zurück  znr  BestimmDng  der  Normalreihe  der  rela- 
tren  Dispersionen.  Die  weiter  unten  folgende  Tabelle  gründet  sich  anf 
«  2&0  Messungen  innerhalb  des  sichtbaren  SpecIniRis  an  den  acht 
B,.     Unter  diesen  250  Messungen  sind 

1  von  Ditscheiner, 
1     „    Tscbermaok, 
1    ,,    Gernei, 
l     „     Verdet, 
3    „    V.  Obermayr, 
t    „    Listing, 
1    „    K  n  n  d  t , 
3    „    Cyon, 
0    „    Cronliebois. 
'aa  dieaen  Messungen  mnssten  68  verworfen  werden  aus  Mangel  an  Zuvur- 
isigkeil,  nnd  zwar  eine  einzige  von  der  grossen  Anzahl  werlhvolJer  Reihen 
o  ran  der  Willigen,  das  Crownglas  von  Merz  IV  betreffend.     Indes- 
D  gebt  ans  den  angeführten  Brechungsindices  bervor,  dass  in  den  Berick- 
Q  eine  Verwecbselting   der  Linien  £  und  b   mit  ü  und  E  stat (gefunden 
>beo   masa.     Ferner  zeigten  sieb  als  anomal  zwei  Messungen  vonMas- 
art,  daa  Crownglas  von  Cbancennd  den  extraordinären  Strahlim  Kalk- 
betreffend.     Bei  dem  ersteren  ist  B—A  und  H,  —  G  zu  klein,  D  —  C 
grata;  bei  dem  letzteren  ist  nc  %\x  gross.    Anomal  sind  weiter  zwei  Reihen 
I,  Plintglas  und  Sylvin  betreffend;  bei  dem  ersteren  ist  »£  = 

«»IbuBftllk  u.  Fhr>Lk.  XX,  i. 


•  anhofer'scben  Linien  A  bis  l 

Igelheilt: 

II  voc 

Frannbofer, 

10     .. 

Radberg, 

10    „ 

Dntiron, 

to   ., 

Uascart, 

w    .. 

van  der  Willigen, 

M    .1 

GladstonenndDale 

21     .. 

Baden-Powell, 

0    .t 

Stefan, 

3     „ 

Hensser, 

334 
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.y 


1,02611  zn  klein,  bei  dem  letzteren  die  Brccbnugsindicns  von  njj  an  nnsurer 
Ussig  oder  S,  zn  klein.  Anseerdem  erwiesen  sieb  in  mehrfacher  Hinsicht 
als  nnznverläsfii^;  vier  Reihen  von  Dntiron,  zehn  von  Baden-Powell, 
S8  von  Gladstone  nnd  Dale,  sowie  die  Aogaben  von  Enndt,  Cyon 
nnd  CronlleboiB.  Die  Messnngen  von  Fraunhofer,  Rndberg  nnd 
van  der  Willigen  verdienen  demnach  dasgrösste  Vertranen;  dann  folgen 
die  von  Mascart  nnd  Stefan;  die  iaolirton  Wertbe  nnter  den  UeBsnngen 
von  Baden-Powell,  Gladstone  and  Dale  haben  bis  jetzt  noch  wenig 
Werlh  nnd  bedUrfen  erst  der  Bestätigung.  Die  werthvoUen  Messungen 
Mascart^  ii^oltr avioletten  Spectrnm  konnten  noch  keine  Berilcksicbtl- 
gang  finden. 

Tabelle  der  Mittelwerthe  der  relativen  Dispersionen. 


ll 

1 

H 

o; 

ü 

C|"     Oi 

bi 

a 

Gruppe  dar 

a  * 

"" 

0,46fi6 

«1 

1200 

616 

Cl 

K) 

fe- 

a> 

tq 

1.    4'o,0167S 

1488 

1764 

1466 

2.^49 

2117'  ALiuii,  Schwefelaauro. 

3.     6   0,OU26 

0,4760 

666 

1470 

1750 

1446 

2607 

21Ö.'i!'  SchwefelEäurehjdrat. 

3.  i:)   O,!)!:-)')» '0,4869 

1126 

547 

1417 

1709 

1467 

2643  2216   WiLBBer. 

4.   Kl   0.01362  0,4870 

542 

1413 

1709 

1466 

2650'22ai|;  Schwache  SalElöaungen. 

5.  28  '  0,01570  fl,41'0-l 

1114 

587 

1.186 

1707 

1466 

2656  2249,1  Topaa. 

6.  lS.O,IJl6yO  0,1923 

1O09 

634 

1370 

1706 

1466 

2659a264'Qiiara,  FluBBapath. 

7.    3  0,01720  o,4siae 

108T 

623 

1366 

1716 

1459 

2668  2268,  Ordin.  Strahl  im  Qiian. 

8.  37  ,  0.01656  0,.l947 

1086 

626 

1365 

1704 

1458 

267212276  IKalilOsang. 

9.  19   0,01620  iii,4'J70 

1071 

517 

1361 

1701 

1461 

2684  2286 '  SatzlOsaiigen. 

10.  SO,  0,017i7, 0,4093 

1041 

600 

1341 

1694 

14,^,7 

2608  2301 '  Glycerin. 

27132316' Scbweripath,  Crowngla«. 

11.  22'0,0iaSB  0,602» 

lOll 

601 

i-iai 

1687 

1462 

13.  43   0,01074  O,6(lS0 

908 

4y2 

1316 

1681 

1469 

27iai2.<i.s;t  SaUläsuDgen. 

13.    3   0,03020  0,riO64 

967 

4h« 

1677 

1450 

2714  235(j,l  Ordin.  Strahl  im  Kalkapath. 

14.  23   <J,(>y()il6  0,fi(.7l 

9Hl 

484 

1.11-. 

1677 

146Ö 

2724 

2349'Kalkspath,  Crownglae. 

15.     3    ii.Oiaa-i  0.5106 

960 

4H0 

1306 

1667 

1441 

2721. 

2381,' Alkohol. 

IC.  -    0,02067  0,6124 

937 

472 

293 

1666 

1445 

2737 

2388  Starke  SaklOBuagen. 

17.     7   0,02302  ■0,5142 

92r 

4D6 

1281 

1684 

1448 

274» 

23961  Crowngkfl  Ltr.  M. 
240611  Steinaalz,  Sjlvin. 
2131  Terpentin. 
244fi  LeichtsB  Flintglai. 

2483  Flintglaa. 

18,     4   0,026.^4,0,5169 

90r> 

45i 

1261 

1G62 

1463 

2764 

19.  —   0,03034  0,5S0r 

800 

448 

1213 

1641 

1461 

2776 

2Ü.     7   0,0:iaöa,0,532H 

881 

446 

123l 

1629 

1466 

2783 

ai.  17   0,0aS43  0,fi3ri7 

H7o 

446 

1226' 1G07 

1464 

2788 

22,  10   0,03747  0,6277 

Rr>.-> 

445 

1223' 1602 

1452 

2792 

E3.     0   0,0387!1  0,r.2!»2 

B37 

4U 

12171601 

I45r 

2701, 

2496' 

H4.     6   0,ll40UB  0,6316 

H19 

442 

120815811 

1446 

2802 

251*1' Schwere»  Flintglaa. 
2.',  11^1  Benzin. 

25.  14   0,U403!i  0,5336 

601 

4i7 

119611503 

1448 

2817 

86.    4   0,04162  0,53TI 

798 

426 

1181:1606 

1426 

2877 

2494   IJromoform 

37.  10   0,04174  Ü,.'»4!3 

704 

102 

1161  1577 

1437 

2866 

2566, 

28.     6   0,04182  0,5467 

7»0 

386 

1117  1565 

1444 

2860 

2598,  Kreoiot,  Flintglaa  Men  I. 

29.  17   O,0f.044  0,6611 

778 

avi 

11 28!  1540 

1427 

2880 

2031'        . 

»0.  11    i|,riG14S  0,6r>40 

773 

399 

1117;  16SG 

1417 

2890 

26.^0 

»1.    ■!   0,OH173  O.5.''>70 

7S4 

386 

1112!  1614 

1417 

287* 

27MO|  Schwefelkohlengtoff. 

32,  21   \].wßi-i  »,mm 

746 

:iH7 

108711510 

1407 

2886 

2724' 

3:i.  10   0,07403  0,6071! 

71B 

376 

10671494 

1396 

2879 

879711  Pflanienüle. 

84,  12   0,07210  0,6707 

70:1 

.170 

103611180 

1397 

2894 

SHl:t|'  AnisOl, 

36.    6   n,1012.''>  0,6024 

657 

;m6 

92l|l362 

1346 

2908 

3116,1 

36.     4 

1 0,12616 

0,611X1 

G21 

S4K 

919 

1318 

1395 

2900 

320C 

CacBiaÖl,  Phosphor. 
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Tabelle  der  normalen  relativen  Dispersionen. 


Nr.    ! 

H-F. 

B^A,. 

C-B. 
636 

1616 

E-D. 
1784 

F-E, 

1465 

G-F, 
2533 

Ili  -  G. 

I. 

0,4600 

1345 

2067 

u. 

0,4650 

1304 

616 

1493 

1775 

1466 

2566 

2094 

III. 

0,4700 

1262 

597 

1472 

1766 

1466 

2679 

2121 

IV. 

0,4760 

1222 

579 

1450 

1765 

1466 

2601 

2149 

V. 

0,4800 

1181 

562 

1428 

1744 

1466 

2622 

2178 

VI. 

0,4850 

1142 

546 

1406 

1733 

1466 

2643 

2207 

VII. 

0,4875 

1122 

538 

1395 

1727 

1465 

2653 

2222 

VUI. 

0,4900 

1103 

530 

1385 

1721 

1464 

2663 

2237 

IX.     ! 

0,4925 

1084 

523 

1374 

1715 

1463 

2673 

2252 

X. 

0,4960 

1066 

516 

1363 

1709 

1463 

2683 

2267 

XI.     i 

0,4976 

1048 

608 

1352 

1703 

1462 

2693 

2282 

XII. 

0,6000 

1030 

501 

1342 

1696 

1461 

2702 

2298 

xiri. 

0,5025 

1012 

494 

1331 

1690 

1460 

2711 

2314 

XIV.  . 

0,5050 

995 

488 

1320 

1683 

1459 

2720 

2330 

XV. 

0,6076 

978 

482 

1309 

1676 

1458 

2720 

2346 

XVI. 

0,5100 

961 

476 

1299 

1669 

1456 

2737 

2363 

x\Ti.     ; 

0,6125 

945 

470 

1288 

1662 

1456 

2745 

2380 

XVIII. 

0,5150 

929 

465  , 

1278 

1654 

1453 

2753 

2397 

XIX. 

0,5175 

913 

459 

1268 

1647 

1451 

2761 

2414 

XX. 

0,5200 

898 

453 

1258 

1639 

1450 

2769 

2431 

XXI. 

1  0,5225 

883 

447 

1247 

1632 

1449 

2777 

2448 

xxu. 

0,5250 

809 

442 

1237 

1624 

1447 

2784 

2466 

XXIIl. 

0,5275 

855 

437 

1227 

1616 

1445 

2791 

2484 

XXIV. 

0,5300 

8i2 

432 

1217 

1608 

1443 

2798 

2502 

XXV. 

0,5325 

829 

427 

1207 

1600 

1441 

28r)5 

2520 

XXVI. 

0,5350 

818 

422 

1197 

1592 

1439 

2812 

25:*8 

XXVII. 

0,5375 

806 

417 

1187 

158-1 

1437 

2K18 

2557 

XX  VIII. 

0,5400 

795 

414 

1177 

1575 

1434 

2824 

2576 

XXIX, 

0,5425 

784 

409 

1167 

1567 

1432 

2830 

2595 

XXX. 

0,5450 

773 

405 

1158 

1558 

1429 

2836 

2614 

XXXI. 

0,5500 

755 

398 

1139 

1540 

1423 

2847 

2653 

XXX 11. 

0,5550 

738 

391 

1120 

1522 

1417 

2857 

2693 

XXXIII. 

0,5600 

723 

384 

1102 

1503 

1411 

2866 

2737 

XXXIV. 

0,5650 

710 

377 

1084 

1484 

1405 

2874 

2776 

XXXV. 

0,5700 

699 

371 

1067 

1465 

1398 

2880 

2820 

XXXVI. 

0,.->750 

687 

364 

10.50 

1445 

1391 

28><6 

2864 

XXXVII. 

f».5800 

!   675 

359 

1034 

1424 

1383 

2892 

2909 

XXXVIII. 

0,59W 

1   655 

348 

1003 

1382 

1367 

2898 

3r>02 

XXXIX. 

(),(jim> 

639 

339 

974 

1338 

1349 

2901 

3099 

xxx.\. 

0,6  lOo 

625 

331 

948 

1292 

1329 

290<> 

32(HI 

XXXXI. 

0,6200 

613 

324 

1   925 

1244 

13r)7 

2895 

3305 

Die  erste  Tabelle  enthült  die  Mitlclwerthc  der  relativen  Dispersionen 
für  gleiche  relative  Dispersionen  im  Blan;  sie  sind  nach  Äufnteigeiiden  Wer- 

then  dieser  relativen  Dispersionen,  also  nach  --: — -  geordnet.   In  der  letzten 

Colnmne  sind  die  Ilanptreprftsentanten  der  Substanzen  aufgeführt.  Mit  Zn- 
grnridelegung  von  sechs  der  zuverlässigsten  Reihen  von  Mittel werthen  int 
dann  mittels  abgeleiteter  Formeln  die  nächstfolgende  Tabelle  bercclinct 
worden. 


.s» 


\  c?r  Creiien  der  reladren  D:.-peräionen  etc. 


•  :  Verhältnisse  der  relativen  Dispersionen 

rür  verschiedene  Sab  stanzen. 


■ 

T  - 

/;:-.!. 

C\-L. 

/>:-<": 

E-h- 

F,-^E. 

0,-F, 

//.-(?, 

■ 

.-      —^•. 

L-A 

r-h  ' 

D-r 

E-D 

F-E 

G^F' 

H-G 

»4-^  " 

•.;:■-' 

V'.->.i*  5 

".•>ö*7 

••.C'7>' 

".':'*'-':^ 

l.«v-.'7 

l/'lfl 

1,0260 

.*7  •• 

".4'"" 

'.'.  •^ö'» 

•'•.':*4U 

'.».  '7   1 

'■.■>*r'l 

l.'."".».» 

1.0167 

1.0269 

".■■•*  • 

'..i^-  ' 

■  '.*/.. ;  • 

.'.•4^1 

»•..•'•>»• 

■.»•rö.? 

0.1«  .«v» 

1.0 :  56 

l,«f271 

",-;;•  " 

II  ",  rf  1 1 

".Ji-J* 

'=.c«;'.:i 

••.■.«•:•■.*  ■ 

•'.'.-". 

,»/:•*"«-' 

l.'il46 

1,0273 

•  V-ii-. 

".?•:"*> 

•'..•O.V 

•  •.;•>' 1 

".'"i7J 

'■•.&-41 

«.•.i»i*''.*5 

1/»1SV 

l,it2A3 

II,.'!!«»-! 

'..'.-   ■ 

■  '.■•.-;; 

''."^-'-17 

1  '.r*:. 

•  ■          • 

"..•;•:■•' 

1.''117 

I.ir2^^ 

'  •.'>■-''."' 

n.';.."" 

.'.•■■^7»; 

••.'.•.:>•'. 

".■••^71 

'..y-11 

0.d<^5i* 

1.01  "5 

l.»r292 

«t.5.v  •• 

".->;  .1 

•".■..;;j 

'.'.;.*.'.••*  i 

v.L*»571 

".'.«7^4 

•.'.i?&:i7 

L-i-dS 

1.U2% 

♦i.r>4  •'-• 

'•.'..'/  '  ' 

<'..'»>i:; 

".."077 

■'.;«77> 

•  \V'J'2S 

l,rt<l 

1.0299 

".-:V='» 

'•.';■•'"' 

'»..'■■  i'i 

•  ',y04* 

.♦.■;«»^7.'i 

•  '.'.C ''■•"• 

•.•.!>■.•  15 

1.'>'67 

1.03II5 

••..',«)  h; 

•'..'7'-' 

«1.  «»i.'.4 

".'.•o*;.i 

':».;"->J 

".•j7;7 

•  '.$*i*.»"* 

l.'X49 

1,0315 

O.OT'i'i 

ii.'.-i  ■• 

■'.■s'0'i7 

'.».;••.' 77 

'■>:..'i 

H.*.«?!*!' 

••.;'ri»3 

1.'.-'41 

1.M316 

V.j»?f^j 

(*.'>:•  ■" 

<"..*7"i 

".■J«>^U 

•  '.l.«7  ■» 

•  •.■.*7it5 

0,9<*4 

l.'>r21 

l.«'32o 

ii..V.«X» 

<^,i',ir  r«l 

•  •..'7.'>ö 

'.•-7H 

••.;«711 

•  ■.'.♦•'.r*l 

M.Ci?*JS 

IJH.IO 

1,"323 

•v'/V»  ■ 

'•/il'»'; 

M,V'7-1 

0,1«7»>4 

«.».y7ö.S 

">5öt:. 

0,&^52 

",i«i«l«7 

l,«i3J6 

O.i'A'f 

'l.l'.-^l  «1 

Ü.'JvH 

0,y78i» 

0.975'? 

o>32::» 

«•.&>34 

M.yy?3 

1.0328 

Wir  wollen  an  diese  beiden  wichtigen  Tabellen  einige  kurze  Betrach- 
tungen anknüpfen.  Was  den  Grad  der  Znverlääsigkeit  der  Zahlenwerthe 
anbetrifft,  so  wird  derselbe  hauptsächlich  durch  die  Anzahl  der  Beobach- 
tungen bestimmt,  aus  welcher  die  Mittelworthe  in  der  ersten  Tabelle  berech- 
net worden  sind.  Dic^e  Zahlen  sind  in  der  ersten  Columne  derselben  Tabelle 
vorangestrdit;  äic  beziehen  aicli  auf  die  Franuhofer'sche  Linie  von  ^  bis 
//,.  Hiernach  hat  «iie  Columne  D—A  einen  geringeren  Werth  als  die  übri- 
gen; i'\ji:u:ifi  .'«ind  üir*  Iloriaontalreihen  XXXVII  —  XXXXI  auf  eine  zu 
geringe  Zahl  von  Messungen  gehtiitzt;  sie  sind  vorlHuiig  nur  als  Xäherungs* 
wrrthe  anzuseht'n.  .-Vu»  den  übrigen  Reihen  aber,  welche  den  relativen 
Dispersionen  im  HIau  von  0,40^)0  bis  0,5800  entsprechen,  lassen  sich  verschie- 
dene Folgerungen  ziehen. 

Das  Gesetz  der  Acnderungcn  der  relativen  Dispersionen  ist  leicht  za 
Ubcr.-^ehen.  Die  Cnlumncn  F—E  und  G^F  enthalten  je  ein  Maximum  bei 
0,4775  und  0,0000.  Die  Maxima  der  Columnen  B—J,  C-^B,  D-C,  E— D 
liegen  oberhalb  der  berechneten  Tabelle  und  treten  successive  von  rechts 
nach  links  ein.  Für  die  relativen  Dispersionen  im  Blau,  welche  den  Werth 
0/X)00  übersteigen,  ist  allein  die  relative  Dii»per.*«iün  im  Violett  zunehmend, 
während  alle  übrigen  ahnelim^n.  Dieselbe  Dispersion  H^  —  G  erreicht 
ihr  Minimum  0,0000  für  H^  —  f  =  0,0000  und  ihr  Maximum  1,0000  für 
i7|— /*=  1.  Zwischen  diesen  Grenzen  ist  die  relative  Dispersion  im  Vio- 
lett in  stetem  Wachsthnm  begriffen,  welches  sich  anch  bis  zn  den  änsser- 
tton  Grenzen  des  ultravioletten  Spectrums  hin  fortsetzt.  Unter  den  bis 
jetet  nnterBnehten  brechenden  Substanzen  haben  die  Schwefelsäure  nnd 
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der  Kftlialaaii  die  Ueioate  relative  Diaporston  im  ultra  violetten  TLeile  des 
Spectroma;  dioa  läsat  sich  mit  Siclierbeit  aua  den  Meaauiigcu  Mascait'ii 
(Jnn,  dechim.  eldepkgs.,  IV.  Ser.  t.  XtV,  140)  am  (iuarü,  Kalksiifttb,  Crown- 
gUa  nnd  Fliutgiaa  schliessen.  Es  liegen  Licrvon  lU  lioilicn  vor,  unter  denen 
die  Uessnng  des  ordinären  Strahles  im  Kalkapath  sicli  weit  über  die  Linie 
7hinan8  erstreckt,  nSmlicIi  bis  zur  Oadmiumlinic  (35),  deren  WeltenlKngo 
nnr  nocb  O.OOimi?""'-  beträgt,  mit  dem  Brecbungaimiox  1,82460.  Nach  den 
Meaanngen  von  Sirks  nnd  Wernike  hüben  dii'  gcriiigute  Dispersion  im 
Roth  nnd  die  grösste  Dispersion  im  Blau  8elen,  die  Sitberbaloide,  Mnngan- 
»nperoxyd,  Blcisnperoxyd  und  Knpferoxydnl.  Da  jedocb  mit  der  atarkcn 
Dispersion  immer  eine  starke  Absorption  verbanden  ist,  so  sind  die  totalen 
Dispersionen  ^,  —  B  für  diese  Substanzen  nnbekanut.  Die  genannten  Snb- 
stanzen  werden  nnzweirelhaft  in  der  DispcisioD  der  blauen  Lichtstrahlen 
noch  bei  weitem  (ibertroffen  von  den  Metallen. 

Um  den  Nutzen  der  Normaltabelle  zu  erweisen,  mfigcn  vier  Messungen  - 
von  Fraunhofer,  Maacart,   van    der  Willigen   nnd  Croullebois 
{Ann.  de  cbym.  et  de  ph^s,,  IV.Sir.t.XXlI,  148)  einer  Prüfung  nuterzogeu 
werden. 


BnbiUu. 

-rfn. 

1 

!5 

»5 

4 

'i 

7 

Cb 

■ChtM'. 

Oro» 

mglasNr.  13.  .; 0,02037    0,5080 

4Hfi 

iai7 

1C64 ' 1466 

27.16 

334f> 

Tr. 

„       V.  Rossette ,  0,02üB2  ,  0,6072 

l»4ß 

490 

1.1t  1 

1070,1461 

273H 

23:14 

„       V.  Merz  111    0,02021:0,6074 

460 

1,1(14 

tCUO 1 14T2 

■.(74M 

•.WAf. 

v.d.W. 

0,03176  1  0,6931 

31 S 

Ha!« 

10711    866 

MBK 

.<U41 

Normalreihe  XV  .  . 

- 

0,6076 

«78 

i«i 

130Ü 

1676 

145» 

S72e 

2346 

Zar  Benrtbeilnng  der  Messungen  von  Baden* Po n 
nnd  Dale  diene  folgende  Znsammenstellung: 


)11,  Oladatone 


Svbttau. 

^n. 

«^ 

^ 
^ 

i^i     ^     fc; 

Eq        ^        'i 

^'           B.- 
^      obuktw. 

Alkohol  .  .  . 
Noänalre'iho' 

0,0133 
!  0,0139 
0,01369 

0,4S87 
0,48'.l-' 

o,6ioe 

0,6100 

BG4 
»06 
Ml 

3TG 
648 
482 
476 

1579 
1223 
1316 
1299 

1679     1679     2782 
1656  1  1588  ;  2662 
1073  ;  1425  1  2725 
1669     1466    2737 

2106''  B.-P. 
3230     (il.-D. 
L'.SH1  :    V.  d.  W. 

2363  j 

Ans  vorstehenden  Vergleichungen  der  Messungen  mit  der  Normalreihe 
leuchtet  bei  dem  ersten  Blick  ein,  dasa  wir  die  Angaben  von  Baden-Po- 
well, Gladstone  und  Dale,  vor  Altem  aber  auch  die  von  Cronlle- 
bois  mit  der  grCssten  Vorsicht  aufnehmen  müssen.  Dagegen  gehören  di« 
Messungen  von  Fraunhofer,  Bndberg,  Maacart  nnd  van  der  Wil- 
ligen io  den  genaaesten  nnd  wertfavolUten ,  welche  die  Phfaik  an  oeti 


340  Uebar  Normalreihen  eto.  Von  Prof.  L.  lLk< 


Dispenion  im  Roth  oder,  was  dasselbe  Ist,. nach  der  afanebmeadni  Di 
sion  im  Blau  ordnet ,  so  enthält  sie  einen  neuen  Beleg  Ar  das  Prind] 
der  Erhaltung  der  Kraft  im  Gebiete  der  Optik.  Die  Reihenfolge  sl 
alsdann  nahesu  überein  mit  der  der  diathermanen  und  adiathermanen 
stanien.  Die  am  meisten  diathermanen  Substansen  haben  die  geri 
Dispersion  im  Both,  die  grösste  im  Blau;  die  adiathermanen  die  gi 
Dispersion  im  Roth,  die  geringste  im  Blau.  Bei  den  letsteren  setit  siel 
Lieht  in  thermische  Moleeularbewegung,  bei  den  ersteren  in  chemische 
in  elektrische  Moleeularbewegung  um.  Eine  merkwürdige  Ausnahme 
von  macht  der  Flnssspatb,  der  eine  äusserst  geringe  Totaldispersion  (0,0 
hat  und  bei  einer  verhältnissmässig  geringen  Dispersion  im  Blau  (0,402 
Diathermanie  dem  Sylvin  wenig  nachsteht. 
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Fraunhofer  hat  eine  Tabelle  des  Verbttltnisses  der  partiellen  und 
totalen  Dispersionen  verschiedener  Substanzen  entworfen,  welche  sich 
in  fast  allen  Lehrbüchern  der  Experimentalphysik  findet.  Man  vergl.  Mül- 
ler, math.  Sapplomentband  S^^i  Wüllner,  Bd.  I,  2.Theil  S2G;  Karsten, 
Abth.  n  $368).  Dieselbe  bedarf  jetzt  dringend  einer  Verbesserung;  ich 
proponire,  sie  durch  die  allgemeinere  oben  berechnete  Tabelle  der  relativen 
Dispersionen  für  verschiedene  Substanzen  zu  ersetzen,  obgleich  die  vier 
letzten  Reihen  noch  einer  Correction  bedürfen.  Die  Tabelle  von  Fraun- 
hofer enthält  aber  entschieden  Fehler,  welche  zu  falschen  Ansichten  über 
die  Unregelmässigkeit  des  Dispersionsgesetzes  geführt  haben.  Es  muss 
nämlich  jetzt  der  Satz  als  allgemeingiltig  anerkannt  werden,  dass  innerhalb 
der  relativen  Dispersionen  0,4600 — 0,5800  im  Blau  bei  zwei  verschiedenen 
normal  brechenden  Substanzen  das  Vcrhältniss  der  Dispersionen  der  stärker 
brechbaren  Strahlen  auch  das  grössere  ist.  Fraunhofer's  Tabelle  enthält 
zwei  Anomalien,  die  nur  von  Beobachtungsfehlern  herrühren.  Sie  betreffen 
die  Verhältnisse  der  Dispersionen  zwischen  Flintglas  Nr.  3  und  Crownglas 
Ltr. itf,  Flintglas  Nr.  13  und  Terpentin.  Nach  Fraunhofer  sind  die  Ver- 
hältnisse der  Dispersionen: 

Flintgas  Nr.  3    I   ^^^^     ^^^^^     ^^^^^     ^  ^^^     ^^^^     ^^^^     ^^^^^ 
Crownglas  N       ) 

Flintglas  Nr.  13  I   ^  ^^^     ^  ^^     ^^^^     ^^^^     ^^^^^     ^^^^     ^ 
Terpentin  ) 

Gemäss  den  Normalreihen  XVIII  und  XXIV,  XX  und  XXIII  gelton  fol- 
gende Verhältnisse : 

Flintglas  Nr.  3    j    ^^^^     ^^^^     1,477     1,508     1,541     1,577     1,620 
Crownglas  m      ) 

Flintglas  Nr.  13  j  ^  ^^^     ^  .^^^     ^  ^^^     ^  ^^^     ^ ^^     ^^^^^     ^  ^^ 
Terpentin  ) 

Eine  oberflächliche  Betrachtung  der  letzten  Tabelle  beweist  deutlich 
genug  die  Richtigkeit  des  oben  ausgesprochenen  Satzes.  Derselbe  gilt 
höchst  wahrscheinlich  auch  noch  für  die  relativen  Dispersionen  im  Blau, 
welche  mehr  als  0,5800  betragen ,  da  er  für  Phosphor  und  Selen  gilt.  Die 
relativen  Dispersionen  sind  für 

H-F    B-A     C-B    D-C    E-D     F-E    G-F    H^-G 
Phosphor  0,0100    625       331       048      1202     1329     2900     3200 
Selen         0,8300      75        ö5      189      —        —        —       — 

Bj-A,  C^B^  öi-r, 
ß^A  C-B  Ü-C 
0,120    0,166    0,199. 

Die  Tabelle  der  relativen  Dispersionen  giebt  noch  zu  einer  andern 
Bemerkung  Veranlassung.  Ueberblickt  man  die  Reihenfolge  der  brechen- 
den B  ^'^  dieselbe  nach  dem  Grade  der  annehmenden 
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Dispersion  im  Both  oder,  was  dasselbe  ist,. nach  der  abnehmenden  Diaper- 
sion  im  Blau  ordnet ,  so  enthält  sie  einen  neuen  Beleg  für  das  Princip  ▼on 
der  Erhaltung  der  Kraft  im  Gebiete  der  Optik.  Die  Reihenfolge  stimmt 
alsdann  nahezu  überein  mit  der  der  diathermanen  und  adiathermanen  Sub- 
stanzen. Die  am  meisten  diathermanen  Substanzen  haben  die  geringste 
Dispersion  im  Both,  die  grösste  im  Blau;  die  adiathermanen  die  grösate 
Dispersion  im  Both,  die  geringste  im  Blau.  Bei  den  letzteren  setzt  sich  daa 
Licht  in  thermische  Molecularbewegung,  bei  den  ersteren  in  chemische  oder 
in  elektrische  Molecularbewegung  um.  Eine  merkwürdige  Ausnahme  hier- 
von macht  der  Flussspath,  der  eine  äusserst  geringe  Totaldispersion  (0,01004) 
hat  und  bei  einer  verhältnissmässig  geringen  Dispersion  im  Blau  (0,4925)  au 
Diathermanie  dem  Sylvin  wenig  nachsteht. 


XV. 
üeber  daB  logarithmische  Potential. 

Von 

Dr.    Th,   KÖTTEBITZSCH, 
Oberlehrer  zu  Freiberg. 


§  1. 

Charakter  der  Traniformatioii. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  für  mathematisch -physikalische  Unter- 
ntehnngen  haben  sich  von  jeher  die  sogenannten  orthogonalen  Coordinaten- 
ijfteme  erwiesen,  wie  sie  vorzüglich  von  Lamd  durch  seine  Le^ons  sur  les 
coardonneet  curvilignes  in  die  Wissenschaft  eingeführt  wurden.  Erlaubten 
doeh  s.  B.  Lamä*8  elliptische  Coordinaten  sofort  eine  Reihe  von  Resulta- 
ten ,  die  für  kugelförmige  Körper  bekannt  waren ,  auf  ellipsoidische  Körper 
fibersn  tragen. 

Von  den  unendlich  mannichfachen  orthogonalen  Coordinaten  sind  nun 
iber  fiir  die  physikalisch  -  mathematischen  Untersuchungen  namentlich  wie- 
leram  diejenigen  von  besonderer  Bedeutung,  welche  sich  nicht  blos  geo- 
netriach  erkUUren  lassen,  sondern  denen  auch  eine  einfache  mechanische 
»der,  wenn  man  will,  physikalische  Erklärung  zukommt.  Es  hat  sich  gezeigt, 
Immb  namentlich  solche  orthogonale  Coordinaten  aßy  von  besonderer  Wich- 
igkeit  sind ,  deren  eine  Coordinate ,  etwa  a ,  der  Bedingung 

identiaeh  genügt. 

Ist  sonst  weiter  keine  Bedingung  gegeben ,  der  «  genügen  soll ,  so  hat 
M  weiter  keine  Schwierigkeit,  Coordinatensysteme  aßy  za  finden,  die  der 
Bedingong  1)  genügen.  Es  soll  spSter  eine  ungemein  ausgiebige  Quelle 
Uana  angegeben  werden;  für  jetzt  mag  hier  allein  die  Lösung  der  Form 


JJJ  A^-iY+ijf-vy+i^-sy 


i 


angegeben  werden,  die  brauchbar  ist  für  jeden  Punkt  «yi,  der  mit  keil 
der  Piiokle  |t)z  zasaioment^llt,  über  die  eich  die  Integration  erstreckt. 
Hat  man  o  gefunden  oder  gewählt,  so  finden  sieb  die  beiden  «ndi 
Cootdinaleu  ß  und  /  als  die  veräudcritchen  Parameter  der  Flächen,  die 
dem  System  von  Differentialgleichungen 

Sa  dß  ,dada  ,  dadS      „ 


2) 


dß  ^  ,  ^  9y 

dy  da      dy  3«_ 


dx  di£      dy  ily      u.V. 
gewonnen  werden. 

Später  wird  sieb  zeigen,  daes  die  Integration  dieser  Difiereutialgleü 
ungen  auf  blosse  Quadraturen  saruckfübrbar  ist. 

Weit  schwieriger  wird  die  Aufgabe,  wenn  irgend  eine  der  FISoben  t 
dem  Parameter  a  mit  einer  von  vornherein  gegebenen  FUcbe  euamhiim 
faUeD  soll.  Wir  liobandeln  im  Folgenden  diese  Aufgabe,  nehmen  >li 
zuuBcbst  au,  dass  die  gegebene  Fläche  eine  CylinderBäche  sei  und  dua 
Bucb  gestattet  sei,  alle  anderen  Flächen  mit  dem  Parameter  a  als  Cyliodl 
tlKcbcn  anzunehmen ,  deren  Axcn  der  der  gegebenen  Fläche  parallel  sin 

Indem  wir  die  Z-Axe  unsere  gcwöbulichen  räumlichen  Coordinat« 
Systems  der  x,y,  z  parallel  der  Axe  der  gegebenen  CyHnderflSebe  leg« 
Stelleu  wir  die  Gleichung  dieser  gegebenen  FlSche  dar  durch 
3)  /(«,y)  =  0. 

üio  nun  sn  beantwortende  Frage  ist  die  folgende;  Wenn  n=:^(*t 
der  Parameter  einer  Scbaar  von  Cy lindorflXcheu  derart  ist,  dass 


<) 


-,+ 


und  dass  durch  stetige  Aenderung  des  Parameters  a  auch  joder  PDokl 
stetig  zUBBiDmenbängcndeu  Kaumes  von  einer  solchen  FIKche  t»'=^{x^ 
getroffen  werden  kann,  wie  qiubs  aodann  die  Function  ^(a:, y)  geatall 
sein,  damit  für  einen  bestimmten  Wertb  a  des  Parameters  a  die  Cjrlindi 
flSche  a'=^<p{x,y)  zusammenfalle  mit  der  CylinderflScbo  f{x,y)  =  Ü,  < 
sie  durch  die  Gleichung  3)  gegeben  ist,  und  welches  sind  die  beiden  audei 
FlXcbenschaarea  ß  =  Consl.  und  a  =  Consl.? 

Der  letzte  Tbeil  der  jetzt  vorliegenden  Aufgabe  lässl  sieb  sehr  leii 
beantworten.  Es  ist  nünlich  ohne  Weiteres  klar  und  kann  anch  leioht  dw 
die  Gleichungen  i)  verificirt  werden,  dass  eine  zweite  Schaar  von  Cjlind 
flächen,  ß  =  Cotist.,  die  der  Gleichung 

dttdß 
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geoflgt,  und  eine  Schaar  von  Ebenen,  die  die  beiden  Cylindcrflächonscbaa- 
ren  mit  den  Parametern  a  nnd  ß  senkrecht  schneidet,  also  der  xry- Ebene 
parallel  liegen,  und  die  wir  als  die  Flächen  y  =  Consi,  betrachten,  die  beiden 
anderen  orthogonalen  Flächensysteme  bilden. 

Die  Flächenschaar  /  =  ConsL  kann  für  die  Folge  unberücksichtigt 
bleiben. 

Gesetzt  nun,  man  habe  die  Gleichung  a  =  (p{x,i/)  gefunden,  so  ergiebt 
aicb  die  zugehörige  Flächenschaar  ß  =  Const. ,  wenn  man  setzt 

dß^da      dß__da 
^  dx'^dy'    dy"     dx' 

denn  durch  die  Gleichungen  0)  ist  gleichzeitig  die  Gleichung  5)  erfüllt. 
Sollen  aber  die  Gleichungen  6)  bestehen ,  so  muss  ihre  Integrabilitäts- 
bedingnng  erfüllt  sein ,  oder  es  muss  sein 

dy\dx/     dx\dy)' 
Nun  ist  aber 

dy\dx)     ay"   dx\dy)^     da^' 
folglich  soll  sein 

eine  Relation ,  die  aber  nach  4)  immer  erfüllt  ist,  wenn  man  die  Flächen  a 
gefonden  hat. 

Da  aUo  die  Integrabilitätsbedingung  erfüllt  ist,  so  erhält  man  aus  6} 
dnnh  einfache  Quadraturen* 

venn,  wie  durch  die  äussere  Form  der  Differentiale  dx  und  dy  angedeutet 
sein  soll,  die  Integrationen  rein  partiell  ausgeführt  werden. 

Aus  der  Gleichung  7)  ziehen  wir  noch  die  Folgerung ,  dass  ß  eindeutig 
iMitimmt  ist,  sobald  es  a  ist,  nnd  dass  es  im  Allgemeinen  ebensoviele  Flä- 
dwDichtaren  ß  =  ConsL  giebt,  als  es  Flächcnschaaren  mit  dem  Parameter  a 
pdit,  die  der  Aufgabe  genügen. 

Wir  haben  uns  nun  zunächst  nur  mit  den  Flächen  mit  dem  Parameter 
■  nbesehäftigen,  denen  wir  den  Namen  Niveauflächen  beilegen. 

§2. 
Charakterisimng  der  Hiveanflächen. 

Indem  wir  vor  der  Hand  die  Frage  unberücksichtigt  lassen ,  ob  immer 
die  Flicken  a=s(p{x,y)  zu  der  gegebenen  Fläche  /■(a;,y)  =  0  gefunden  wer- 


*  Vargl.  die  Bemerkang  lu  den  Gleichungen  2)  auf  voriger  Seite. 


Debet  i](u  logAritbm 


■    pL>töUti, 


den  könuen,  und  ob  die  ÄafgAbe  nur  aaTeine  einzige  Weise  oder  veraebl 
den  g^läst  werden  kann,  kommt  es  uns  sunKcbat  daranf  an,  den  Zasnmm^ 
hang  zwigchen  den  Plächcn  a=ip{x,y)  nnd  f(^x,y)^=Q  aufznsneliet 

Sollen  die  beiden  Gleichungen  f{x,y)=-(i  und  «  =  )p(x,y)  für  «= 
dieselbe  NiveaiiflüoLe  bedenten,  eo  uiuäs  notbweudig /(Xg^)  idcaliscb  v 
schwinden,  wenn  man  aus  der  Gletcbong  o  =  ip(x,y)  die  eine  derCoordii 
ten ,  etwa  x,  berechnet  nnd  ibren  Wcrtb  als  Function  von  o'  und  y  h 
eintietzt.  Hieraus  folgt  aber  notbwendig,  dass  auch  f{x,y)  eine  Fnnct 
von  «'  sein  mnss,  also  auch  allgemein,  dass  f{x,g)  eine  Function  von  ■ 
Gesetzt,  08  wäre  bekannt,  wie  a  in  fix,;/)  vorkäme,  so  müssto  aticb  f{x, 
identisch  Terachwinden,  wenn  man  für  a  seinen  Wertb  fi^,!/)  < 
und  redncirte  mau  die  Gleicbnng  f{x,y)  =  0  anf  a,  so  mlisete  die  gesae] 
Gleicbang  a'=q)(x,y)  erschoinen. 

Im  gegebenen  Fallo  ist  es  nun  zwar  nicht  bekannt,  wie  a  in  der  l 
(ion  f{x,y)  auftritt;   allein  es  lässt  sich  ohne  Weiteres  wenigsteos  s 
behaupten,  dass  a  m  den  in  f{x,y)  vorkommenden  Constantcn  implieite  e 
ballen  sein  mass,  dies  aber  einfach  ans  dem  Gmnde,  weil  a  für  alle  Ponl 
der  CyÜaderöäcbe  f{x,y)  ~  0  denselben  Werth  hat,  nHmlic 

Denken  wir  uns  also  in  der  Folge  a  implieite  in  den  Constftnteo  v 
/■(a^,!/)  vorbanden,  so  ist  die  Gleichung /'(o;,^)  =  0  eine  IdentilKt  mit  I 
der  Gleichung  a^<p{x,y). 

Ks  musB  daher  ancb  erlaubt  sein,  die  einzelnen  partiellen  Derivirl 
von  f  nach  x  und  y  für  sich  idcntiscb  der  Null  gleichsuselzen,  weDn  n 
aiigleicb  noch  bedenkt,  dass  eine  partielle  Aenderung  des  x  oder  y  Kaglefl 
auch  eine  Aenderung  von  a  zur  Folge  bat. 

Es  gelten  also  die  Glei 


1) 


l/+|/^=„ 


da  i 


8v    ««a»" 


nud  durch  nochmalig«  pnttielle  Differcntation 

Zugleich  bedeDten  iu  den  Gleichungen  1}  und  l)  die  partiellen  üifferai 
lionen  nach  «  Differentiatinnen  nach  den  Conatanlen ,  insofero  di«Be  « 
abhKngig  sind, 

Mattiplicirt  mau  die  Gleichungen  2)  mit  — ,  addirt  soduin  lud 

achtet  die  4) ,  S  1 1  und  die  Oleichnngen  t) ,  so  entsteht 
8Y 


iay+^ov(Ky)-i 
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,  (|£  ^ +|/  /V )  _  ^1  ((|A'+  (|£Y) , 

\da;da;da     dyoyda/      daWcx/       \dy/ / 
ao  folgt  leicht 

(diY    (djv 
av  ,  ay^  ^  \dx)j\^y)_ 
^  aj:«"'"ay«~aa"       a/ 

da 
Diese  Oleichong  3)  ist  es  nan ,  die  uns  über  die  Natar  der  Niveaaflächon 
Anfklftmng  verschaffeD  soll. 

Gesetst  man  hätte  Grund ,  zu  vormuthen ,  dass  nur  eine  einzige  Oon- 
itante  k  von  allen  denen,  die  in  f{x^y)  vorkommen,  eine  Function  von  a  sei, 
dann  kann  man  die  Gleichung  f{x,y)^0  auf  diese  Constante  X  reduciren 
and  etwa  sehreiben  ^(^,y)— il  =  0,  wo  nun  die  Function  tf;(a:,y)  a  selbst 
nicht  mehr  enthält.    Dann  aber  wird  für  den  jetzigen  Fall  aus  3) 


d 


oder  besser 


'i^pMu^himu-i) 


5'r 


8  feV      g-»'     "»• 


.dy/ 

Diese  Gleichung  4)  enthält  das  Criterium  über  die  Statthaftigkeit  der 
Vermutbang,  dass  die  in  f{x^y)  vorkommende  Constante  X  allein  eine  Func- 
tion von  a  sei ;  6oll  nämlich  dies  der  Fall  sein,  so  muss  die  rechte  Seite  der 
Gieichang  4)  frei  von  x  und  y  sein,  weil  es  auch  die  linke  ist.  Da  aber 
gleichzeitig  noch  die  Gleichung  tf;(d;,y)  — il  =  0  gilt,  so  wird  nur  gefordert, 
dass  mit  Hilfe  dieser  einen  Gleichung  die  rechte  Seite  von  4)  von  x  und  y 
gleichzeitig  befreit  werden  könne. 

Ist  dies  Letztere  wirklich  der  Fall,  kann  also  die  rechte  Seite  auf  eine 
Ton  X  and  y  freie  Function  von  X  mit  Hilfe  von  /'(^,J^)=0  reducirt  werden, 
die  wir  gleich  x(l)  setzen,  so  ergiebt  die  4) 

au 
a'g'    _ 

Diese  gewöhnliche  Differentialgleichung  kann  leicht  intogrirt  werden,  wenn 
0  als  abhängige,  X  als  unabhängige  Variable  einführt*,  so  dass 


*  Die  hierin  liegende  Umkelirung  des  Problems   wird  noch  vielfach  wieder- 
li^hren  and  erinnert  an  das  Auftreten  der  Zeit  in  mechanischen  Anfgahen. 


3i_—    a^ 

Es  ergicbt  sich  nämlich  hiermit  ans  5} 


(MJ 


Hieraas   folgt   dui 
Ecichuot: 


:b    Inicgratiou .   wenn    J  die    IntegratioDecoDStaate  I 


oder,  wenn  wir  von  den  Logarithmen  zn  den  Zahlen  übergehen  und  ^^^. 
setzen : 

Eine  Docbmaligc  Integration  der  corigen   Gleichung  ergiebt,  wenn  B  i 
neue  Integralionaconalanto  bezoichnet: 

6)  B  =  jCe-^xü'  -i  dl  +  B. 

Ist  mit  Hiire  dieser  Oleichong  6)  a  als  Function  von  t  gefunden ,  so  kqj 
mau  nun  auch  umgekehrt  daranit  il  als  Function  von  a  berechnen, 
stitntion  in  die  Gleichung  iii(x,y)—k^O  lässt  nun  aber  auch  die  Uugi 
tung  dieser  Gleichung  auf  die  Form  cc^tf>{x,y)  zu.    Uat  man  somit  «  g 
den ,  Go  ergiebt  7),  %l,  das  ungehörige  ß,  und  die  ganze  gestellte  Anfgt 
ist  gel  (ist. 

Dieser  eben  erläuterte  Gang  der  Rechnung  kann  nun  aber  weiter  ■ 
dazu  verwendet  werden,  dass  man  untersucht,  ob  etwa  nur  eine  d 
f(x,  jf)  vorkomnienden  Constanten  eine  Function  von  tt  allein  sein  kann,  < 
redncirt  rann  die  Gleichung  f{x,y)si(i  der  Reihe  nach  auf  jede  einmRini 
in  ihr  vorkommenden  Constanten,  so  wird  man,  wenn  die  gestellte  Fra 
bejahen  ist,  auf  eine  Form  gelangen,  für  welche  die  eben  angeffibrte  I 
nung  durchführbar  ist. 

Ebenso  bleibt  die  eben  besprochene  Rechnung  noch  anwendbar,  t 
a  in  mehr  als  einer  der  in  f(x,y)  vorkommenden  Constanten  implic 
halten  ist,  wenn  nur  alsdann  jede  dieser  Constanten  auf  die  Form  1.) 
bracht  werden  kann,  wo  il  eine  Function  von  a  ist,  die  allen  betraobtc 
Constanten  als  Factor  gemeinsam  ist,  während  fi  unnbhKngig  von  «  a 
die  einzelnen  betrachteten  Constanten  verschieden  ist. 

Diese  Rechnungen   werden  aber  bei  nur  einigermaasen  coroplie 
Formen  der  gegebenen  Gleichung  /'(•^iy)^0  von  absohonlicberLi 
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keit,  wir  wenden  uns  daher  jetzt  zur  Discnssion  der  allgemeinen  Gleichung 
S)  surfick. 

Die  allgemeinste  Form,  die  die  3)  erhalten  kann,  entsteht  offenbar 
dadorcb,  dass  wir  annehmen,  dass  die  CoDStanten  in  f{x^y)  Fanctioncn  einer 
indem  Constanten  k  sind  und  dass  X  erst  wiedcrnm  eine  Fnoction  von  a  ist. 
Fähren  wir  diese  Annahme  in  3)  ein  and  führen  wir  zugleich  die  verlangten 
Differentiationen  aus ,  so  entsteht 

cl  \ca/  dl\\dxj       \dyj  A      WoocJ       \dy/JLdkda^     ok^Xda/ J 

mm'  ~  ■ 

Ans  dieser  Gleichung  ziehen  wir 

au 

da* 


0 

%m<m "   "■ 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  offenbar  constant  nach  x  und  y;  he- 
Beiefanen  wir  sie  also  kurz  mit  /ü,  so  entsteht 

dl  dl  Wdx)  ■''  \dy)  J     a  A'  Wdx)  "^  \dy)  J 

Diese  Oleicbnng  1)  ist  es  nun ,  welche  uns  über  die  Natur  der  gegebenen 

Gleiehang  /'(a;,y)s=0  als  Niveauflächengleichung  Aufschluss  zu  geben  hat. 

Diese  Gleichung  l)  muss  nämlich,   der  Art  ihrer  Herleitung  wegen, 

eine  Identität  «ein  oder,  weil  gleichzeitig  auch  die  Gleichung  f{Xyy)  =  0 

l    pit,  mit  Hilfe  dieser  Gleichung  zu  einer  Identität  gemacht  werden  können. 

wL  Denken  wir  uns  also  mit  Hilfe  der  Gleichung  f{x,y)=zO  eine  der  Co- 

m  ei&aten  s  oder  ^,  etwa  x^  als  Function  der  anderen  dargestellt  und  deren 

^m.  Wcrth  in  1)  snbstituirt,  so  muss  alsdann  die  linke  Seite  von  1)  identisch  ver- 

.^ '^ tdnrinden ,  welchen  Werth  auch  die  andere  Coordinate  haben  möge;  d.  h. 

>  ^  jt  <s  ttttiian  die  Coefficienten  gleicher  vorkommender  Potenzen  (oder  auf 

B  ""^^  redncirbare  Functionen)  von  y  verschwinden. 

Ein  einfacher  Ueberblick  der  möglichen  hierbei  auftretenden  Beding- 
*H*KMchangen  nnd  der  Anzahl  der  vorhandenen  Unbekannten ,  nämlich 
^'  ^ *>lMkannt6n  Deriyirten  der  Constanten  in  f{x^y)s=sO  nach  X  eins« 


licli  der  UnbekanntcD  |u  lohrt  uun  ohne  Weiteres,  dasB  Tolgeade  drei  Fatl 
anftreteo  können: 

a)  Es  iat  Dicht  mügliob ,  der  Gleichung  1)  2u  geniigeo; 

b)  es  ist  Dtir  aaf  eine  Art  möglich,  der  Oleichnng  1}  zu  geoUgen, 

c)  es  ist  möglich,  auf  mehrfache  Weiae  die  1)  bu  erflUlen. 
Der  Fatl  a)  steht  den  beiden  anderen  b)  und  c)  gegeaJiber  und  es 

steht  die  Frage,  wie  er  ermöglicht  werde,  trotzdem,  dass  die  Gleichung  1 
gunz  allgemeiue  Gütigkeit  zu  haben  scheint.  Um  den  Fall  a)  aber  i 
erklären  ,  haben  irir  zu  bedenken ,  dass  die  Fläche  f{x,y)  =^  0,  welche  gfl 
geben  ist,  dadurch  entstand,  dass  man  Über  a  gane  specielt  entschied,  alsD 
ihm  z.  B.  anch  einen  rein  nnmerischen  Werth  beilegen  konnte,  oder  auol 
einen  Werth,  der  mit  den  sonst  in /'(ir,y)  vorkomraesden,  von  n  unabhSagl 
gen  Conatanten  in  nahem  Zusammoubange  steht.  Es  ist  einleuchtend,  dal 
dadurch  die  allgemeine  Form  der  NivaanflSchengleicbung  sehr  verändu 
werden  kann.  Hiernach  wird  man  an  die  analoge  Erscheinung  erinnert,  djfl 
bei  der  Integration  von  üifTcrentialgleichangen  als  singnläres  Integre 
beeeichnet  wird.  Deswegen  wollen  wir  auch  fernerhin  die  gegebenea 
NiveauflftcbeDgleichungen  in  die  beiden  Gruppen  eiutheilen,  nSmIich:  b 
gnllre  Nive  au  fläche  ngl  ei  chungen  und  aligemeine  Niveatt 
fISchengleicbungen,  je  nachdem  sie  dem  Falle  a)  oder  einem  da 
beiden  Fälle  b)  und  c)  eulsprechen. 

Da  übrigens  in  jeder  gegebenen  NiveanfiScbengleichnng  /"(«.jrj's 
a   einen  bestimmten  Werth  a    angenommen  bat,    so   mnsa   die  allgemeini 
Lösung  des  vorgelegton  Problems  für  singulKre  Niveaoflucbengleichnngei 
zugleich  auch  die  Losung  des  Problems  fiir  allgemeine  NiveanäJIchengleicb- 
nngen  mit  enthalten. 

Die  genauere  Unterscheidung  der  Fftlle  h)  und  c)  nnd  die  Untersucb-  1 
nng  Über  deren  weitere  Bedeutung  soll  erst  da  vorgenommen  werden, 
wir  von  den  singulären  Niveauflächengleichungen  handeln. 


§3. 
BeUpiele  eq  den  im  vorigen  Paragraphen  anterichiedenen  Fällen. 

Es  wird  voranssichllich  die  Deutlichkeit  dieser  Abbandinng  natofl 
stützen,  wenn  wir  jetzt  zu  den  einzelnen  im  vorigen  Paragraphen  nntsH 
iicbiedenen  FAllen  Beispiele  folgen  lassen. 

Ein  einfaches  Beispiel  zu  dem  in  den  Gleichungen  4),  5)  uod  U)  dflij 
vorigen  Paragraphen  bahandelten  Falle  ist 

Die  gegebene  NlveaoflKche  ist  «Iso  ein  Gelinder  mit  KreJsqnerscbaitt. 


Von  t)r.  Th.  KfirTBRiTzscB.  34d 


^^^^^^0^^i^^0^0^0^0^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^0^^^^^0>^^^^^^*^^^^^f^^^^^^^^^^'*^^0>^^^^ft^   , 


Wir  erhalten 

=  4m*;i   »    ; 

=  4m(m— l)[(aJ— a)*+(y— 6)«]'»-i  +  4m[(Ä'— a)«+(y-6)«]"-«, 
=  4m«[(«-«)«  +  (y-6)«]--J, 

=34m'il  "»  . 
[&r  die  Oleicbnng  4),  S  2,  erscheint  also  jetzt 

1—1         2in  — 1 


-A©='""" 


olglieh  erhftlt  man  nach  6) ,  S  2 

Au  der  hierdurch  gefan denen  Relation  zwischen  a  und  k: 

a^AJX+B 
«Bebt  sich  weiter 

Dia  gegebene  Niveauflächengleichang  lässt  sich  also  schreiben  in  der  Form 

nd  pebt,  wenn  diese  Gleichung  auf  a  oder  a — B  roducirt  wird,  die  ge- 
vfaischte  Transformation  als 

«-  ^  =  ^/{(j?-.a)«  +  (y-.6)«}'" 

oier  taeb,  wenn  man 

Amsnp^     B  =  Am*lq 
Mit: 

Bm  der  beiden  Constanten  p  oder  ^  bestimmt  sich  durch  die  Beding- 
et dasi  a  für  die  gegebene  Niveaufläche  den  individuollen  Wertb  a' 
Wkn  lell. 

Em  einfaches  Beispiel  für  den  Fall  a)^  S.  848,  ist  das  der  parabolischen 

Cyluderfllehe  als  gegebene  Niveaufläche.     Ist  nämlich  im  jetzigen  Falle 

^ £e  Oleicbnng  f{x^y)  e=  0  gegeben 

y*  — 2par  =  0, 
^ Kitte  die  Gleichung  8),  S  2 


350  üeber  das  logaritbmische  Potential. 


r«i"^,^i*»^.^^s^s^^ 


'^■^^^^^^^^^■^■^'^^■^■^^■^^.^^^^^  «   •  .  ^  ^^  m^^Jk  ,<•  ^  a  . 


8  4y'  +  4i>> 


eine  Gleichnng ,  der  offenbar  nicht  identisch  genttgt  werden  kann.    Nimmt 
man  aber  die  gegebene  Gleichnng  an  in  der  Form 


p 


and  denkt  man  sich  p  und  q  gleichzeitig  als  Functionen  von  a,  so  erbftlt 
man  ftir  8),  S2 


4 


p^  da'^da 
Dieser  Gleichung  genfigt  man  aber,  wenn  man  setzt 

dq      ^dp 
da"^      da' 
wodurch  ans  der  vorigen  Gleichung  entsteht 


© 


Hieraus  folgt  durch  Integration,   wenn  A  die  Integrationsconstante  be- 
seichnet:  _       ^  ^ 

lÄ  l/p^  l  TT-   oder  auch   A  Vp=^  ;—. 
'du  'da 

Eine  nochmalige  Integration  ergiebt,   wenn  B  die  neue  Integrationscon- 
stante bezeichnet: 


2 

Hieraus  folgt 


«=^Vp  +  b. 


p^j{a^B)\ 

Aus  der  obigen  Gleichung  —  =  —  —  ergiebt  sich  weiter,  wenn  m  die 

Integrationsconstante  bezeichnet : 

q^m—p^ 

folglich,  wenn  man  den  für  p  gefundenen  Werth  einsetzt: 

q^m^'^i.a^By. 

Die  Integrationsconstante  m  bestimmt  sich  im  jetzigen  Falle  aus  der  Be- 
dingung, dass  q  verschwinden  muss/  wenn  a  den  Werth  a'  erlangt;  folg- 
lieb ist 

m^^{a^B)\ 

4 


Von  Dr.  Ta.  EStteritksch.  351 

Die  gegebene  NiveaaflftcbeDgleichaDg  geht  nnn  über  in 

Es  ist  beqnem,  B=sO  zn  setzen,  da  man  die  Constante  B  mit  in  die  indiri- 
dnellen  Werthe  des  Parameters  a  hineinrechnen  kann,  wodnrch  entsteht 

Die  Constante  —  bestimmen  wir  endlich  noch  durch  die  Bedingung, 

dass  fttr  u=u'  die  gegebene  Niveanfläche  y* — ipx^O  erscheint,  folglich 
ist  ans  dem  obigen  Werthe  von  p 

jf     ^     A'      p 

nnd  die  Schaar  der  im  jetzigen  Falle  gesuchten  Niveauflächen  hat  die 
Gleichung  o      r  o  1 

Hieraus  findet  man  endlich  die  gewünschte  Transformation ,  wenn  man  auf 
€t  redncirt.  Gestatten  wir  dem  o  nur  reelle  Werthe  anzunehmen ,  so  zeigt 
die  vorstehende  Gleichung,  dass  cf  enthalten  sein  muss  zwischen  den 
Grenzen  «'«<«•<  +  00, 

indem  für  a^=:a  die  gegebene  Cylinderflftche  entsteht,  welche  von  unserer 
F-Axe  in  der  Scheitelseite  berührt  wird;  wächst  der  Wertb  von  o,  so 
erweitert  sich  die  Cylinderfläche  und  gleichzeitig  rückt  die  Scheitelseite 
nach  der  negativen  Seite  der  JC-Axe  fort,  bis  für  cf=  +  Qo  die  Cylinder- 
fläche  in  eine  Ebene  übergeht,  die  in  unendlicher  Entfernung  die  negative 
Seite  der  AT- Aze  senkrecht  trifft.  Will  man  also  durch  jeden  Raumpunkt 
eine  der  gefundenen  Niveauflächen  logen  können ,  so  muss  a  gleich  Null 

sein,  wodurch  gleichzeitig  -^,  in  eine  Constante  =c  übergeht,  so  dass  als 

allgemeinste  Niveauflächengleichung  im  jetzigen  Falle  erscheint 

Für  den  Fall  b)^  S.  848,  ist  die  Cjlinderfläche  mit  elliptischem  oder  mit 
hyperbolischem  Querschnitt  ein  Beispiel.  Ist  nämlich  die  Gleichung  der 
gegebenen  Niveaufläche 

-  +  ^-1=0,    a^6>0, 
a       0 

so  ergiebt  die  Gleichung  8) ,  S  2 

^  du     V  da 
Dieser  Gleichung  wird  genügt,  w« 


alflo   nsch    ansgeffibrter   lotegration, 
bezeichnet,  wenn 


wo  m,  wegen  a^b,  einen  poaitiveD  Wertb  bezekbnon 
aber  die  vorige  Ol^cbung  über  in 


Tntegrationscoostai 
;  damit  gl 


Hierana 
seichnet 


folgt  durcb   Integration , 


dv      du\da/ 

enn   j^  die  In tegratioD sc on staute 


A+l}/,(a-m)  =  lj 


Ist  ferner  e*-=Ä,  so  orgiebt  sich  beim  Uebergange  von  den  Lof«: 
men  sn  den  Zftblen 


Eine   nocbmalige  Integration   ergiebt 
stante  bezeicbnet: 


B  die  neue  Integrationsei 
Hierans  folgt  nun 

Setzt  man  diese  DarBtellnugea  von  a  und  b  in  die  gegebene  NiveanflSehi 
gleicbang  ein  und  reducirt  sodann  auf«,  so  erhält  man  die  gesuchte  Trai 
fonnaüon. 

Wir  köanen  auch  im  jetzigen  Falle  die  tntogrationsconslante  B  mit 
den  Werth  von  tt  einrechnen  oder,  was  auf  dasselbe  hinauGkommt,  B 
setzen.    Macben  wir  dabei  zagleich 

J  — "i 
so  entsteht  .  /  ^»  ,     .      a^ 

Gestatten  wir  im  jetzigen  Falle  dem  a  den  ganzen  reellen  Wertbberei 
von  einem  gewissen  positiven  Werthe  e  an  bis  +  '^  i  ind  setzen  noch , 
ebenfalls  erlaubt  ist,  ^=1,  so  ist  es  aucli  jetzt  möglich,  durch  jeden  Rai 


Di*  gegebene  NiTeaufläcfaengleiclmiig  geht  nan  über  in 

Ea  ist  bequem,  f  =0  xn  setzen,  da  man  ilie  Const&nte  B  mit  in  die  indiri- 
inallen  Wertbe  des  Parameters  a  hineinrecbnen  kann,  wodnrcb  entHtebt 

Die  CoostAnte  ~  beslimmeD  wir  endlich  noch  durch  die  Bedingung, 

Amss  für  et^tt' die  gegebene  NiveauflSche  9*— 2pa:  =  0  eracheint,  folglich 

Aoa  dem  obigen  Werthe  von  p 

^     .,     ^      p 
;.  =  -...,    -  =  -^, 

I    die  Sehaar  der  im  jetzigen  Falle  gesuchten  NiveanSächcn  hai  die 
lleieboDg 


,-=|,..[..+t(.._...,]. 


ieraos  findet  man  endlich  die  gewünschte  Tranefotmation ,  wenn  man  auf 
tedncirt.     Gestatten  wir  dem  u  nar  reelle  Wertbe  anzunehmen,  so  zeigt 
dis    vorstehende   Gleichung,    dasa   n*  enthalten   sein   mass   zwischen    den 
Grensen  a' <  o' <  +  » 

fW  tt=ü  die  gegebene  CyliDdcrflSche  entsteht,  welche  von  nnaerar 
7-Axe  in  der  Scheitalaeite  berührt  wir<);  wächst  der  Wertb  von  n,  so 
eitert  sieh  die  CytinderSache  und  gleichzeitig  tUckt  die  Scheitelseite 
aacb  der  negativen  Seite  der  A'-Axe  Tort,  bis  für  Q:'=  +  a>  die  Cylinder- 
Sficbe  in  eine  Ebene  übergeht,  die  in  anendlichor  Entfernang  die  negative 
it«  der  ^- Axe  senkrecht  trifft.  Will  man  also  durch  jeden  Ranmpnnkt 
itoe  der  gefundenen  Ntveauflächen  legen  können,  so  musa  ä  gleich  Null 

lio ,    wodurch  gleichzeitig  -C,  in 
lg«iiieiiiBte  NiveauflScfaengleicbi 

Für  den  Fall  b),  S.  348,  ist  die  Cylinderfläche  mit  elliptischem  oder  mit 
ijperboliacbem  Qnerschnilt  ein  Beispiel.  Ist  nämlich  die  Gleichnng  der 
Mebeaen  Nive auflache 


B  Conatante  ^c  übergebt,  so  dass  als 
im  jetzigen  Falle  erscheint 


ergebt  die  Gleichung  3),  S2 


aSö>0, 


r  Oleichang  wird  gt^nUgt,  n 


R.n^ 


:-,cLt  Potentiell 


Aach  jetzt  könneD  nir  dorcb  jeden  Raampunkt  eine  der  Nive»alticl 
legen,  wenn  wir  dem  a  alle  reellen  Wertbe  von  In  bis  +  o»  za  darchUuft 
gestatteu.     Die  Quersclmitte   unserer  jetzigen  NiveauSächen  siod  weg< 
a  -f  b  =  2n  coufocale  Hyperbeln,  die  für  n=ao  in  U^perbelo  mit  aneoi 
grossen  Halbaxen,  für  (i=0  in  das  Axonkreuz  der  X-  tmd  F-Axe  äbergehi 

Die  allgemeine  NiveaaääcbengleichuDg  ist  slso  im  jetzigen  Falle 


n+iiC+u'c-')      n-^ie'+tt'e-')        '  - 
Reducirt  man  diese  Oleicbnng  auf  a,  so  bat  man  damit  die  gewttiucli 
Transformation  erlangt. 

Ein  Beispiel  ondlicb  zu  dem  Falle  c),  S.  itö,  bilden  die  cjrlindrUehi 
Niveauflftcbert ,  deren  Querschnitt  eine  Cassini'scbe  Linie  ist.  Bs  b«ül 
also  die  gegebene  Nireauflächo  die  Gleicbang 

Denten  wir  die  Differentiationen  nach  dem  noch  unbestimmt  gelaueo 
Parameter  X  einfach  durch  (*)  an ,  so  haben  wir,  oni  die  Oleicbung  I) ,  S 
zu  rerwenden : 

8"/'  .  8"/ 

n  [(rO'+  irj]  =  "•-■[*<-'+« + "»i  -  ^-v  1^.-+/)  - 

=  8(*'+Sf')  C2"(«'-V")  +  »""']. 

Die  Gleichung  I),  S2,  giebt  &leo  für  den  jetzigea  F&U 

[■,■(«•-!,')  +  »•]  S(»-  +  i,')  [!»•(!■-/)  +  ™nT  ) 

-  [»."(»■-»■)  +  "1  4  (.J^+ä-)  [ä  («■+»'!'  +  äml«"-»")  +  "'1       (  , 

-K  (•■-»■) +  "Ti«(«'+!'')  (■ 

-cK(«'-j")  +  "l <(»■+»■) l«(*'+»")-+<»>t«'-s')  +  "')  I 

Diese  Gleichung  soll  nun  identisch  für  jedes  x  and  g  gelten,  das  iDgldi 

auch  der  Gleichnng       ,_,,„,,       ,   ,       ,,   . 

(T'+y'y  +  m  {x'~y')  +  «  =  0 

genügt.    Da  also  hiernach  i'+j/'  nfcht  verschwindet,  so  können  wir  di«i 

gemeinscbaftl leben  Factor   der  linken  Seite  der   vorigen  Gleichung  ol 

Weiteres  weglassen,  ebenso  wie  den  gemeioacbaftlicben  Factor  4. 


Da*alcb  ferner  «as  der  gegebenen  NiveaafläcLengleicLaDg 
*  (»*+S*)'  +  4""  (*'-  y')  +  m'  =  m'~  4« 
ngiebl,  so  gehl  die  vorige  Gleiciiniig  Über  in 

M«(«'-»*).+"'l  |!"  (»'-»•)  +  "'"'1  -  ["■"(■'■-(■')  +  »K».'-!»)!  _  „ 

DIh«  Gleichung  zeigt  <la§  Eigeathümlicbe,  dasB  ta  Üir  x  und  ^  nur  noob 
»ofkotnmt  in  der  Verknüpfung  {a^—y').    Soll  sie,  wie  verlangt  wird,  iden- 
li*cb  in  Besag  anf  x  und  y  gellen  ,  so  iet  im  vorliegenden  Falle  nur  DÖthJg, 
diu  die  CoefGcientOD   der   einzelnen  sich  berauBBtellenden  Potenzen  von 
(i*— ^)  verscbwinden.     Denn  wenn  auch  x  und  y  noch  durcb  die  gegebene 
inog  /'(jr,^)  =  0  aneinander  gebunden  sind,  so  ist  docb  soviel  sicber, 
iben  gefundene   Gleicbung  besteben  mnss,  wenn  (x'  —  y')  con- 
eine  gewisse,    zwischen   endlich   entfernten    Grenzen  gelegene 
Ihe  darchlfinft,  was  eben  die  Annnllirung  der  ebengenannten  Co- 
elEcieoten  zur  Folge  hat.    Im  vorliegenden  Falle  haben  wir  also  eine  weitere 
Elimination  einer  der  beiden  Coordiuaten  x  oder  y  mit  Hilfe  der  gegebenen 
ßlflidiiuig  f(.x,y)  =  0  nicht  erst  vorzunebmen.     Zur  Bestimmung  der  Un- 
bekannten n',  m',  ft,  n",  m"  erbalten  wir  daher,  da  noch  dazu  der  Coofficient 
OS  (»*— y*)'  identisch  verschwindet,  nnr  die  beiden  Gleichungen 
2»,«-'-m"(m'-4«)-1'"'"'-^../(m*-4n)«0, 
2mmV— n"(m'— 4n)— 4'i'*  — ft«'{'n*  — 4h)  =  0. 
iflse  GIflichnngen  aber  kflnuen  in  folgender  Weise  erfüllt  werden,  nämlicti 
:dem  man  setzt 

I)  ni'=0,     n'=o, 

I  biarans  ohne  Weiteres  auch  folgt  ni"=0  und  ri"i=0. 

Diego  Annahme    ist  aber    für  nsacrn  Zweck    unbrauchbar,    weil  aie 

erglebt,  dass  weder  m,  noch  n  von  Y.  abhängt,  also  auch  nicht  von  n,  während 

docb  von  vornherein  verlangt  werden  muss,  dass  mindestens  eine  der  in  der 

;egebeneD  Gleicbung  /'(a:,y)=0  vorkommenden  Constanteu  eine  Fnnotion 

•Q  ci  isU 

Nehmen  wir  dsber  an,  dass 
S)  n'=0,  dagegen  rn'  von  Nnll  verschieden. 

D*  jetxt  auch  nothwendig  fi'=0,  so  ist  die  zweite  der  vorigen  beiden 
sdlognngaglcicbnngen  von  selbst  erfüllt  nnd  die  orste  geht  über  in 
2mm''-in"(m'-4n)-^m'(m'-4r.)  =  0. 
wir  jetzt  den  noch  willkürlich  gelassenen  Parameter  X  gleich  m  ist, 
lo  «i'=^l ,  ni"=0,  so  folgt  2m 

S'A  d*m 


0m V  ^/  ni'-4/i" 

Um  die  nun  folgende  iDtegration  «osflibren  za  könncu,  Qnterscheidi 
wir,  ob  n  =  0  ist.    Ist 

b)  11  =  0, 

80  entsteht  I_(i^\=_l^ 

folglich  nach  Anafahrang  zveier  IntegrationcD ,  wenn  A  aod  B  die  Integr 
tioasconstanten  vertroten :  j 

also  ancb 


Die  allgemeine  NiveanSächengleicbnug  bat  also  die  Form ,  wenn 
^  =  1,^=0;  , 

eine  Gleicfanng,  deren  Rednction  anf  b  die  gewQnschte  Ttan«roniifttit 
liefert. 

Die  NiveatiflSchen  haben  also  jetzt  Lemniscaten  enm  Qaerachnitt,  d 
so  lange  u  positiv  ist,  nach  der  Bichtoag  der  .f-Axe  ausgedehnt  sind,  ( 
gegen  wenn  «  negativ  ist,  in  der  Richtung  der  V-  Axc.  Für  o  =  +  oo  gell 
der  Querschnitt  in  einen  blossen  Pnukt,  den  Coordinateuanfang , 
wSbrend  für  a  =  0  zwei  sich  gegenseitig  rechtwinklig  and  die  Coordinat« 
axen  (der  x  und  y)  unter  ib"  schneidende  Gerade  entstehen,  Lilsst  ml 
also  im  jetzigen  Falle  das  Intervall  von  —  od  bis  +oo  dorchlanfeD,  ao  ku 
man  dnrcb  jeden  Banmpnnkt  eine  der  eben  gefandeoen  Niveanflächen  l«g« 

Ist  femer 
b)  „>0, 

fio  entsteht  aus  B    /  da\  2m 

darob  Bweimalige  Integration,  nenn  J  und  B  die  Integrationsconstuita 
beseiobnen :  ^ 


liao  anoh 


!l^, 


n,  =  -2y^t 


Seut  man  ancfa  bior,  wie  es  erlaubt  ist,  ^=  I , 


=  _!/n^ 


Diu  allgomeiue  NivoaaflilcbeDgleicbaDg  wird  also  im  jetligea  Fal 
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*  Bedacirt  man  diese  Oleichang  auf  o,  so  ezhält  man  die  gewünschte  Trans- 
fbrmmtion. 

Lftsst  man  in  dieser  Gleichung  n  unendlich  klein  werden ,  so  erscheint 
der  anter  a)  behandelte  Fall  wieder. 

Um  zu  sehen»  welche  Formen  die  Querschnitte  unserer  jetzigen  Niveau- 
flächen  annehmen ,  um  daraus  das  Intervall ,  innerhalb  dessen  sich  a  zu  be- 
wegen hat,  zu  bestimmen,  und  endlich  um  diese  Discussion  zugleich  mit  den 
folgenden  ähnlichen  abmachen  zu  können,  bringen  wir  die  vorstehende 
Gleichung  noch  auf  die  Form 

Ist  weiter 

c)  «<0, 

flo  entsteht  aus 


^/  aa\  _  Im 

dfn\  d m)  m*  —  4 n 


d 

dnrch   zweimalige  Integration ,  wenn  A  und  B  die  Integrationsconstanten 


^  A  (     m     \  A      Tn  ,     «/— "1 

"--n  ^2K— «/      21/— «L  2  m      J 


mg  ^ 


A 

also  auch  

7V-^tnQ-J- \ ^  = -= ^ . 

Um  Uebereinstimmung  mit  den  bisher  betrachteten  Fällen  zu  erzielen, 

machen  wir  itfssi,  B=s —  und  benutzen  die  zweite  Darstellung 

2  2/— n 

▼on  m,  so  dasB  entsteht 

m  = ^         =  —  2^— w  ctg{2y'~n  a),     n  ==  Co?isi. 

ing{2y'^n.a) 

Die  allgemeine  Nireaufiächengleichung  wird  somit  jetzt 


(«•+^)'  -2K--n .  ctg  (2j/— w  •  a)(a;*  — y«)  +  «  =  0. 

Lisst  man  hier  n  unendlich  klein  werden ,  so  kommt  man  auf  den  unter  a) 
betrachteten  Fall  zurück. 

Wir  gestalten  diese  Gleichung  um  aus  gleichem  Grunde  wie  im  Falle 

b)m  

(««+f*-j/^l/)«  +  4/-n27y«  =  -n(i7«+l),     ü==ctg{2j/^.a). 

Die  beiden  Bedingnngsgleichungen  auf  S.  355  können  aber  auch  erfüllt 
werden,  wenn  wir  setzen 


Ueber  dae  log ariihmi gehe  Poleutial, 


Da  jetit  notbweudig  auch  m"=0,  so  ist  die  erste  Jener  Bedtoguo] 

gleicbUDgen  voo  selbst  erfüllt,  die  aweite  dagegen  geht  Über  in 

n'\m'-in)  +  4,,'  +  ^7.'{".'-  4")  =  <>■ 

Setzen  wir  jetat  den  Parameler  jI  gleicli  n,  ibI  also  n'=  1,  n' =  0,  »o  fg 


odeii  da  jetzt 


{■l^> 


Hieraus   folgt  durch  IntegratioQ,   wenn  lA  die  IntcgratioascoD^tAiile 
zeichnet: 


oder,  beioi  Uoberguig  von  den  Logarithm 


8»    j{4„-^-y 

Wir  setzen  sogleich  A=—  \  and  erhalten 


;  jetzt,  wenn 


Eine  nochmalige  Integration  ergiebt  jetzt,  wenn  B  die  Integrationscoost 
bezeicUuet: 


also  iät  auch 


4    "^ 
oder,  weun  wir  die  In  togratiousc  ans  taute  ß  so  bestimmen,  dass  c— "^ — 

n=-  (1— e-*"),     m  =  Consl. 
Die  allgemeine  Niveanfläcbengleicbiing  lantot  daher  jetzt 


oder  auch 


(«■+f"-?)'+2".'«"  =  ^V". 


Die  Beduction  dieser  Gleichnng  auf  a  ergiebt  die  gewtUwdit« 
mation. 
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r^^^^^^^^^^  ^  '•^<^^^^-^i^%.-.,.>^  ^»«.S^^ 


Wir  kommen  endlich  znm  letzten  der  Fälle,  wie  die  Bedingungsglcich- 
on^^en  S.  355  erfüllt  werden  können ,  nämlich 

4)  dass  sowohl  m'  >  0 ,  als  auch  n'  ^  0  ist. 

Diwidirt  man  jetzt  die  erste  jener  Oleichnngen  durch  m',  die  zweite  durch 
m',  so  entsteht  sodann  durch  Subtraction 

— --r)=0. 
m        n  / 

Diese  Gleichung  wird  aber  erfüllt, 

entweder  wenn    m*  =  4  n , 

$»       ff 

.  m       n 

oder  wenn  — 7-  =  —.        » 

m       u 

Gesetzt,  es  sei  m'=4n,  dann  wird  aus  der  gegebenen  Gleichung 
oder 
Ist  m  '^  0 ,  so  erhält  man  hieraus 

4U 


oder 

»  =  0,    y 


±j/-i 


In  diesem  Falle  wäre  also  die  gegebene  Niveanfläche  ein  System  zweier  der 
Z- Axe  parallelen  Geraden,  ein  Fall,  den  wir  offenbar  hier  nicht  weiter  zu 
berücksichtigen  haben. 

Wir  nehmen  daher  für  die  Folge  an 


m       n 
m       n 


Hieraas  folgt  durch  Integration,  gleichgiltig,  was  der  noch  willkürliche 
Parameter  A  sei,  wenn  p  und  q  die  Integrationsconstanten  bezeichnen: 

Die  beiden  ursprünglichen  Bedingungsgleichungen  orgeben  nun  überein- 
stimmend 

2mm'* — tn'lm*  —  4 />  m  —  4  g)  —  4p  tn* 

II  ^  / 

■^  m(m'  — 4pm  —  4q) 

oder 

_2n*{n--q)  -  n'([n-  g]'-  4p'yi)  —  4wV 
**-  n'([n^qy^4p'n) 

Um  nnn  m  oder  n  als  Functionen  von  a  zu  bestimmen ,  mUssen  wir  uns 
BSTor  über  die  Bedeutung  des  bis  jetzt  noch  willkürlich  gelassenen  Para- 
meters l  entscheiden. 


^^^^^^^V                                        ^3.5 

1 

I 

^^H 

Sei  1  =  ».,  «l8o  m'=l,  m''=0. 

also  »> 

T 

^^^^^^^^^^^^^^1 

ä-N. 

^^^^^^^^^^^^^^H 

8.' 

^^^^^^^^^H 

(*  = 

ö: 

^^B 

Die  beiden  vorigen  fi  beetimmoDÜ«ii  ^ 

m 

Itegen. 

dnrch  die  eine: 

S'm 

ä^            ^ 

Eine  erste  Integration  ergiebi  ! 
conetante  beieichnet: 

-^cita  Hitt«!. 

N'aeblass  S.  307  figg.,  fin 

lJ«s  arithmetiech-gcotnot 

'fc  =  " 

.  in  eine  nacb  anfsteigew 

oder 

iTf^D  Begriindnne  sn  bed 

Eine  Dochmalige  lotegrali 
coDBtaute  beaieicbnot: 

ichen  BetracblongeB  r«c« 

j               1 

»» 

»dip«  und                                     ■ 

4j/^4~ 

t 

■1  «(l+a:,I-x)  von  1^ 

HierauB  folgt 

m  =  a;j  — 2(  ,j.'  - 

■-    Selsen  wir  nnn 

- 

- 

-_M 

u^ip'-i-q-ipy^ 

-rcDsen  liegen,  in  also  a« 

Setaen  wir  also  jetzt  sot  Abi 

.nönirt,  uud  aus  den  Kig> 

\r;;- 

>,  die  aicb  «BK  aeini^r  De£ 

etAif,~B, , 

.*^' 

Jor  Oleicfanng 

Eo  lantet  die  allgemeine  Njv 

1 

.Wll+f».  1-0 

(t'+yT  +  tP-F'pM- 

1 

odet 

■  .;    ■       - 

(^+»'-i(/' 

1 

=  j[i;^ 

ü^^Mb^^^^^^^^^^I 

Die  ReductioD   dieser  Gi 

J 

^^H^^^^^l^l 

Ift.^ 

ri 

1 

^^1 
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IMa  drei  letiten«  unter  2),  8)  nnd  4)  betrachteten  FMle  führten  anf 
i^wanflXehen,  die  sämmtlich  die  Cassini^sche  Linie  snm  Qaerschnitt 
ibeiu  Der  Fall  nnter  8)  hat  auf  dieselbe  Form  der  Niveaaflächengloich- 
^g^f*^  geführt,  die  bereits  Lam^  in  seinen  Le^ons  sur  les  coordonn^es  curvi' 
nes  nntersneht  hat.  An  jener  Stelle  werden  zugleich  die  vielfachen  Form- 
idernngen  angegeben,  die  die  Cassini* sehe  Linie  erleidet,  wenn  der 
erth  Ton  «  sich  ftndert.  Da  wir  nnn  in  den  Fällen  2),  8)  nnd  4)  die  gefon- 
nen  allf^emeinen  Niveauflächengleichnngen  sämmtlich  anf  die  Form  ge- 
acht  haben,  die  anch  Lam^  seinen  Betrachtungen  zu  Grunde  logt,  so  kön* 
n  wir  hier,  auf  L am i^s  Arbeit  verweisend,  eine  weitere  darauf  bezUg- 
he  Discnssion  unterdrücken. 

(Fortsetzung  folgt.) 


Kleinere  Mittheilungen. 


XT.    lieber  eine  Stelle  ans  den  von  OauM  nachgelMtenen  Sohriften 

tber  dM  aritiunetiioh-geometriiche  Mittel. 

Im  dritten  Bande  von  Oauss*  Werken,  im  Nachlaäs  S.  367flgg.,  findet 
sich  eine  Entwickelnng  des  reciproken  Werthes  des  arithmetisch-geometri- 
schen Mittels  ilf  (l+^i  1^^)  von  1+^  nnd  1— o?  in  eine  nach  anfsteigenden 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x  geordnete  unendliche  Hieihe.  Zwei  Punkte 
dieser  Entwickelung  scheinen  noch  einer  genaueren  Begründung  zu  bedür- 
fen, die  im  Folgenden  gegeben  werden  soll. 

Um  klar  auseinandersetzen  zu  können,  um  was  es  sich  handelt,  müssen 
wir  zunächst  einen  kleinen  Theil  der  Oauss 'sehen  Betrachtungen  recapi- 
taliren. 

Wenn  x  eine  reale  Verftnderlich^  bezeichnet  und 
1)  -l<a:<i 

ist,  so  ist  das  arithmetisch -geometrische  Mittel  ^(l-f-^»  1 — x)  von  1-}-^ 
und  l  —  x  eine  bestimmte,  wohldefinirte  Grösse.    Setzen  wir  nan 

2t 
1  +  r«' 
so  wird  die  Bedingung  I)  erfüllt  sein ,  sobald 

-1<^<1 
ist    Für  Werthe  von  ^,  die  zwischen  diesen  Grenzen  liegen,  ist  also  auch 

(2i  2/  \ 

1  +  — T-jj,  1—  1^1  wohldefinirt,  und  aus  den  Eigen- 
schaften des  arithmetisch-geometrischen  Mittels,  die  sich  aas  seiner  Defini- 
tion ergeben ,  folgt  unmittelbar  die  Richtigkeit  der  Gleichung 


{'+i^r'-TT^)=Wr''^'-^'''-'^ 


Mil  +  C,  1-0* 


M 
oder 

Bezeichnen  wir  den  Quotienten  — r  kurz  mit  /*(a?),  so  sehen 

wir  alsOf  dass  derselbe  für  —  l^^^l  der  Functionalgleichung 
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»)  r(^)=(i+O.AO 

^Tenn  sich  nun  eine  unendliche,  nach  anfsteigenden  ganzen  positiven  Po- 

tensen  von  x  geordnete  convergente  Reihe  für  den  Ausdruck  -rj^ 

finden  Iftest,  so  moss  dieselbe  jedenfalls  von  der'Form 

sein,  denn  jener  Ausdruck  wird  1  für  x=0  und  ändert  seinen  Werth  nichti 
wenn  man  x  mit  —0  vertauscht. 

Die  Reihe  a)  müsste  femer  der  Fnnctionalgleichung  8)  genügen,  und  es 
mfiflste  daher  —  so  lange  beide  Seiten  convergiren  — 

•+-(iib)'+Hr^)+KTT?)"+- • 


oder 


2t 
Die  verschiedenen  Potenzen  von  lassen  sich  nun  in  Reihen  ent- 


In,  die  nach  aufsteigenden  ganzen  positiven  Potenzen  von  ^fortschrei- 
ten nnd  conver^ren,  sobald  — 1<^<1  ist.  Es  ist  nämlich  allgemein, 
wenn  r  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet: 

...  + 1       ^       I  •     + . .. J. 
Nnn  ist  ferner  allgemein  für  ganze  positive  n 

(-;+')=H„-.(-+l7'), 

alao 

(iT?)""-'"'-(--)'"-'-'"-e;iO'"- 

Indem  wir  die  Ausdrücke  {^^^^)i  \\T^)'  (l4-/v  "*  ^^  ®°*'*^"<5'^öJn> 

erhalten  wir  fttr  die  Reihe  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  4)  die  fol- 
gende anendliche  Doppelreihe: 
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s^0^r^f^m^^^^^^^^f^^^^^^^^^^S^^^^^^^^^t^ 


2t 


-si'+^a'Q)«' 


-  2^  +  ^2»  Q  r -  ß!?  (J)  f  +  C2' (J)  <» 

+ 

in  welcher  für  — 1</^1  alle  Verticalcolonnen  convergiren  und  die  Werthe 
derselben  eine  convergente  Reihe  bilden.  Zu  bemerken  ist  hierbei,  dass  die 
linke  Seite  der  Gleichung  4)  derjenigen  Summe  dieser  Doppelreihe  gleich- 
kommt, welche  wir  erhalten,  wenn  wir  erst  alle  Verticalcolonnen  sum- 
miren  und  dann  die  Werthe  derselben  addiren.  Wir  wollen  diese  Summe 
mit  ^1 ,  die  andere  dagegen,  welche  man  erhält,  wenn  man  erst  alle  Hori- 
zontalreihen und  dann  deren  Werthe  summirt,  mit  S^  bezeichnen.  Da 
die  Doppelreihe  b)  Glieder  mit  positiven  und  negativen  Vorzeichen  enthält, 
so  bedarf  es  jedenfalls  einer  besondern  Untersuchung,  um  entscheiden  zu 
können ,  ob  S^  oder  S^  gleich  oder  verschieden  sind. 

Fassen  wir  in  der  Doppelreihe  b)  immer  die  Glieder  mit  gleichhohen 
Potenzen  von  /  zusammen,  so  bekommen  wir  die  einfache  Reihe 

2/-[2-^2»(^)]<'+[2-i2»ß)  +  2?2'(j)]/» 

_[2_.2'(;)+52>(5)-c2'(;)]r+.... 

deren  Summe  eben  die  Grösse  ist,  welche  wir  mit  S%  bezeichnet  haben. 
Wenn  man  nun  in  der  Reihe  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  4)  und  in 
der  Reihe  c)  die  Coefficienten  gleichhoher  Potenzen  von  t  einander  gleich- 
setzt und  immer  auf  beiden  Seiten  durch  2  dividirt,  so  erhält  man  die 
Gleichungen 

1  =  1, 

^  =  l-^2'(;)+^2*(j), 
0=i-.2^(:)-hZ.2^(;)-62e(;), 


2/-r-*  141       ^*  Vß 


ans  welchen  Gauss  durch  längere  Rechnungen  die  Coefficienten  A^  B^C .,. 
bestimmt  und  folgende  Werthe  dafür  gefunden  hat: 

'•"'2"  2'.4»'  2«.4'.6" 

^'  _       1*.»*.5».7'         „       1».3'.6».7».9' 

E 


2».4*.a».8»'  »».tf-tf-SM««" 


Hit  beiden  oben  aogodeateten  ecbwierigen  Punkte  sind  nan  folgende. 

1.  Mau  denke  eich  in  den  Keilen  b)  ,  b),  c)  nnd  der  Gleichung  4)  für 
»  Coerficienten  A>  B,C...  überall  ihre  Wertlie  aus  den  GleicUungea  5) 
irklicb  eingesetzt   Dann  geht  die  Reibe  a)  in  die  folgende  Über: 


%^ 


1  + 

mdionTergirt,  sobald  —  l<;i  <L 

Die  Reihen  aaf  den  beiden  Seiten  der  Gleichung  4)  convergiron  dann 
IBt— l<'<1,  und  wenn  daher  die  Reihe  a)   wirklich  den  Aasdrnck 

ftjr  jedes  Ewlschen  — 1  tind  1  gelegene  x  darstellen  soll,  so 


«11  +  :^ 

titd  die  Gleichang  4)  für  jedes  zwischen  denselben  Grenzen  gelegene  ( 
lidilig  sein  müssen.  Nun  hat  aber  die  linke  Seite  derselben  den  Werth  S, 
ul  die  rechte  den  Werth  S^ ,  da  die  Coefficienlen  A,B,C ...  ja  so  bestimmt 
mnl«n  sind,  dasa  diese  Seite  mit  der  Reihe  c)  identisch  wurde. 

Also  mSsste 
«infttr  —  1</<1. 

Die  Ricbiigkeit  dieser  Gleichnng  lässt  sich  aber  mit  Sicherheit  nur  ftir 
iDlche  Wertlie  von  f  behanptcn,  die  zwischen  den  engeren  Grenzen  ^y%+\ 
od  yi—l  gelegen  sind.  Setzen  wir  nSmIich  in  der  Doppelreihe  b)  statt 
jHsii  Gliedes  seinen  absolnlen  Werth  nnd  bezeicfancn  mit  i  den  absoluten 
ffntt  Ton  /,  so  bleiben  zwar  für  t<l  alle  Verticalcolonnen  convergent, 
ud  ibt«  Snmmea  werden  resp. 

kbcr  die  Summe  dieser  Werthe  dirergirt,  sobald 

-^2  l  oder  r^/2-1 

Daher  wird  man  die  IJentiIät  von  S,  and  Sg,  folglich  anch  die  Richtig- 
lleit  der  Gleicbnng  4)  zwar  mit  Sicherheit  behaupten  können,  so  lange 
rO^ä— 1  oder  -^^^-l<  (<  |/2— l 
j  doch  wird  dieselbe  ganz  ungewiss,  wenn  ( ausserhalb  dieser  Grenzen 

Daas  die  Gleicbnng  4)  gleichwohl  anch  zwischen  den  weiteren  Grenzen 

1  and  I   für  /  ricbtie  bleibt,  soll  im  Folgenden  nnter  I  bewiesen  werden. 

2.    Selbst  wenn  die  Richtigkeit  der  Gleicbnng  4)  festgeBtellt  sein  wird, 

einerseits  nnd  der  Reibe 


■.S'...2n 


Lndererseits  bloe,  dass  sie  beide  für  x  = 


*''^'     2*. 4'.«*... 2^ 

a  WerÜi  1  erwerben  nnd  beide  der  Functionalgleichuog  3)  genügen.     Ea 

KdiMkilK  r  lUlbtMUk  a.  rh/tik,  XX,  * 


t  so  beweisen,  dass  diese  Bedingangen  Aucb  hinreichend  sind,  i) 
EdentilSt  jener  beiden  Ausdrucke  behaupten  zu  können,  Diei  soll  an 
Kscbehen. 


Nftchdem    die   Richtigkeit    der   Gleichung  \)   swiscfaen    den    Qr 
^2+1  und  j/ä— l    dargethan   worden,   lässt  sie  sich  mit  IlUfe  «{ 
pStse  aus  der  Theorie  der  Functionen  einer  complexen  Variabein  leie 
]ie  weiteten  Grenzen  —  I  <C  '  <C  '  beweisen. 
In  der  Reihe 


■i) 


„  +  '' 


Denker 


1+1" 
uns  den  Ausdruck 


(r^J  +  KrfJ- 


leln  leiefaj 


dnrcb  dio  VerSnderlich«  m 


lann   convergirt  jene  Reihe  nud  ist  eine  synectiscbe  Function  von 

'  modu  <  1 

Ferner  ist  ii  mit  alleiniger  Ansnahme  der  Punkte  ( =  +  t  in  der  g) 
Ibene  eine  synectiache  Function  von  (.    Also  wird  aucli  die  Reihe  d] 

ictische  Function  von  (  sein  für  alle  Werthe  von  t,  wplcbe  bewj 

modu<,l  wird. 

Nun  ist  71  2  minlt 


petsen  vir 
ftbt 


iorf(l  +  («)  = 


l/(l  +  j:''-y»)'+(2x.,)*, 


bamit  dieser  Ausdruck  <CI  werde,  ist  errorderlich,  dasa 
4*»  +  4,v'<{l+»*-y»)»  +  (2a:y)' 

6)  [^*-(i-y^)]*-(2y)'>o 
1  Ungleichung  ist  nun  stets  erfüllt,  sobald  gleichieiiig  aawol 

7)  ^'  +  y''  +  2y-1<o. 
pls  ancb 

8)  Tä^/-3j,_  1^0 

I  multiplicirt  man  diese  beiden  Ungleichungen, 
EDgleichnng  6). 
Nun  ist 


t  Gleichung  eines  Kreises  R,  di 
bdins  |/2  beschrieben  ist  und  die  x-Axe 


der  x»  +  (j+l)»  = 
dem  Pnnkte  x=0,  y^^t  ■ 
den  Punkten  £b-(-1  8 


B«l.  —  Die  UDgleiclmng  7)  wird  von  den  Ooorctinateii  aller  Pntikte  befrio- 
Aigt.  die  innerbalb  dieees  Kreisos  liegeo. 

Ebenso  ist  ^i^yi_2y-i=0  oder  ^'  +  Cs-l)»  =  2 
die  Gleichung  eiaoa  Kreises  R',  der  von  dem  Pnnkte  x=0,  i/  =  l  mit  dem 
Ittdins  f/i  beschrieben  ist  and  sowohl  die  x-Axe,  wie  den  Kreis  R  in  den 
Punkten  x=^+  i  schneidet.    Die  Coordinaten  aller  Punkte,  welche  inoer- 
bilbß'  liegen,  genJigen  der  Ungleicbang  6). 

Somit  werden  alle  Punkte,  welche  der  den  Kreisen  R  und  R'  gemein- 
umeo  riHcbc,  die  wie  F  nennen  wollen,  angehören,  gleichzeitig  die  Un- 
gleichungen 7)  and  8),  also  auch  die  Ungleichung  ö)  befriedigen.  —  Folglich 
Iitdie  Reihe  d)  innerhalb  der  Fläche  feine  synectiscbe  Fanction  von  t. 
Andererseita  convergirt  die  rechte  Seite  der  Gleichung  4)  oder  die  Reihe 
e)  2i{l  +  Ar'+Bfi+Ct'^  +  ...). 

Hbild  modt*^  I  ist.  Sie  ist  daher  innerhalb  eines  um  den  Cooidinaleti- 
(Bfang  mit  dem  Radius  1  beschriebenen  Kreises,  also  auch  innerhalb  der 
fliehe  f,  die  ja  nnr  ein  Theil  desselben  ist,  eine  synectiache  Function  von  (. 
Nun  stimmen  die  Reihen  d)  und  e)  nach  dem  Früheren  für  die  xwi- 
hIkd— ^3+1  and  j/2  —  l  gelegenen  Punkte  der  realen  Äxe,  das  heiest 
Itii  ille  Punkte  einer  innerhalb  der  FUche  F  gelegenen  Strecke  Oberein. 
Nuh  einem  bekannten  Satze  müssen  sie  daher  in  der  gaoseo  FlHche  /' 
tWsiiutimmeu,  weil  sie  beide  inncrhaib  derselben  synectivch  bleiben.  Dft 
in  iwischen  —  I  und  1  enthaltene  Stück  der  realen  Axe  ganz  innerbalb 
dIdtrE'IKcbe  liegt,  so  folgt  hieraus,  dass  die  Gleichung  4)  für  jedn«  reale  f, 
»tichts^  — I  und  <1  ist,  richtig  sein  muss,  y.  e,  d. 

II. 
Nachdem  wir  so  die  Richtigkeit  der  Gleichung  4)  für  — ■•<f<l  be- 
'«an  oud  bierdurcb  festgestellt  haben,  dass  die  Reihe 


<T    l'.a'.5'.a»-l 


'tr  Faaciionalgleichoog  3}  genfigt,  wollen  wir  zeigen,  dass  diese  Eigen- 
^'hift  in  Verbindung  mit  der  andern,  dass  die  Reihe  den  Werth  I)  be- 
ktomtfllr  e^O,  hinreicht,  um  die  identitAt  derselben  mit  d«m  Aasdmeka 
jr^- folgern  zu  kSanen. 

Dies  crgiebt  sich  nnmiltelhar  aus  folgeudem  Satze. 

Vesn  v(ir)  Dndif>(x)  zwei  FanetioneD  bezeichnen,  welebe  beide  g«g«a 
flia  Greaze  i  convei^ren,  wenn  x  sich  nnbegrenzt  der  Null  BÜhert  and 
^>  fUr  jedes  swiscfaen  —I  und  1  gelegene  r  der  Fun cliona Igle icbang  3] 
(nilgen,  so  miUsen  die«elbeD  ideotisefa  sein. 

Beweis.  Wir  denken  ans  fBr  des  Augenblick  anter  I  einen  be>ti»»- 
>a,  twiscben  —  I  und  I  gelegenen  sj>«cieUen  Werth  dieeer  Variabeta. 
Stüi  der  Voranraeta  n    ist  dann 


Wir  bezeichaen  i 
den  Qactienteu 


''(f^.)="+'''''''^- 

an  mit  S  eine  veränderliche  Gr<i 


lad  bctrachteo 


_23_ 
1+6*- 


Derselbe  nScbst  stetig  von  —I  bis  1,  venn  i  eUüg  von  — 1  bis  I  wSchat. 
Es  muss  daher  zwischen  diesen  Grenzen  nothwendig  einen  speciellen  WerOi 
ij  von  8  geben,  für  welchen  er  den  Werth  (*  erwirbt.  Diese  Grösse  S^ 
bestimmt  sich  Bus  der  quadratischen  Gleichung 
2*1 


folgt 


i+V 


=  fl  oder  a,'/*— 2di  +  (»  =  0, 


..»■i^^. 


Von  den  beiden  Vorzeichen  der  Wnrzel  ist  blas  das  untere  zn  gebraachei 
weil  

wäre.    Also  ist 


Nun  ist  I  — (*  ein  echter  Bruch,  Also 


d.  b. 
Wir  haben 


<<•. 


also  anch 


»OT-.»(j^ 


+«,'. 


?>(j-^)-(i+i')(i+«,')  «■(»,■: 


Die  Grösse  ^(d,')  köneec  wir  nnn  ganz  ebene 
Wir  erhallen 

«,<V<'' 


•  »CT. 


wobei  dann 

ist,  nnd  es  ist  daher 


'■(i4.y=i'+''Ki+v)(i+v)-''(V)  «■«■"■ 

Scbliesslicli  erhalten  wir 


man  anch  n 


Kleioera  ICtthdlangfln. 

Geoan  ebenso  köunon  wir  V'(rXd)  ^ntvickeln  und  ethaltea 

NoD  kuin  das  Prodnct 

DMtoaU  eioe  gewisse  endliche  Grenze  überachreiten ,  ' 
uurahmen  mag,  denn  es  ist  ^I  und  ferner  jedenfalls 

<(i+(»)(n-(*)Ci+(«)(i+(«)...(i+i<'"'), 

«Iso  am  so  mehr  kleiner  wie  das  nnendlicbe  Prodact 

welcbes  convergirt,  weil  —  !<(<  1  Ist,  und  einen  endlichen  Wertb  hat. 

Andererseite  kann  da  dnrcli  Vergrösserang  von  fi  beliebig  klein  gemacht  I 
«erden.    Also  kann  man  die  Fanctionen  tpi^*«)  ^'"^  V'(^b)  beide  der  Ein 

beit  oud  folglich  anch  einander  beliebig  nähern.     Also  können  y  I     ,  j )  J 
nnd  yl     ,  j)  sich  nnr  nm  beliebig  wenig  nnterscheidon ,  d.  h.  es  ist 

''(iT<i)"''(r^') 

and ,  da  i  ein  gans  beliebiger,  zwischen  —  1  und  1  gelegener  Werth  v 

*  q,{x)  =  ^[x)  für  — l<a!<l, 

g,  e.  d. 

Da  der  Ausdruck 


M{l+x,l—x) 


beide   die   von  den  Functionen  ip{x)  und  ili{x)  geforderten  BedingnngeaJ 
wflillen,  so  müssen  sie  nach  dem  eben  Bewiesenen  identisch  sein, 

Göttingeu,  l.Febr.  1S75.  H.  v.  Manqoldt,  atud,  math. 


XTL    Beweil  einiger  Sätie  Über  Foteureihes. 

1.  Abel  hat  in  der  Abhandlung  über  die  binomiscbe  Reibe  geeeigt,  ' 
da*8  die  daich  eine  Potenzreihe  defiuirte  Function  im  Innern  des  Cor 
genakr«ises  dieser  Reihe  stetig  sei.  Dirichlet  fügte  den  Nachweis  hinzu, 
äMM  in  einem  Pnnkte  dee  Umfaoges  des  CunvergenEkieises ,  fUr  welohea  J 


die  Reihe  noch  coorcrgitt,  die  Function  eich  stetig  andore,  wenn  m»a 
dem  Radius  vector  vom  Mittelpnnkte  des  Kreises  lu   dem  in  Redo  atekro' 
den  Rtndpunkte  äbergeht  (rergl.  Liou  v  ille  J.  2,  VI[,  8.253).    Es  ist  uicbt 
schwer,  dieaeo  Beweis  auf  den  allgemeiuea  Satz  RUüzadehnen. 
I.Satz.    „Angenommeii,  die  Potensreihe 


P--~ 


Hß) 


eei  länga  eines  Btückas  dee  Umfangea  des  Con vergeozkrei- 
ses  noch  convergent,  so  ist  f{x)  eine  stetige  Fnnct 
sowohl  gegea  das  Innere  des  Kreises,  als  auch  längs  diese« 
Stückes."    (Die  Coefficienteu  a„  können  reell  oder  complex  seio.) 

Beweis,  x,  beseicbue  einen  Punkt  auf  dem  Convergenzkreise  der 
Reihe  1),  wofür  dieselbe  noch  convergirt.  x^—h  sei  ein  benachbarter  Punkt 
im  Innern  des  Convergenzgebietes ,  so  dasa  die  complexe  Zahl  h:x^, 
welche  |  gesetzt  wird,  einen  positiven  reellen  Theil  hat.  Ansserdem  Ut  dei 
absolute  Betrag  (Modul)  von  1—^  kleiner  als  1. 

Gemäss  Voranssetzuag  der  Convergenz  von  l]  fUr  x=x^  ist,  w 
eine  gegebene,  beliebig  kleine  Zahl  bezeichnet,  der  absolute  Betrag 

2)  |a,it,"  +  o,+,ar,"+'  +  ...+«,+.a.V+'|<£, 

sobald  nur  "  >  "i  genummea  wird,  wie  gross  auch  >  sei. 

Denkt  man  sieb  A'i)— A*i— ^)  gebildet,  so  wird  es  genügen,  za  zoi* 
gen,  d«ss 

mit  h  tinendlich  klein  werde.    Setzt  man 
so  dass  ttm+.'^i '■''"'  =  *'»— rfi—i  ist,  so  Tolgi 

-|)M-(l-e-+•|  =  -l^.•i.(l-s)-^•. 

Die   associative  UmTormung   dieser  Reihe   ist  gestattet,  weil  die  Gliedec 
rf»|l  —  (l  — !)"+'}  ins  Unendliche  abnehmen. 
Nun  sei 

wo  9  zwischen  — —  nnd  —  Hegt;  ferner  bezeichne  a  den  absoluten  Bo* 
trag  der  complexen  Zahl  I— |.    Dann  findet  man  sofort  mit  Rücksiebt  auf  2) 


Rm^yj.id.-d, 


|ä™I<^ 


'  I- 


acDs^p— p 


indem  man  filr  a  seinen  Werth  =syi  —  2ifcos<p+f*  einführt.    Souüi  h 
^  so  klein  genommen  weiden,  dass  |^|<.i,  ist.   £s  genUgt  hieran 
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^    €,  cos  q>  —  s 

▼ormasznsetzen ,  was  hier  stets  einen  Sinn  hat,  da  costp  ehen  positiv  and 
nicht  0  ist. 

2.    Ans  diesem  Satze  ergiebt  sich  unmittelbar  das  folgende  Cerollar, 
welches  bisher  noch  nicht  veröffentlicht  zu  sein  scheint: 

„Sind  die  Reihen  mit  reellen  oder  complexen  Gliedern 


a) 


-^«''»'     V"^" 


ihe   yjn^'^  ^ 


convergent,  ebenso  auch  die  Bei 

80    ist  £cu=sab^  wenn   a,  6  bezüglich  die  Summen  der  Reihen 
3)  bezeichnen." 

Mittels  des  1.  Satzes  folgt  dieses  unmittelbar  aus  der  von  Abel  a.  a.  O. 
geseigten  Gleichung 

^n  «-  <^"  -5»  *-  «"  =S„  '^n'C',      (  k  |<  1). 

Diese  Gleichung  besteht  innerhalb  des  gemeinsamen  Convergenzkreises  der 
Potenzreihen  ^^AbO:"  und  Eb^x^^  weil  dieselben  hier  unbedingt  conver- 
giren,  was  auf  dem  Convorgenzkreise  gewöhnlich  nicht  mehr  zutrifft.  Es  gilt 
eben  vorstehendes  Lemma,  abgesehen  davon,  ob  die  Reihen  3)  unbedingt 
oder  bedingt  convergiren.  Im  letzteren  Falle  ist  dann  im  Allgemeinen 
auch  die  Reihe  Zcn  bedingt  convergirt,  also  die  Anordnung  der  Glieder 
wesentlich. 

Beispiele  liefert  die  Binomialreihe  (l+^V*  für  ar=+i  und  0>|li>—  1, 
in  welchem  Falle  die  Reihe  nur  bedingt  convergirt. 

3.  2.  Satz.  „Angenommen,  die  Reihe  ^.„^^nJ?""^  conver* 
gire  in  einem  Punkte  x^  des  Umfanges  ihres  Convergenz- 
kreises, welcher  bekanntlich  mit  dem  von  ^.„f^n^^  zusam- 
menfällti  so  convergirt  auch  die  letztere  Reihe  und  es  ist 


z 


wo  f(9)  die  Summe  von  Za^x^  bezeichnet." 

Die  Conveigenz  von  Za^x^  folgt  unmittelbar  nach  dem  3.  Satze  von 
Abel  m.  A.  O«:  „Multiplicirt  man  die  Glieder  einer  convergenten  Reihe  mit 
positiTen  Grössen,  welche  stets  abnehmend  oder  stets  zunehmend  sich  einer 
endlichen  Grenze  näheni|  so  ist  die  neue  Reihe  ebenfalls  convergent." 


K]f]ufr.J  ^rill!.ei!^:IJge.l. 

nnd  ordnet  nach  «Jen  Coerficionten  Or.  so  folgt 

Die  obere  Grenze  für  n  ist  r,  so  lauge  r  <  rn ;  für  r  >  in  stets  m,  Dari 
folgt  UDmittelbar,  weon 


^=^,■40-- 


gesetzt  wird: 


.=^.|,4.(:,)« 


'.)■• 


Nun  sei  ;c  eia  Punkt  anf  dem  umfange  des  kleiDCrn  Kreises  rom  I 
lelpunktB  x^,    der   zugleich    im    Innern    des    Con vcrgeiiskreii 
der  urspriinglicUen  Keilio  f{x)  liegt.     Dana  giobt  es  stets 
x  itn  Innern  des  Couvergenzkretses  von  f{x)t  welche  der  doppelten  B«di 
UDg  genügen 

k*l>kp|.  |^'-^ol>l^-^«l- 

Sctireibl  man  TUr  dio  absolaten  Betrüge  von  fCg,  x\  a,  bezüglich  ^,  {*, 
.0  folgt  ao>  7) 


\l'~-f.\ 


<|:.-^|.(:)(I)'-|-H" 


Es  läsHt  sich  Dan  leicht  zeigen,  dass  die  rechte  Seite  dieser  Cnglelftl 
beliebig  klein  werden  kann  bei  unbeschränkter  Zunahme  von  m. 

Uierza   ist  eine  Umformung  des  Coefficienten  von  Ur^'  erfordofU 
Schreibt  mau  '/  für  ^:|',  so  bat  man  unmittelbar 


^M -l".  (:)»'- 


(i-,).=i_(i 


-?)"+' X^j-c-iv — '■ 


Die  Summe  im  zweiten  Gliede  dieser  Differenz  ordnet  man  nach  Potetn 
von  q.   Ee  sei  r—m—\  =*,  so  folgt 

|,(;).(.-„.-.^,.^.<-.,.-0C=:) 

nnd  daraus  wegen 

(-.,-c=:)=(-^ir').  ±(:)(-',i',-')-r'r'-: 

.)  ,wst-„-,,r+'^''("'?'')»'- 

Man  fiudet  also 
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'•^^^^i^^^^^.*^*^*^^i^^^^i*^i^^l^^i^^i<^*^^v^/s/'^^x■^^^•y|y^i*'^i/^-%^i* 


somit 


il 0«      I ff*+U 


ndem  bekanntlich , 'so  lange  a<]l: 

1  —  0«" 


1— tf 
Demnaeh  läset  sich  aus  5)  schliessen 


m. 


|5«| 


i  — <J 

Diese  Ungleichang  ist  bereits  in  Nr.  1  betrachtet  worden.  Man  leitet 
daraas  ab,  dass  die  Verschiebung  h  in  der  That  gegen  das  Innere  des  Con- 
▼ergenzkreises  von  Ea^x^  so  klein  genommen  werden  kann,  dass  5»« 
seinem  absoluten  Betrage  nach  nnter  jede  beliebige  Zahl  herabsinkt. 

4.  Eis  ist  bekannt,  dass  der  Taylor 'sehe  Satz 

besteht,  so  lange  der  Punkt  x^  im  Innern  des  Convergenzkreises  der  gegebe- 
nen Potensreihe  f{x)  liegt.  Der  Convergenzkreis  der  für  den  Punkt  x^ 
abgeleiteten  Reihe  ist  nicht  kleiner  als  der  Kreis,  der  vom  Mittelpunkte  x^ 
ans  tangentiell  zum  Convergenzkreise  von/(a:)  gezogen  wird.  Die  Beweise, 
welehe  fär  die  Gleichung  0)  gegeben  werden,  gelten  aber  nur  für  Punkte  x, 
welehe  dem  Innern  des  ebenerwähnten,  von  x^  aus  beschriebenen  Kreises 
angehören.  Denn  setst  man  in  f{x)  x=iX^'\'(x—x^^  so  kann  man  nach 
dem  Satse  von  Canchy  tiber  die  Doppelreihen  nach  Potenzen  von  x^Xq 
ordnen,  wodurch  man  unmittelbar  die  rechte  Seite  von  0)  erhält. 

Es  soll  nun  gezeigt  werden : 

8.  Sstx«  1.  Die  Gleichung  0)  besteht  stets  auch  noch  für 
alle  Punkte  des  Umfanges  des  von  x^  aus  beschriebenen  Krei- 
ses —  mit  Ausnahme  des  Berührungspunktes  x^  beider  Kreise; 

2.  sie  gilt  auch  noch  für  diesen  Punkt,  wenn  Za^x^  con- 
Tergirt;  und 

5.  wenn  Ea^x^  sich  der  Grenze  co  nähert  (ohne  zu  oscil- 
liren),  so  gilt  dieses  auch  von  der  abgeleiteten  Kcilio. 

Der  Beweis  dieser  Sätze  ergiebt  sich  am  einfachsten  aub  der  Betrach- 
tung der  endliehen  Summen 


Setst  man  hier 


'-=^.q^'-'j"- 


Um  endlich  den  dritten  Theil  des  im  Eingänge  der  Nammer  sasgespro- 
chenen  S&tzes  zu  zeigen ,  setzt  man  in  10) 

Eb  ist  nuD  anzunohmeQ,  dass  wenigstens  eine  Coordinate  von  /*„, 
2.  B.  der  leelle  Theil,  bei  fortwährender  Zunahme  von  m  gleicb- 
heeeichnete  Wert  he  enthält,  die  aber  alle  Grenzen  waclisBO., 
Setztman  F„  =  G„+iB^,    f„=g„  +  ihm,  'j 

SD  folgt,  wenn  nnr  m  gross  genug  ist: 

II)      +G«>  +  t?«[l-v'("0]  +  ff™+i[9'{"'+l)-9''H]  +  ...I- 
Denn  wie  oben  erwähnt ,  koanon  die  g„ ,  ffm+j  ■-■  ^i»  gl  eich  be  seiebnet  an- 
gesehen werden;   dio  eingeklammerten  Differenzen  sind  nach  8)  und  9] 
BSmmtlioh  positiv.  —  Wenn  nnn  für  m^Jlf 

+  !.>''. 
WO  G  eine  gegebene  beliebig  grosse  Zahl  beaeichnot,  so  kann  man  aas 

(m^JW).     +G„>C,. 


EcblioBsen 
was  zu  zeigen 


In 


ck,  27.  Juli  1874. 


Prof.  0.  Stoi.8. 


XTn.     Fläoheninhalt    von  Farallelsohnitten    durch  Begelflftohen. 
Bewegung  des  Sohwerpanktes  eines  freien  Systems  von  materieUen  ] 
Punkten  in  einer  Ebene.     Rauminhalt  des  Prismatoid*. 
§  I.    Wenn   eiue  Gerade   an  den  Umfangen  von  zwei  gescfalc 
Figuren,    welche    in  parallelen  Ebenen  e,  und  t^  liegen,    so  gleitet,  dm 
gleichzeitig  die  beiden  Umfünge  ganz  durchlauren  werden,  so  erzeugt  ai«^ 
eine  in  sich  zurückkehrende  Regelfläche,  welche  mit  den  beiden  Figuren 
einen  Körper  begrenzt,  der  ans  dem  Prismatoid  hervorgeht,  wenn  die  Sei- 
len der  polygoualen  Endflächen  des  letztern  ina  Uuendlicbe  vervielfältigt 
und  verkleinert  werdeu.    Der  Inhalt  F  dieses  Körpers  ergiebt  sich  daher 
ans  seiner  Höhe  h  und  den  luhalten  F, ,  F,  und  F„  derEndäSchen  und  der 
mittleren  Uurchschniltslignr,  wie  längst  bekannt,  nach  der  für  das  Prism^^^ 
toid  giltigen  Formel 

F,  +  iF„  +  F, 


0 


=  h.- 


Änderereeits  eshält  man  den  Inhalt  eines  Körpers,  der  von  zwei  p&i 
lelen  ebenen  Endflächen  und   einer  geschlossenen   Seitenfläche  1 
wird ,  wenn  der  luhalt  F  der  Dnrchscbnittsfigur,  in  welcher  der  Körper 
einer  zu  den  Eudflächen  parallelen  Ebene  durchdrungen  wird,  in  Fand 
des  Abstände»  :  dieser  Scbnittobene  von  einem  festen  Punkte  gegeben  i 
nach  der  Formel  . 

V=  I  Fdt. 


id  z,  die  Abstände  der  in  der  Ricbtang  der  waclisenden  t  aafeinan- 
inden  EndflAcbeu   von   dem   festen  Punkte   bedeuten,  so  dass  die 
ISlio  des  Körpers 

A  =  r,-i, 
Wird  insbesondere 

tnomnien  und  der  Tirsprung  der  x  in  die  Ebene  der  mittieren  Durcb- 
üttsfignr  rerlegt,  was  nnr  anf  die  GrSsss  der  Coefficienten,  nicbt  anf  die 
m  des  Äosdracks  Einflnse  hat,  so  erhält  man  mit  A  =  2e 


>-=/(.. 


+  ^,  >  +  /(,!'  + -I.  =•)''■■  =  "  (J,  +  j  ^,  <•■)■ 


,  wenn  F„  F„,  t\  gegeben 


Zur  Bestimmung  der  Goefficienten  A 
d,  die  Gleicbungen 

F„  =  '/„, 

F,  =  A^+  A,  e  +  A^e'  +  ^.f". 

F^-\-^F„'lcFt  =  tA^-\-2A,f?^fi{A^Jr{A,^), 

t  V  wie   oben.     Die  Formel  l)  gilt  somit  für  alle  müglicben  Werlhe  der 

•afficientcn  J,  d.  h.  ebensowohl  wenn  der  Ausdruck  2)  coustant  (Gelinder), 

enn  er  vom  ersten  (Paraboloid),  oder  zweiten  oder  dritten  Grade  nach 

Duis  er  für  den  eingangs  bescbriebenen  Körper  im  Aljgcmeinca  vom 

1  Orade  ist,  orgiebt  sieb  ohne  Schwierigkeit,  wenn  man  letzteren  in 

r  Hig^ebenen  Weise  ans  dem  PrJsmatoid  hervorgehen  ISsst.    Im  Folgen- 

I  M>U  aber  nicht  sowohl  die  Gradzahl  des  Aasdrocks,  als  vielmehr  das 

■•Irische  Gesetz  ermitlelt  werden,  nach  welchem  der  Inhalt  der  Durch- 

ifignr  von  der  Lage  der  Schnittebene  abhängt,  sofern  das  Gesetz  der 

^ag  der  Erzeagenden  der  Regelfläche  bekannt  ist. 

%  2.   In  den  parallelen  Ebenen  t,  und  e,  befinden  sich  die  Cnrven  <t, 
)  e^    Während  sich  Pnnkt  P,  auf  c,  nnd  P,  auf  c,  bewogt,  wird  anf/>,P, 
3  angenommen,  dass  er  Pi  P,  nach  einem  constanten  VerliSlt- 
eiU,  also  in  einer  zu  t,  und  i,  parallelen  Ebene  e  eine  Curve  c  be 
,  nnd  f,  seien  die  Pole  0,  und  0,  beliebig,  in  t  sei  Pol  0  als 
i  0,0^  angenommen  nnd  es  soll  sich  damra  handeln,  nachdem  die 
',  />,  P  nach  P",  I^,  P  gelangt  sind,  den  Sector  OPP'  in  den  Secto- 
',  P^  nnd  0,  P,  P^  auszudrücken.    Projicirt  man  c,  nnd  c^  nebst  den 
.  bewegenden  Punkten  durch  Strahlen  parallel  0,0,  auf  t  und 
il  die  Projectionen  wieder  mit  denselben  Buchstaben,  wie  die  pro- 
B,  ao  sind  0/',  P',  und  OPxPt  anstatt  der  zwei  letzteren  See- 
rein  xu  fahren. 

Was  auch  daa  constante  VcrbSItniss  sein  möge,  immer  lasten  sich  zwei 
D  (compleinentMre  Brüche)  ft,  und  ^  derart  angeben,  daas 


^,+^  =  1  und  P,P:PPti=—:-. 
Ml   ft 

Sind  alsdnna  x,y,  und  x^y,  die  Coordmaten  der  Pankte  P,  ond  I 
eiaem  recbtwinkligCQ  System  mit  dero  Urapmnge  0,  so  werden  die  Com 
Daten  von  P 

^  =  f»i^. +  ft3^i>     y  =  (!,!/,  +fi,y,. 
Es  ist  also  P  (lor  Schwcrpnnkt  der  in  F,  nnd  />,  befiDdlicfaen  Hmaaei 
nnd  fi, ,  und  es  entstellt,  wenn  wir  nna  der  Kurse  halber  erlauben,  i 
Toii  einem  Funtcto  beschriebenen  FlKcbe  den  Sector  xn  verstehen,  dro  4 
vom  Polo  0  nitch  dem  Pnnlcte  gezogene  Sector  beschreibt,  die  Frage: 

§3.    In  einer  Ebene  werden  von  den  materiellen  Pnnfctl 
P,,  Pt,...  P„   um    einen  PolO   gleichzeitig   die  Flüchen  F,, 
...  Fn  beschrieben;  wag  für  eioe  FIHche  F  beschreibt  glei^ 
zeitig  der  Schwerpunkt  des  Systeme? 

Es  seien  p, ,  fif,  ..,  fin  die  relativen,  d.  b,  diejenigen  Mnssen, 
den  Pnnkteu  zukommen,  wenn  die  Oesammtmasae  des  Systems  als  Hui| 
einbeit  angenommen  wird,  so  dass  also 

3)  t<,+fi, +  .-   +(«»  =  1. 

so  werden  in  den  Goordtaalen  der  einzelnen  Punkte  diejenigeu  des  Seb«( 
pnnktes  P  angegeben  darcb 

■>)  l 

Diu  von  den  Punkten  Pp  und  P  im  Zeitelement  dl  beschriebonRn  f 
cbeneinmento  werden  angegeben  darch  die  Gleichnngen 
2äFp  =  Xpdyf^  ypdXf, 
2dF  =  X  dt/   —  y  dx. 
Wir  beweisen,  dass  lediglich  auf  derartige  FlKcbeDelemenle  folgei 
Doppelsamme  znrückgcftthrt  werden  kann: 

Vou  den  n*  Gliedern,  welche  darin  enthalten  sind,  verschwinden  diejeoifl 
n  Glieder,  welche  sich  mit  gleichen  Werthen  von  p  und  5  ergeben  j  von  i 
«(/(  — 1)  übrigen  Gliedern  sind  jf  zwei  einander  gleich,  welche  durch  \ 
tanschnng  der  Werthe  von  p  nnd  q  ineinander  Übergehen.    Die  Doppelsn 
kann  daher  auch  folgen  de  rroasscn  angegeben  werden: 


6) 


^^)(<'yp  -  ''Vi )  -  ^up-y-iWx  ~äx^)\. 


KleiDGre''MittTi(!i]ungeD. 


•Dreh  Aasfiilirnag  der  Prodacle  erhalt  mao  «üb  der  Form  ü),  wenn  immer 
ih  dt«8a[iimeu£eic!ieQ  anf  »He  Wortlie  des  bot  reffen  den  Iudex  von  1  bis  n 
logen  werden; 

^'^»  fr f*« t'^p  '''Jp  -  '■ip  ''■'>  +  ■'■■i  '''-'i  - yi ''*» 

-  ^p  rf tfff  +  y,  rf^r  -  ^«  ''J'/'  +  yp ''  ■'''■'  I 

—_2''' ''■''*'•  ■■^f*» ''!'»'+ -^  1 '''■''■■>  ^>^'''*  i 
— ^i-  Ifp  ''Vr  ■^*»»«^»  i  +  -£ IfrVp  -SfS  -'■'■,!■ 
ennöge  3)  Qiid  4)  wird  biernus 

^2'  f  p  *■'''*  ^'-/p  ~  ^f  ''^'^  -^(^''y-y  ''^) 

Ikt  rermüge  5) 

Es  bleibt  jetzt  noch  die  geometrische  Bedeatnog  des  Anndmckes  0} 
Ier7)  anxngeben.  ÜKjCp—x^  und  jp— y,  die  Coordinaten  von /'p  in  einem 
fvtaiD  sind,  dessen  Axcn  den  urspriinglicLen  parallel  bleiben,  während  der 
nprang  iu /*,  fortschreitet,  30  giebt  die  mit  ft^^,  mulliplicirte  Klammer 
■B  doppelten  Inhalt  des  Flächenelcmonts  an,  das  im  Zeilelement  dt  von 
Mm  Punkte  beschrieben  wird,  dessen  Bewegung  nm  0  die  relative  Be- 
egnng  von  Pp  um  P^  darstellt.  Bezeichnen  wir  dieses  Flächenelement  mit 
Ff^,  eo  liefert  vermöge  der  Form  l)  die  über  eine  beliebige  Bewegnogs- 
Mar  erstreckte  Integration  das  Ergebnias 

ler  iat   dsa  Snmmenzeichen  auf  sämmtÜche  Oombinationen  ohne  Versetz- 
igen ao  zwei  zwischen  den  Indicea  1  bis  n  an  beziehen.   In  Worten: 

Die  vom  Schwerpunkt  beschriebene  FlSche  ergiebt  sich ,  wenn  man 
tlie  Stimme  der  Prodncte  je  nua  einer  relativen  Masse  und  der  von  ihr 
bosehri ebenen  Fläche  nm  die  Summe  der  Prodncte  aus  je  zwei  relativen 
l(MU«a  and  der  von  einer  relativ  um  die  andere  beschriebenen  Fläche 
Tcnnindert. 

l>aa  letite  Glied  der  Gleichung  9)  Ijtast  noch  einen  andern  Ausdruck 
■■    Da  Dtmlicb 

Xf~x,  =  {Xp-x)~(a-^-x),  !/p~!/g={9p-!/)~[!/,—  y), 
t  kSoueo  in  ü)  öden)  unter  JpVp  und  j-,y,  aach  die  Coordinaten  von  zwei 
kaktcn  veratnnden  werden,  deren  Bewegungen  um  0  die  relativen  Be- 
und  P,  nm  den  Schwerpunkt  darstellen.  Das  System 
ImntJicIier  derartiger  Pankte  bewegt  sich  so,  dasä  sein  Schwerpunkt  im 
rapniDg  bleibt;  in  8)  verschwindet  daher  rfF  und  rfFp  ist  das  von  Pj,  rela- 
r  am  don  Schwerpunkt  beschriebene  Flüchenelement,  das  wir  mit  ilFp 
tvttieligco  wollen ,  bq  verstehen.    Der  Satx  lautet  dann  so  : 


Wonn  alle  Punkte  gleichzeitig  geGcfalosseoe  BnhiieD  surticklegeii , 
sind  die  «rälirend  der  gemeinscbafllichen  Umlaufsseil  von  ihnen  besehrii 
benen  Flsction  von  der  Lage  des  Poles  unabhängig,  weil  sie  nichts  Asdei 
sind,  als  die  Inhalte  der  Bahnen. 

Für  rücklänfig  beschriebene  FlKehen  (Drehung  von  +x  um  90' 
— y)  müssen  ihre  Masszablen  negativ  eingeführt  werden, 

§  4.  Kehren  wir  nun  zu  unseren  twoi  Punkten  in  S  !  znrllck,  so  redneü 
sich,  wenn  wir  den  Satz  0)  anwenden,  die  letzte  Samme  anfein  einsige 
Glied  fi, f(, F,,  and  /',,  ergiebt  sich,  wenn  ans  0  eine  veränderlich«  Lini 
mit  der  LKnge  und  Kicbtnng  der  in  t  durch  Projectton  orhaltenen  Pxl 
gezogen  wird,  als  der  Inhalt  der  von  ihrem  Endpunkte  b es chn ebenen  Bahn 
Die  so  entstehende  Figur  ergiebt  sich  anch,  wenn  ein  Kegel  mit  der  Spitzt 
in  0,  oder  in  0,  und  der  Basis  in  i,  oder  in  {, ,  dessen  ManteUinion  den  Er 
zengenden  der  in  S  1  besprochenen  Regelüäcbe  parallel  sind,  durch  Strablei 
parallel  0,  0^  auf  e  projicirt  wird.  Es  ist  also  f,,  nichts  Anderes ,  als  die  i 
der  Ebene  der  einen  Endfläche  enthaltene  Basis  eines  solchen  Kegels,  det 
scn  Spitse  beliebig  in  der  Ebene  der  andern  EndflXcho  angenommen  wirf 

Theilt  die  Ebene  der  DurchschnittsGgnr,  deren  Inhalt  bestimmt  werde 
soll,  die  UJihe  h  des  Körpers  in  zwei  Abschnitte  h,  und  A,  derart,  dass 
„(,  wird  A,+A,  =  A   und    P,  P:  PPj  =  h,:h,, 

also,  wenn  unter  F^  die  Basis  des  Kegels  verstanden  wird: 
F,k,-\-F,h, 


-=''.:''t. 


F  =  - 


Will  man  anstatt  h„  h,,  k  die  Abstände  i,,  z,,  i  der  die  Fignren  F,,  M 
ind  F  enthaltenden  Ebenen  von  einem  festen  Punkte  einführen,  so  erhl 
nnn  für  F  einen  Ausdruck  des  zweiten  Grades  nach  ;. 


des  Körpers  wird  daher 
r._*    f.+f,  +  4F„ 


,F,  +  F. 


iAn. 


Versteht  man  unter  C  den  ebenso  hoben  Cyliiidor,  dessen  Basis  di 
arithmetische  Mittel  aus  den  Endflächen  ist,  und  unter  K  den  ebenso  hohe 
Kegel,  dessen  Mantellinien  denen  der  Seitenfläche  des  Körpers  parall« 
sind,  so  wird  V s=C lA* 

Es  wird  dem  Leser  nicht  schwer  fallen,  die  Richtigkeit  dieses  SiUs< 
an  den  verschiedenen  Arten  der  Prismaloide  sowohl  mit  kmmm-  «Is  tat 
mit  e.hen flächiger  Seitonbogrenzung  nachauweispn. 

ätattg^rt,  Februar  ISTri.  C.  W.  B*1U|^: 


Fig.  9. 


Fig.  4. 
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lematisch-  geometrische  Trnterfinchungen  der  Bewegung 

gesetEinässlg  -  veränderlicher  Systeme. 

Von 

Dr.   L.   BUEMESTER, 

Frofesaor  am  känigl.  Poljteobmbain  xa  Dreiden. 


Dritte  Mlttheilnnp.' 

In  dieser  Äbhandlang  wollen  wir  znnäclist  das  folgenreicbe  Prineip  der 
kkehrnog  der  Bewegung  veränderlicher  Systeme,  welclies  den  Reichthum 
>ni«triscber  Wahrheiteo  in  nnbegreazteoi  Maaase  vergrüs§ert  und  sieb  als 
tnlclitiges  Werkzeug  der  kinematiacben  Metboile  manifeslirl,  darch  ajm- 
atimhe  BetracbtnDgcn  zur  klaren  Änscbaanng  (tirdern,  tind  dann  durcb 
B  WeisoDg  unserer  Entwickehmgeo  die  ersten  Stadien  des  Weges  eröffnen, 
T  SO  den  höheren  Stufen  kinemntiscb- gcometriacber  Beziehungen  ftlhrt. 
tr  beginnen  unsere  unteren chuogea  wieder  mit  den  collinear- vecSnder- 
ifaen  Systemen,  bei  denen  beknnntlicb  jede  Gerade,  wenn  wir  sie  nicht  als 
begriff  einer  Punktreihe  auffassen,  während  der  Bewegung  ein  unver- 
declicbea  Systemelement  bildet,  d.  b.  in  allen  Phasen  eine  Gerade,  wie 
der  Paukt  ein  Punkt  bleibt.  Die  Forlsetzung  unserer  Darlegungen  wird 
«  dann  EU  den  kroisverwandt- vcränderlicbea  Systemen  führen,  in  denen 
Jem  Pnnkte  ein  Tonkt,  jedem  Kreise  ein  Kreis  entspricht,  nnd  bei  wel- 
tta  etat  in  einer  Systempbase  liegende  Gerade,  die  wir  als  einen  unend- 
h  gro«»eii  Kreis  ansehen,  während  des  Ueberganges  in  eine  andere 
rmphase  sich  in  eiDou  KreiR  verwandelt,  also  nicht  mehr  wie  bei  den 
ilioBar-Terttnderliohen  Systemen  in  allen  Phasen  eine  Gerade  bleibt, 
ireh  die  Crcmona'sche  Verwandtschaft  wird  die  Bewegung  der  kreis- 
rwftndt-Teränderltcben  Systeme   zn   der    Bewegung  der   rational  -  ver- 


rotbelaang  itt  Abhandtaogen  Ttl  nnd  XS  des  10.  Bandes  di«ser  ZeiUchrift, 
C  tUlhuiatlk  B.  PIvilk,  XX,  e.  36 


Sndprlichen  Systeme  verii1Igeine:nert,1>pi  (Ipnenim  Allgemeinen  je  jemPtuJI 
in  einet  Systeinplmsp  p  1  n  Punkt  in  jeiier  nnderu,  iiud  jeder  diircli  liri 
Omudpnnkte  geli^TiiIen  Cnrve  n'"  Ordnung  in  einer  Sj-elemphase  cioe  dni 
bentimmte  Grnndpnnkto  gehende  Cnrvc  n*"  Ordnung  in  jedet  Hndeni 
spTielit;  und  eine  beliebige  Gerade  einer  Phase  verwandelt  sieb  beim  Del» 
gang  in  eine  «ndere  Phase  in  eine  Cnrve  «'"  Ordnung. 

Wir  werden  erkennen,  dass  sich  ans  dem  Qaell  der  kioemitiicbi 
Helbode  eine  Kttlie  wichtiger  geometrischer  Gesetze  ergiesKt,  it»  i 
TranHri>rmHtionen  der  geometrischen  Gebilde,  welche  die  Uerreo  KIti 
Lie  und  Lindemann*  in  geistvoller  Weise  für  besondere  Zwecke  bei» 
deli  haben,  neues  Licht  durch  rein  geometrische  Betrnchtangen  empfwgl 
und  dass  in  unseren  Unlersnchungen  die  Directive  für  eine  höhere  iB»!] 
tische  Entwickelung  liegen, 

A.    Collinear-Terftniler liebe  ebene  Systeme. 

Sind  zwei  in  einer  Ebene  liegende  collinear«  Systeme  gegeb«, 
haben  dieselben  bekanntlich  drei  selbslenisprechende  Punkte  ond  > 
selbstentsprechende  Gerade,  welche  darch  je  zwei  dieser  Pnnkle  geb« 
«wei  von  diesen  selbstentsprecbenden  Piinklen  können  auch  imngioSrM 
nnd  dann  sind  es  auch  die  bejiien  selbslentsprecbenden  Geraden,  wolc 
durch  den  einzigen  reellen  solbsti>alflprechenden  Punkt  gehen. 

Nehmen  wir  an ,  es  seien  in  Fig.  1 ,  Taf.  IV,  0.  P,  Q  die  drei  se 
sprechenden  Punkte  zweier  collioearer  Systeme  S,,  .1,  und  weisen  «ij  «iai 
beliebigen  Punkte  T,  in  5,  einen  be1iebi<:en  entsprechenden  Pnnkt  JT,  In 
in,  so  sind  diese  Systeme  bestimmt.'  Wir  können  deninach  an  jedem  *' 
tern  beliebigen  Punkte  P,  in  S,  den  entsprechenden  \\  in  S,  in  ToIgMili 
für  unnern  Zweck  besonders  voriheilhafter  Weise  conatruiren.  Wir  ri#k 
die  Geraden  QK„  pI",,  QX^,  welche  die  gelh«tentsprechende  Gerade  OPrei 
in  den  Punkten  X^,  }',°.  -V  sclineiden,  nnd  bestimmen  in  der  auf  Of  lieg« 
den,  durch  die  entsprechenden  Punkte  O.  [>,  X^  nnd  0.  /',  ,i',"  gegeht* 
collinearen  Punkireihen,  für  weiche  0,  P  Doppelpunkte  sind,  su  P,«  ds 
den  entsprechenden  Punkt  P,"  der  aweiien  Keihe,  indem  wir  einen  ballet 
gen,  durch  Ol'  gehenden  Kegelschnitt  oder  Kreis  k  beschreiben,  durch 
Punkt  X  desselben  die  Geraden  iX,",  j.!','  «leben,  die  den  Kreta  k  anJ«n 
Heits  beziehungsweise  in  den  Punkten  », ,  s,  treffen,  dann  bestimmt  dig  0 
rade  i,tj,  welche  durch  den  von  k  nnd  s,  P,"  erzengten  Schnittpunkt  «}ge' 
auf  OP  den  entsprechenden  Pnnkt  Ft°,  und  demnach  liegt  der  m  bM^ 

•  Klein  nnd  L  i  e ,  Ucber  iliejenigen  ebenen  Ciirvcn,  welche  durch  elp  gestW 
aene«  Pyslem  von  einfach  nnendlich  vielen  verlnnscblnron  linearen  TrHOsrannall'' 
in  eich  selb«!  iilier^ eljeu  (Mnth.  Annden  lid.  IV,  ».TiO);  L  fii  demann.  Ceber  n 
lieh  kleine  Beivepniie"n  und  über  Kraflsysteme  bei  Allgemeiner  piojactifi 
Uaacsbestimmiing>  (Math.  Annaten  Bd.  VII,  8.  50). 


endo  PUDkt  V,  naf  der  Geraden  07,'.  In  gleicber  Weise  wfirde  man  eine 
oil«,  aber  durch  f  gebende  Gerade  erhalten,  auf  der  F,  liegt,  wenn  man 
le  Schnillpnnkte  der  Geraden  PX, ,  PT, ,  PX,  auf  0  Q  bestimmt  und  einen 
.ich  die  Punkte  0,  p  gehenden  Jireia  aieht.  Diene  OonBtrnctlßn  ist  dann 
f  eben  aasgefiihrten  vollkommen  aymmetriacb;  allein  wir  gelangen  anf 
losten  dieser  Symmetrie  rnscber  zam  Ziele  und  erhalten  eine  auch  fiir  ima- 
nire  selbslentsprechende  Punkte  geltende  Bestimmung  des  Punktes  F„ 
»nn  wir  J,  F, ,  welche  OP  in  fl,  schneidet ,  ziehen  und  ku  Z),  den  entapre- 
leodeo  Punkt  der  obengenannten  Pnnktreihe  ermitteln.  Zu  dem  Zwecke 
jllion  wir  durch  den  Schnitipnnkt  S  von  fl,  s,  mit*  die  Gerade  e^i,  diese 
^oeidel  OP  in  Z>,  und  dann  i>t  der  Durchschnitt  von  X,Dt  mit  QY^  det 
MOcfato  Punkt  }\.  Diese  Constrnction  bewahrt  aucb  ihre  Gütigkeit,  wenn 
iv  beiden  Pnnkte  0,  P  imnginär  sind;  dann  mnse  aber  der  KegelscbDJIt  k 
t  bflslimmt  werden,  daas  er  die  reelle  selbstentaprechende  Gerade  in  diesen 
saginÜreQ  Punkten  schneidet. 

Nehmen  wir  nun  an,  ein  colllnear- veränderliches  ebenes  System  5, 
•IcbeAdnrch  die  Pnnkle  OPQX  bestimmt  ist,  durchschreite  die  Pbasen 

PQXr,OPQX,,OP0X, welche  wir  mit  S, ,  S,,  S,,  ...  beaeichnen, 

ad  der  Systempnnkt  X  bewege  sich,  in  die  Lagen  ^,,  X,,  J*,,  ...  fiher- 
ibrad,  anf  einer  Gnrve  iT,  so  bilden  auch  die  Punkte  i*, ,  ¥,,  F,,..,  eine 
■rv*  jr.  auf  der  sich  der  Systempunkt  r  bewegt. 

Bütrachten  wir  nnn  OPQX,  und  OPQr,  "la  entsprochende  Pnnkle 
■vier  collinearer  ebener  Systeme  Z^,  £y,  so  entspricht  dem  Funkle  X^  in 
;  Bdcli  der  Punkt  F,  in  £^;  denn  wenn  wir  In  den  durch  die  entsprechenden 
nokie  ß,  P,  X,"  und  0,  P,  Y,°  bestimmten  Reihen  au  T,"  in  der  eraten  den 
il>pr"p-b enden  Punkt  in  der  zweiten  mit  Hilfe  des  Kreises  k  und  Benatz- 
I«  dpr  Punkte  f,,  it,  ];,  t;  construiren ,  so  fällt  dieser  entsprechende  Punkt 
U  r,*  zusammen  und  demnach  sind  QX^,  QV^  enlaprechende  Gerade  in 
in  Systemen  X,,  S^.  In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  auch  —  voraus- 
■MStst,  P  sei  nicht  imaginfir  — -,  dass  PX,  und  PY,  entsprechende  Gerade 
diesen  Syiitemen  siud.  Hiermit  ist,  wenn  die  splhsrentsprechenden  Punkte 
«II  lind,  bewieneu,  dase  dem  Punkte  X,  in  £«  der  Punkt  V,  in  Zy  ent 
iricIiL  —  Sind  aber  Bwei  selbstenlsprecliende  Pnnkte,  etwa  O  und  P.  ima- 
bKt,  bo  ergiebt  sich  der  Beweis  durch  folgende  Ueberlegnng.  Wir  nehmen 
Si  •.xitOX,"  und  (>J'|"reflp.  die  Punkte  X\,  T\,  welche  auf  einer  durch 
I  gvbf'Ddxn  Geraden  liegen,  an;  dann  entspricht  in  dem  System  S,  der 
thoiltpunkl  X',  von  QX,"  mit  I,X\  dem  Funkle  X\  und  ebenso  entapricbt 
di«a«in  System  der  Schnittpunkt  F',  von  QV,"  mit  /y  Y\  dem  Punkte  F',. 
i«  In  den  Synlemen  S, ,  S,  entsprechenden  Sirahlenbüschel  0,  (Ä",°  F,"*, 
',  r*,,  X,  y, ,  0...)  und  D^Cx/y^,  X',  r, ,  X^^^  0---)<  deren  Mittel- 
tnkte  ß„  D,  anf  der  selbstentsprecbenden  Geraden,  liefern  die  collinearen 
lopktteiben  X,'X\X^O...,  X^^X'^X^Q...,  F,' F",  FtQ... ,  r,'»>'',  r,£»...._ 


OemnacU  sind  auch  X^  and  F*  auf  den  Geraden  QX^,  Qf^  entsprechende 
Punkte  in  den  Systemen  £,<  ^i  und  folglich  tnilsaen,  dn,/;ri  iy  ebenralls 
entsprechende  Punkte  sind,  die  Geraden  %!;,,  ij/y  sich  !d  einem  Pankte 
anr  k  schneiden.  In  gleicher  Weise  zeigt  sieb,  dass  anch  dem  Pnnkte  X^ 
der  Fonkt  >',  entspricht,  nud  folglich  sind  die  Bafancurven  x  nnd  ij,  welche 
resp.  dnrch  die  Punkte  X,  X^X,...  nnd  l\  }',  F, . . .  bestimmt  werden , 
eprechende  Curveu  in  den  Systemen  21,,  2^,  welche  die  eelbstentgpreclien- 
dea  Punkte  O,  /',  Q  besitzen.  Ist  also  die  Babncurve  x  eines  Panktes  X  des 
coUinear  veränderlichen  Systems  S  nnd  seine  Lage  .f,  in  einer  Systi^mphiue 
S,  gegeben,  so  können  wir  leicht  die  Bahucurve  y  eines  beliebigen  andern 
System [luuktes  K,  der  in  S,  die  Lage  f,  einnimmt,  als  die  entsprechendo 
Carve  von  x  in  den  collioearen  Systemen  constrnireu,  die  durch  die  selbst- 
entsprechenden  Punkte  0,  P,  Q  und  darcli  die  entsprechenden  Punkte  i 
Ti  bestimmt  sind.  Die  nicht  festen  Pnnkte  einer  selbstentspTechenden  Gi 
raden  bewegen  sich,  welche  Bahncnrven  auch  die  anderen  Syslempnnkle 
beschreiben  mögen,  in  dieser  Geraden;  nnd  die  durch  einen  selhstentspre- 
chenden  Punkt  gehenden  nicht  feston  Geraden  umhüllen  dieGC^PunkU 
Diese  Punkte  nnd  Geraden  bilden  demnach  eine  Ausnahme  nnd  dah^r  wol- 
len wir  sie  bei  der  Darlegung  der  allgemeinen  Resultate  zunächst  ans- 
scbliessen.  Aus  unseren  Betrachtungen  ergeben  sich  mit  Berücksichtigung 
der  reciproken  Beziehungen  die  wichtigen  fundamentalen  SSIze: 


1.    Sind   drei  Punkte   eines 

\a.  Sind  drei  Gerade  eines 

collinear  ■  ve  r  »  nd  er!  ic  h  en 

collinoar.verJinderlicben 

ebenen  Systeme  fest,  so  sind 

ebenen  Systems  fest,  so  sind 

alle  Bahncurven    der  beweg- 

alle   DüllliAhneu    der  beweg- 

lichen    Systempnnklo       ent- 

lichen    Syslemgeraden     ent- 

sprechende   Curveu    in    col- 

sprechende     Curven     in    col- 

linearen     ebenen    Systemen, 

linonren     ebenen     Systemea, 

welche     die     drei     festen 

welche     die    drei    feston 

Funkte    als  s  el  b  s  te  n  t  s  pte- 

Geradon     als     selbatentspre  - 

cbende  Pnnkte  besitzen.  cheude  Gerade  besitze 

Aus  diesen  SKtzen  folgt  die  Umkehibarkeit  der  Bewegung.  Betrachten 
wir  in  einem  collinear- veränderlichen  ebenen  System  5  mil  drei  festen 
Pnnkten  eine  Cnrve  Ä*  als  Systemcorve,  deren  Phasen  K,.  A",,  Ä*,...  sind, 
so  beschreiben  die  Pnnkte  A,  B,  C,  ...   Jer  Curve  K  die  Bnhncurven  n,  b, 

c, Denken  wir  uns  alle  Phasen  A",,  *",,  Ä',   ..erstarrt,  so  käonen 

diese  als  Bahncurveu  Her  Punkte  einer  Curve  L  ansehen  ,  deren  n,  b,  c, 
sind,  und  einem  neuen  ccillinear-verändeilicben  ebcnoa  System  £  augebürt, 
wolches  dieselben  drei  festen  Punkte  wie  das  System  S  besitzt.  Da  die 
Cnrveuphasen  Ä", ,  h\,  A', . , .  und  die  Curven  a,  b,  c...  dieselbe  Curve  n 
umhüllen,  so  kann  die  liUllbahucurve  n  auf  zweierlei  Weise  ereeugt  werden. 
Aus  1  und  \a  lassen  sich  leicht  viele,  jnteressaute  Sfttze  ableiten,  von 
daoen  wir  ^ur  die  wichtigsten  beivorheben. 


l 
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1  Sind   drei  Punkte  eines  2a.   Sind  drei  Gera  de  eines 
eollioear     -     veränderlichen  collinear     -     veränderlichen 
abenen  Systems  fest  und  be-  ebenen  Systems  fest  nnd  um- 
wogt »ich    ein    Systempunkt  hüllt  eine  Systemgerade  eine 
lofeiner  Curve  n'*'' Ordnung,  Curve  w^"  Classe,  so  umhül- 
\     10  bewegen  sich  alle  beweg-  Ion  alle  beweglichen  System  • 
liebenSystempunkte  auf  Cur-  geraden    Curven    n^^^   Classe 
ves  n*"'  Ordnung   und   crzeu-  und    erzeugen    an   diesen 
geo  auf  diesen  Punktreihen,  Strahlensystome,  die  sich  in 
diesich  in  collinearen  Syste-  collinearen     Systemen     ont- 
men  entsprechen,  welche  die  sprechen,     welche     die     drei 
drei  festen  Punkte   entspre-  festen  Geraden  entsprechend 
ebend  gemein  haben.  gemein  haben. 

Wenn  wir  in  jedem  Punkte  einer  Systemphase  die  Tangente  an  die 
betieffende  Bahncurve  ziehen,  so  sind  auch  alle  diese  Tangenten  entspre- 
elende  Gerade  im  collinearen  System,  welche  die  festen  Punkte  und  die 
feiten  Geraden  entsprechend  gemein  haben;  und  daraus  folgen  die  Sätze: 

3.     Das     Doppel  verhält-  3  a.      Das     Doppelverhält- 

liii  des  Berührungspunktes  niss   der  Tangente    an    einem 

>iner  Tangente  einer  Bahn-  Punkte  einer  Bahncurve  und 

CBrve  und  ihrer  drei  Schnitt-  seiner  drei  Verbin dungsgera- 

ponkte    mit    den    festen    Ge-  den   mit  den  feston  Punkten 

'iden   ist    constant    für    alle  ist  constant  für  alle  Tangen- 

Bertthrungspnnkte,      welche  ten,   welche   die  Bewegungs- 

die  Lagen  der  Systempunkte  richtung  der  Systempunktein 

in  einer    Systemphase    ein-  einer  Systempha'se  angeben, 
nebmen. 

Ist  in  einem  Punkte  einer  Systemphase  die  Tangente  an  der  Bahncurve 
^DDt,  80  können  wir  leicht  in  jedem  andern  Punkte  dieser  Systemphase 
die  Tangente  seiner  Bahncurve  als  die  entsprechende  Gerade  von  jener 
IWigente  construiren. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  eines  collinear-veränderlichen  ebenen  Systems 
■hdrei  festen  Punkten  oder  Gorarien  auf  eine la  Kegelhcluiiito,  so  bewogen 
'leb  ille  buwegiicliA  Punkte  auf  Kogo.lschnitten;  wenn  einer  dieser  Ke^^el- 
'cboitte  durch  einen,  zwei  oder  durch  alle  drei  der  festen  Punkte  geht,  so 
pitdies  von  allen  Kegelschnitten,  und  wenn  einer  dieäor  Kegelschnitte  eine, 
'*ei  oder  alle  drei  der  festen  Geraden  berührt,  so  gilt  dasselbe  von  allen 
KflgelicL.itten. 

Nehmen  wir  an,  es  bewege  sich  ein  Systempunkt  auf  einem  Kegel- 
'dinitte,  der  zwei  selbstentsprechcnde  Gerade  in  je  einem  selbstentspre- 
dieoden  Punkte  berührt,  so  bewegen  sich  alle  beweglichen  Systempuukte 
uf  Kegelschnitten ,  welche  jene  Gerade  in  denselben  Punkten  berühren. 
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Die  Gesammtheit  aller  BahDcnrven  bilden  in  diesem  Falle  ein  Büschel  von 
Kegelschnitten,  welche  zwei  selbstentsprechende  Gerade  in  je  einem  selbst- 
entsprechenden Funkte  berühren ,  and  die  dritte  der  festen  selbstentspre- 
chenden Geraden  ist  die  gemeinschaftliche  Polare  dieser  Kegelschnitte  für . 
den  dritten  festen  Punkt  als  Pol.  Da  ein  Kegelschnitt  durch  zwei  Tangen- 
ten, die  Berührungspunkte  und  einen  Punkt  bestimmt  ist,  so  müssen  die 
Bahnkegelschnitte  aller  Systeupunkte,  die  auf  einem  jener  Kegelschnitte 
liegen,  in  diesem  zusammenfallen,  und  wenn  wir  nun,  wie  in  der  zweiten 
Mittheilung,  die  selbstentsprecbenden  Punkte  die  Collineationspole  und  die 
selbstentsprechenden  Geraden  die  Collineationsgeraden  nennen,  dann  er- 
halten wir  den  Satz: 

4.  Alle  Kegelschnitte,  welche  zwei  Gollineationsgerade 
in  je  einem  Collineationspol  berühren,  gehen  während  der 
einförmigen  Bewegung  eines  collinear- veränderlichen  ebe- 
nen Systems  in  sich  selbst  über,  wenn  ein  Systerapunkt  sich 
auf  einem  solchen  Kegelschnitte  bewegt. 

Neben  diesen  Satz  kann  man  den  reciproken  leicht  hinschreiben.  Sind 
die  Berührungspunkte  oder  die  beiden  betreffenden  Collineationspole  ima- 
ginär und  fallen  dieselben  mit  den  uuendlich  fernen  imaginären  Kreispunkten 
zusammen,  dann  werden  die  genannten  Kegelschnitte  concentrische  Kreise, 
welche  den  dritten  reellen  Collineationspol  als  gemeinschaftlichen  Mittel- 
punkt haben,  und  die  Bewegung  gebt  über  in  die  Rotation  eines  starren 
ebenen  Systems  um  diesen  Mittelpunkt.  Wenn  wir  den  Begriff  der  Rotation 
bezüglich  der  collinear-verändorlichen  ebenen  Systeme  erweitern,  die  obige 
Bewegung  CoUinearrotation  und  den  dritten  Collineationspol  das  Rotations- 
centrum  nennen,  so  können  wir  sagen: 

5.  Bei  der  CoUinearrotation  bewegen  sich  alle  System- 
punkte in  Kegelhchnitten,  welche  zwei  Gollineationsgerade 
in  je  einem  Collineationspol  berühren  und  für  welche  der 
dritte  Collineationspol,  das  Rotationscentrum,  und  die  dritte 
Gollineationsgerade   beziehungsweise    Pol   und  Polare   sind. 

Herr  Klein  hat  diese  Npecielle  einförmige  Bewegung  eines  collinear- 
veränderlichen  ebenen  Systems  die  , »Bewegung  der  Ebene**  genannt*. 

Bewegt  sich  ein  Systempunkt  auf  einer  Geraden,  so  bewegt  sich  jeder 
bewegliche  Systempunkt  bei  der  einförmigen  Bewegung  auf  einer  Geraden 
und  die  Punkte  der  verschiedenen  Systemphasen  bilden  auf  diesen  Geraden 
collineare  Punktreihen.  Geht  eine  Bahngerade  durch  einen  Collineations- 
pol, so  gehen  alle  durch  denselben;  alle  diebC  Geraden,  als  Systemgeraden 
betrachtet,  bewegen  sieb  in  sich  selbst  und  die  anderen  beweglichen  System- 
geraden  umhüllen  Punkte,    welche   sich   auf  der  diesem   Collineationspol 


*  Klein,  Ueber  die  sogenannte  nichteuklidische  Geometrie  (Math.  Annalen 
fid.  IV.  ß.  (J02). 
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gegenüberliegenden  Collineationsgeraden  befinden.  Nehmen  wir  einen  Sy- 
stemkegelschnitt  an,  der  die  beiden  anderen  Collineationsgeraden  in  den 
beiden  anderen  Collineationspolen  berührt,  dann  bewegen  sich  im  letzten 
Falle  alle  Punkte  dieses  Kegelschnittes  auf  den  Strahlen  eines  Büschels, 
dessen  Mittelpunkt  der  dritte  Collineationspol  ist;  und  für  alle  Kegelschnitt- 
phasen ist  dieser  Collineationspol  und  die  gegenüberliegende  Collineations- 
gerade  beziehungsweise  Pol  und  Polare.  Fallen  die  beiden  Collineations- 
pole,  in  denen  jener  Systemkegelschnitt  berührt,  mit  den  unendlich  fernen 
imaginären  Kreispunkten  zusammen,  dann  geht  das  collinear- veränderliche 
in  ein  ähnlich  •  veränderliches  System  über,  dessen  Punkte  sich  auf  Geraden 
bewegen,  die  durch  den  Aehnlichkeitspol  gehen,  und  jene  Kegelschnitt- 
phasen werden  Kreisphasen,  welche  den  Aehnlichkeitspol  als  gemeinschaft- 
lichen Mittelpunkt  besitzen.  Nehmen  wir  wieder  einen  Systemkegelschnitt, 
der  zwei  Colliueationsgerade  in  je  einem  Collineationspol  berührt,  an  und 
lassen  wir  einen  Punkt  desselben  auf  einer  beliebigen  Geraden  g  fortschrei- 
ten, so  bewegen  sich  alle  anderen  beweglichen  Punkte  des  Systemkegel- 
schnittes auf  Geraden,  die  Tangenten  an  der  Kegelschnittphaso  sind,  welche 
die  Gerade  g  berührt.  Diese  Phase  begrenzt  das  Gebiet  der  Ebene,  über 
welches  der  veränderliche  Kegelschnitt  hinwegstreift. 

Nachdem  wir  erkannt  haben,  dass  die  Kegelschnitte,  welche  zwei  Col- 
liueationsgerade in  je  einem  Collineationspol  berühren ,  sich  in  sich  selbst 
bewegen,  wenn  ein  Systempuukt  auf  einem  solchen  Kegelschnitt  fortschrei- 
tet, wollen  wir  nachweisen,  dass  es  noch  andere  Systemcurven  giebt,  die 
bei  der  einförmigen  Bewegung  eines  coUiuear- veränderlichen  ebenen 
Systems  in  sich  selbst  übergehen.  Die  Punkte  einer  solchen  Curvo  beschrei- 
ben Bahncurven,  welche  mit  dieser  Curve  zusammenfallen,  die  Phasen  einer 
solchen  Curve  hüllen  diese  Curve  selbst  ein,  und  demnach  können  wir  sie 
Selbsthüllcurven  nennen.  Die  Herren  Klein  und  Lie  haben  diese 
Curven  in  der  S.  382  citirten  Abhandlung  JF-  Curven  genannt  und  ihre  wich- 
tigsten Eigenschaften  analytisch -geometrisch  abgeleitet. 

Es  sei  in  Fig.  2,  Taf.  IV,  Q  ein  reeller  Collineationspol,  q  eine  reelle 
Colliueationsgerade,  welche  einen  Kegelschnitt  k  in  zwei  imaginären  Punk- 
ten schneidet,  die  wir  als  die  beiden  imaginären  Collineationspolo  (0,  P) 
ansehen  wollen.  Nehmen  wir  nun  noch  zwei  Punkte  Ai ,  /1f  beliebig  an  ,  so 
sind  durch  diese  zwei  Phasen  Si ,  S^  eines  einförmig  bewegten  collinear- 
veränderlichen  ebenen  Systems  S  bestimmt;  betrachten  wir  A^  zu  S,  ge- 
hörend und  bezeichnen  wir  ihn  denigemäss  mit  Z^, ,  dann  entspricht  diesem 
in  5,  der  Punkt  ^t»  ^ß"  wir  durch  die  in  Fig.  1  angegob(»ne  Cunstructiou, 
welche  in  Fig.  2  ausgeführt  ist,  bestimmt  haben.  Sehen  wir  jetzt  i?,  als 
einen  Punkt  von  S^  an  und  bezeichnen  ihn  als  solchen  mit  6'i ,  dann  ent- 
spricht diesem  der  Punkt  C,  in  S^  a,  s.  w.     Die  so  erhaltenen  Punkte  A^, 

Bi'a^,  C,^t,  Di'C^  ...  liafarp  ' '  -aS|  gehörend  betrach- 
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tet,  in  Hich  eetbat  übergeht,  wenn  jf,  Dach  B,At  in  ^vder  J,  null  C,Bf 
S,  gelaagt  Q.  s.  f.  Deiiken  wir  uns  die  Polygonseiten  aneudUcb  iddin, 
eibalten  wir  eine  Syatemcurve  ^,  J,J, ... ,  welche,  weun  eiu  Syslempiu 
diese  Carve  durchschreitet,  io  sieb  selbst  übergebt ;  Dud  alle  anderen 
lieben  Systempuukle  durchlaDfen  daan  aacb  Selbsthüllcurvea.  Dies«  Selbi 
hüllcQiveD  geben,  wenn  zwei  Collineationspole  imaginär  sind,  in  anoodlii 
vielen  Windungen  nm  den  reellen  ColHneationspol  als  as^mptotincbea  rnol 
herum.  Fallen  die  imaginären  CollineHtionspole  mit  den  unendlich  TenK 
tmaginSren  Krei§punkten  zusammen,  dann  ist  daa  System  S  ein  äbulich-ftf 
finderlicbes  und  die  SelbslhiiUcurven  sind  logarithmiscbe  Spir 
den  Aehnlichkeitapol  als  gemeinscbafttichen  asymptotischen  Punkt  beiilmi 
Diese  logaritbmischen  Spiralen  schneiden  alle  durch  den  Aebalichkeibpd 
gehenden  Geraden  unter  gleicbem  Winkel  und  sind  cougruent. 

Liegen  die  beliebig  angenommenen  Punkte  J,,  J^  zufällig    ... 
Kegelschnitt,   der  zwei  ColHneationsgeraden  in  je  einem  CollinealiaBi|io| 
berührt,  dann  sind  die  Selbsthüllcarven  die  oben  betrachteten  Kegelte 

Da  die  Bahncurven  aller  auf  einer  Selbsthfllleurve  liegendeo  be> 
liehen  Systempunkte  mit  der  SelbatbijUcarve  zusammenfallen,  so  ergt 
sieb  aus  3  und  3a  die  folgenden  Sätze: 

6.    Das   Doppelverhältniss  6  a.     Das    D  n  p  p  elverbiU' 

desBeiUhrungspnnkteseiner       nisa    der  Tangente    an  e 
Tangente    einer    Selbsthüll-        Punkte  einer  SelbstfaUlIc 
curve     und    ihrer    Schnitt-       und  seiner  VerbinduugBgerr 
pnnktemitden  Collineations-       den     mit    den    Coli  ineatioDf 

Die  Geaammtbeit  aller  Selbsthällcurven,  welche  durch  eine  einförmifl 
Bewegung  eines  collinear  veränderlichen  ebenen  Systems  enseugt  vird 
nennen  wir  eine  SelbsthUUcnrvenscbaar.  Die  Curven  einer  solchen  Seh 
können  eich  nur  in  den  Collineationspolen  schneiden,  sonst  nicht  Bewfgtt 
Mich  die  Punkte  einer  beliebigen  S_ystemcurve  auf  Selbsthültcurven,  i' 
lue  Hlillbahn  dieser  Systemcurve  eine  zu  derselben  Scbaar  gehCteno 
Selbsibüllcnrve;  denn  dieselbe  HUllbahn  wird  auch  von  den  BahnciutM 
welche  hier  Solbsthüllcurven  sind,  umhaut,-  aber  von  allen  diesen  k 
nur  eine  Carve,  die  umhüllte  selbst,  bei  der  Umblillung  zur  Geltung]  if 
anderen  treten  mit  imaginärer  Beriibrang  auf.  Weitere  Eigensoliaftan  !■ 
Ben  sich  leicht  aus  den  Grundbeziebungen  der  Selbsthilllcnrven  sbleiH* 
doäs  je  zwei  Selbstbüllcurven  einer  Scbaar  entsprechende  Curven  in  f> 
linearen  Systemen  sind,  welche  die  Colli neatioospole  entsprechend  geiDN 
haben ,  und  dase  jede  SelbsthüIIcurve ,  wenn  wir  zwei  ihrer  Punkte  als  (E 
sprechende  Punkte  in  coljinearen  Systemen,  welche  die  Gollineatiooip<J 
eniaprechend  gemein  haben,  betrachten,  hinsichtlich  ihrer  Gestalt  in  diaf 
Systemen  sich  selbst  entspricht. 


Von  Dr.  L,  Bubmbster.  389 


'  ^^W^^^^^^^^^^^^^^a 


Bewegt  sieb  bei  der  einförmigen  Bewegung  eines  collinear  -  veränder- 
lichen ebenen  Systems  ein  Systempunkt  auf  einer  Geraden,  so  bewegen  sich 
alle  beweglichen  Systempunkte  auf  Geraden.  Betrachten  wir  eine  bestimmte 
Systemphase  Si ,  so  entspricht  jedem  Punkte  dieser  Phase  eine  durch  ihn 
gehende  Bahngerade ,  und  jeder  als  Bahngerade  angesehenen  Geraden  ein 
auf  ihr  liegender  Punkt  der  Phase  S^.  Nur  die  Collineationspole  und  Col- 
lineationsgeraden  bilden  eine  Ausnahme.  Bestimmen  wir  zu  jeder  durch 
einen  Punkt  gehenden  Bahngeraden  den  auf  ihr  liegenden  Punkt  der  System- 
phase Si ,  so  liegen  diese  Punkte  auf  einem  durch  die  Collineationspole 
gehenden  Kegelschnitte.  Demnach  entspricht,  wenn  wir  die  Collineations- 
pole ansschliessen ,  jedem  Punkte  A  ein  durch  diesen  Punkt  und  durch  die 
Collineationspole  gehender  Kegelschnitt  k  und  umgekehrt  jedem  durch  die 
Collineationspole  gehenden  Kegelschnitt  X  ein  auf  ihm  liegender  Punkt  ^, 
durch  den  die  Bahngeraden  gehen,  auf  denen  sich  die  Punkte  dieses  Kegel- 
schnittes bewegen.  Betrachten  wir  nun  die  Tangenten  einer  beliebigen 
Cnrve  B  als  Bahngerade,  so  bilden  die  auf  diesen  Tangenten  liegenden  ent- 
sprechenden Punkte  eine  Curve  0,  deren  Punkte  sich  auf  diesen  Tangenten 
bewegen  und  deren  Phasen  die  Curve  S  umhüllen.  Denken  wir  uns  ferner 
au  den  Punkten  A  der  Curve  B  den  durch  die  Collineationspole  gehenden 
entsprechenden  Kegelschnitt  a  bestimmt,  so  müssen  auch  diese  Kegel- 
schnitte die  Curve  9  umhüllen ,  weil  zwei  unendlich  nahe  liegende  Tangen- 
ten sich  in  den  Punkten  A  der  Curve  G  schneiden.  Die  Resultate  dieser 
Darlegungen  lassen  sich  noch  in  folgender  Weise  verallgemeinern.  Die 
Punkte  einer  Systemcurve  A,  deren  Phasen  einerseits  einen  Punkt  A  umhül- 
len, bewegen  sich  auf  Bahncurven  /,  welche  denselben  Punkt  A  umhüllen, 
also  durch  ihn  hindurchgehen.  Denken  wir  uns  einen  Büschel  solcher  Bahn- 
curven /,  die  durch  einen  Punkt  A  gehen  und  entsprechende  Curven  in  col- 
linearen  Systemen  sind ,  welche  die  Collineationspole  entsprechend  gemein 
haben,  construirt,  so  entspricht  einer  jeden  dieser  durch  A  gehenden  Bahn- 
curve  /  ein  auf  ihr  liegender  Punkt  L  der  Systemcurve  A;  dem  Punkte  A 
entspricht  demnach  die  Curve  A,  und  umgekehrt  entspricht  jeder  andern  mit 
A  in  jenen  Systemen  collinearen  Curve  ein  auf  ihr  liegender  Punkt  A. 
Nehmen  wir  an,  eine  Curve  B  sei  von  einer  Schaar  von  Bahncurven  i  um- 
hüllt, so  entspricht  jeder  Curve  /  ein  auf  ihr  liegender  Punkt  T  und  diese 
Punkte  T  bilden  eine  Curve  0,  deren  Punkte  sich  auf  den  Bahncurven  t 
bewegen  und  deren  Phasen  die  Curve  B  umhüllen.  Da  wir  jeden  Punkt  A 
der  Cnrve  B  als  einen  Schnittpunkt  von  zwei  anendlich  nahen  Curven  / 
ansehen  können,  so  entspricht  jedem  Punkte  A  eine  Curve  A,  welche  die 
Curve  B  berührt. 

um  unsere  Darlegungen  an  einem  einfachen,  iutcrebsanten  Beispiel  zu 
erlftutern,  nehmen  wir  an,  es  sei  in  Fig.  3  durch  den  Bahnkreis  a,  dessen 
Mittelpunkt  a^  ist,  nnd  durch  den  Aehnliohkeitspol  0  die  kreislinige  Be- 
wegung eines  ähnlich- ver&ndarlich^    **  "*  da00an  eine  Phase 
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5,  durch  deo  anf  a  Hogetiden  Punkt  A,  gegeben  ist.  Dadii  bewegen  eiok 
System  punkte  auf  BahnkteiHen  unii  dss  äjrstf^ni  der  MitlelpanklH  d»rMl| 
ist  dem  Fnnktäysteni  S,  ähnlich  nod  hat  mit  diesem  den  Aeholichkeitspi 
entsprechend  gemein.  Bei  jedem  Babnkreise  ist  das  YerhKllaiss  des  Bai 
EU  dem  Abstände  seiues  Mittelpunkten  vom  Aehnlichkeitspol  constant,  g\t 
dem  analogen  VerbältnisüB ,  welches  iler  gegebene  Balmkceis  a  IM 
Jeder  Kreis,  der  diese  Bedingung  erfüllt,  kniiii  also  alu  em  Bahnkiett 
gesehen  werden,  anf  dem  sicli  ein  entspri^uheader  SyEtempunkt  bewegt. 
.4  ein  gegebener  Punkt,  so  erbauen  wir  die  Millelpunkle /',,/",  ...  aller  du 
/l  gehenden  Babnkreise  t,  ('. . .,  wenn  wir 

machen ;  uad  demnach  liegen  die  Mittelpunkte  der  durch  jl  gebeodeo  Btl 
kreise  auT  eineui  Kreise  x,  dessen  in  der  Geraden  OA  liegend«  Dnickni 
ser-Eudpunkle  l\,  l,"  durch  die  Verhältnisse 
l'^A_lo'A_  g„i 

bestimmt  sind.  Machen  wir  die  Dreiecke  Of^L\  fi(\L",...  alinlicb  dl 
Dreieck  Oa^A,,  so  erhalten  wir  in  der  SjstempLase  f>,  die  auf  einem  du 
A  gehenden  Kreise  liegenden  Punkte  /,',,  L'\  ,... ,  deren  Babokraise /,r, 
sind.  Deiutiach  entspricht  bei  der  kreislinigen  Bewegung  einew  übnlicb-Yl 
Koderlichen  Systems  eiuem  Punkte  A  ein  durch  ihn  gellender  Kreis  i^, 
«uch  als  ein  Bnhnkreis  angesehen  werden  kttnn,  und  dessen  MilieLpanlEt 
auf  X  liegt. 

lo  Fig.  4  ist  die  kreisüuige  Bewegung  eines  Sbnlieb  -  verinderlieki 
äysietns  S  mit  dem  Aebnlid>ke[t»pol  0  durch  den  Bahnkteis  n  gegebon 
doTcb  einen  auf  demselben  liegenden  Punkte,  eiue  SystempliaseS,  he«D'a 
Um  die  Mittelpunkte  ''«,1^«,-..  der  Bnhnkreise  i,C,...,  welch«' 
gegebene  Curve  9,  die  in  unserer  Figur  ein  Kreis  ist,  nmhullen,  n  < 
strniren,  machen  wir,  wenn  /f,  Ä",...  die  BerührungKpuuktc  bcEeJcluiW 

T^     i\ö      i'\Ö  ^"'     0,0' 

Die  durch  die  Mittelpunkte  (',,  f''„, ,..  gebildete  Curve  ist  in  nasenmFiI 
weil  B  ein  Kreis  ist,  bekanntlich  eiu  cartettisclies  Uval.  Demnach  Eni 
die  Systemcurve  ö,,  deren  Punkte  T',,T",,...  sieh  auf  deu  Babukrd» 
/,  <",...  bewegen  und  deren  Phasen  deu  Kreis  8  umhüllen,  ein  cAriesiti  * 
Oval.  Die  Punkte  T', ,  T", ....  der  Cnrve  B,  in  der  Byslempfafwe  S,  ei 
(eu  wir,  indem  wir  die  dem  Dreiecke  Oa,A,  ähnlichen  Dreieck«  0(, 
Or,r\,...  constmiren. 

Bestimmen    wir   zu   den  Berührungspunkten,   s.  B.  lu  A',    den 
■precbenden,  durch  vi"  gebenden  Kreis  l",  dann  berührt  dieser  die  Cof 
S,    in    T",    und  der   Miitelpunki  A"„    deaselteii   liejjt  auf  dem  Kreis« 


1  Mf  OA'  liegende  Dnrcbraesser - ^Ddpankle  i",  A"  durch  die  Be- 

i'A'i  Co  =  K'^':  h"0  =  i%:i  0 
itimmt  sind.  AnfK'ist  X''^  durch  die  Shnlicben  Dreiecke  0{'l,"„  and  Oi^i, 
Sebes.  Da  das  Mittelpauktayutem  ("g,  t",,  . . .  x"o  dem  Pnuktsystem  T',, 
',,...  i"„  abnlich  iat,  so  berührt  «uch  der  Kreis  «"  die  Corvo  /■„("„...  in 
ffiPankte  f"„.  .Die  DnrcbniesMer' Endpunkte  i',  i", ...  der  Kreise  x',  x",  ... 
te«a  «of  einer  der  Cnrve  ©  öbnlii;hen  Curve;  dsa  Gleiche  gilt  demuacli 
idiImu  Uitlelpuukten  k\,  i",,,...,  und  da  in  unserer  Fignr  @  ein  Kreis,  en 
bip  hieraus,  dass  das  cartesische  Oval  aueb  als  die  Uüllbahn  eines  Kreises  ' 
1  de»  Systems  S  angesehen  werdou  kann,  dessen  Mittelpunkt  Ag  einen  Kieix 
tinhliaft.    Unsere  Belracbtnngen  liefern  daher  den  allgemeineren  Satz: 

ne  Systemcurve  d  eines  kreialiuig  bewegten  ühnlicb- 
(tlnderlicben  Byatew»,  welcbe  einertieics  eine  BUllbahn  6 
hiengt,  ist  selbst  wieder  die  HfiUbahn  einen  Syatemkreises, 
I  einem  äbnlicb-veränderlicbeu  System  liegt,  tod  dem 
ia  Punkt  sich  auf  der  Curve  &  bewegt. 

Die  Kreise  f',  (", . . .,  welche  die  Curve  S  einerseits  berühren,  nmbUllen 
^nnella  noch  eine  zweite  Curve  I',  für  welche  dieselben  Beziehungen 
|t]<ni,  die  wir  hinsichtlich  der  Oorve  8  erkannt  bähen.  Die  Berübrungs- 
mku-,  welche  die  Kreise  f,  (",...  mit  'F  bilden,  können  wir  leicht  bealim- 
U  Ziehen  wir  z,  B.  die  Tangente  ^'/  nn  0  ud<I  die  Tangenlo  ("^/an  den 
in  X  and  beHchreibeu  über  U\  als  Durcbinesser  einen  Kreis  t,  ito  gebt 
tldtir  durch  v/"  nnd  durch  den  Aohnlichkeitspol  0.  weil  die  Winkel  0^'/, 
fir,/ gleich  sind,  und  iichneidet  andererseits  l"  in  dem  Punkte  A^,  in  wel- 
nin  Kreis  f  die  nicht  geseichnete  Cnrve  f  berührt,  deren  Tangente 
UPitl. 

Inder  zweiten  Mittheilung,  Dd.  19,  S.4S8,  haben  wir  die  Bestimmung 
n  Oalliueationspole  Tttr  die  Phaseu  bei  der  allgemeinen  Bewegung  eines 
NnDeir-vetSuderlicben  ebenen  Syslems  abgeleitet  und  damit  die  Constrnc 
K  d«r  CoUineHtionspoIbahn  und  der  CollineatinnspolcurTe  angegeben. 
'faUinlich^veriiiiderliche  ebenit  Sytiteme  wird  diese  Bestimmung,  wie  wir 
^^  ersten  Mittbeilang,  Bd.  19  S.  107,  gezeigt  haben,  einfach  nnd  diese 
^ction  leicht  ausführbar. 

Hd  nun  die  wichtigen  Beziehungen  zwischen  Collineaiianspolbahn  und 
"'liii»»tion,poicurve  und  die  Umkehrbarkeil  der  allgemeinen  Bewegung 
■  CulUnear  verttuderlichen  ebenen  Systems  klar  darzulegen,  betrachten 
'»Pig.5  einen  concreteu  «pecielleu  Fall,  die  allgemeine  Bewegung  eines 
'bUd-ierÜnderlichen  ebenen  Systems ;  es  wird  dadurch  die  Uebersicbtlicb- 
™ii«  Uarlegnugeu  ohne  Beschrünkung  der  Allgemeinheit  gefördert. 
Üi«  sllgemeiue  Bewegung  eines  ähnlich -veränderlichen  ebenen  8y 
''MSi«!  bttMHnitnt,  wenn  wir  in  Flg.  6  zwei  beliebige  Cnrven  a  nnd  ß  als 
J^JMiyeij  zweier  S/slempunkte  A,  B  und  eine  drille  beliebige  Cnrve  t 
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als  die  Hüllbahncarve  der  Systemgeraden  A  B  annehmen.  Betrachten  wir 
die  Curven  a,  /?,  e  mit  nnendlich  vielen  unendlich  kleinen  Seiten  ^i^t» 
^,i<,,  ...;  B^ßfy  BfB^^  ...  und  E' E'\  E" E*'\  ...,  so  können  wir  die 
krummlinige  Bewegung  des  Systems  S  ans  unendlich  vielen  unendlich  klei- 
nen geradlinigen  Bewegungen  zusammengesetzt  ansehen.  Sind  0',  0*,  0*, .  ^ 
resp.  die  Aehnlichkeitspole  für  die  durch  A^ ^, ,  A^B^^  A^B^,,.  bestimmten 
Systemphasen  S*, ,  5,,  5,,  ...,  so  bleibt  0'  fest  für  die  «unendlich  kleine 
geradlinige  Bewegung  von  AyBy  bis  AfB^^  ebenso  0'  für  die  Bewegung  von 
A^B^  bis  A^Bg  u.  s.  w.  Die  Punkte  OS  0*,  0"  bilden  die  Polbahn  oi,  welche 
wir  als  ein  Vieleck  mit  unendlich  vielen  unendlich  kleinen  Seiten  betrach- 
ten.   Bestimmen  wir  die  Punkte  0^,  0^,  0™^,...,  so  dass 

AO^   A^B^c^AO^A^Bx, 
AO^A^B^r^Aö'A^B^, 


ist,  dann  bilden  die  Punkte  0^,  0^,  0^", ...  die  Polcurve  o,  die  wir  ebenfalls 
als  ein  Vieleck  mit  unendlich  kleinen  Seiten  ansehen.  Bei  der  Bewegung 
von  AiBi  bis  A^B^  gelangt  0^0^  nach  0*0*,  bei  der  Bewegung  von  A^B^ 
bis  A^Bg  geht  (fi^O^^  in  0*0^  über  u.  s.  w.  Demnach  erhalten  wir  den  Satz: 
Die  veränderliche  Polcurve  oi  rollt  während  der  Be- 
wegung des  ähnlich- veränderlichen  ebenen  Systems  S  auf 
der  festen  Polbahn  o  und  diese  ist  die  Hüllbahncurve  der 
Systemcnrve  oi. 

In  Fig.  6  sind  drei  Systompbasen  S^i ,  5^,  5,  eines  ähnlich  •  veränder- 
lichen ebenen  Systems  <S,  dessen  Systempunkt  Ay  B  die  Bahncurven  ä,  ß 
beschreiben,  dessen  Systemcnrve  IC  die  Hüllbahncurve  x  erzeugt,  und  die 
entsprechenden  Punkte  0*,  0*,  0^]  0^,  0^,  (fi^  der  Polbahn  und  der  Polcurve 
gezeichnet. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  in  Fig.  6  die  Systemphase  S^  mit  den  Curven  o, 
Ei  und  den  Punkten  i4, ,  B^  fest  und  die  Curven  co,  x,  «,  ß  seien  in  einem 
ähnlich -veränderlichen  ebenen  System  <£  Systemcurven ,  welche  resp.  die 
festen  Curven  o,  K^  und  die  Punkte  ^i,  B^  umhüllen,  so  erhalten  wir  die 
Phasen  i?|,  2!^,  21,,  ...  dieses  Systems,  wenn  üi  durch  die  Cnrven  a,  ß^  % 
gegeben  ist,  die  wir  demgemäss  mit  o, ,  ^, ,  x,  bez<»icbnen,  durch  die  Be- 
ziehuogcn 

Ai  B^  if,  0^  a,  /3,  jcj  rsj  ^,  ^,  A'i  0*  «t  /^i  ^i  i 
A,B,E,Ö^  atßt^rcsj  AtB^K^O^a.ß.K,, 
^.  ß,ir,0nia,/3,x,(^  ^sÄsATsO* «,/?,»,, 
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beiden  ersten  Gebilde  fallen  zusammen.   Die  CarvenphasenK,,  «),  «,,.„ 

„ß„...  und  x„)i,,ii|,...DmhalleDresp.  die  Punkte  Wi,^i  unddieCnrvef,, 

i  Ourve  N  rollt  auf  der  Curve  o,  weil  sncceasive  0'  0'  mit  (flO",  ö'O*  mit 

^  n.  s.  w.  aasammenfiillt,  und  die  Punkte  des  Systems  £  bewegen  sich 

if  BftbQcarf en  ,  die,  sIs  Systeme urven  zu  S  gehörend,  feste  Punkte  um- 

Die  erlialtcnen  Resultnle  unserer  Betraclitongon  gelten,  wenn  wir 

r  Entwickelnng  statt  der  Aehnlicfakeit  die  CnlÜnciition  in  Betracht 

,  ancb    für  collinenr   veränderliche  ebene  Systeme;    and   demnach 

pben  Bicli  die  SHtie: 

7.  Bei  der  Bewegung  eines  collinear  -  TerXnderlichen 
en  Systems  rollt  die  Colline  ationspolcur  ve  auf  derCoI- 
itioDspolbahn. 

I.     Eine    Pbase    K,    einer    in    einem    colHnear  -  veränder- 

^thea  ebenen  System  .S  liegenden  Curve  ff,  welche  eine  HillN 

ivrve    X  eizeugt,    kann   als   die    Hüll  Eialincnr  ve   von   der 

Bollinear-verSnderlicben    ebenen  System  2  augewio- 

f' Cnrve    x    angesehen   worden;    dabei    bewegen   9icb    die 

bikte   des   Systems   £   auf    solchen   Curven,    die,    wenn    si« 

Bgyalem  S  angehürten,  Punkte  umhüllen  und  die  Phase  o, 

II  bei  der  ersten  Bewegung  auf  der  Col  lineationspolbabn  m 

^llfnilen  Colli  neati  onspolcarve  o  des  Systems  S  ist  bei  der 

ewegung    die    Coli  inea  t  ionspolbahn,     auf   der    die 

jCtrTe  u  des  Systems  £  rollt*. 

i  wichtige  Princip  der  Umkobrnng  gilt  aber  nicht  nur  für  die 
collinear-veründerlicber  ebener  Systeme,  sondern  auch  fUr  die 
■egnng  rational-veränderlicher  ebener  Systeme  nnd  ist  daher  für  die 
BB«i9che  Metbnde  von  der  höchsten  Bedeutung. 

ED  die  Anwenduag  dieses  Principe  in  einem  einfachen  Falle  zu  zeigen, 

ciilRii  wir  beispielsweise  die  geradlinige  Bewegung  eines  Systemkreises 

n  ähnlich 'verändcrlicben  ebenen  System  S..    In  diesem  Falle  wird 


'Bin  Renleoux  hält  et   in  «einer  „Theoretitidieii  Kinematik"  S.  S99   filr 

it  DOthwendig,  bei  etarrsii  Systemen  die  Polcurve  „beweglicbe  Polbahn"  zu 

I,*(il  dareh  die  Umkehrung  der  Bewegung  Pulliabn  und  FolcnrTe  in  Wechsel- 

f  l(et«n>    Wir  bcballen  aber  die  Benennung  Polcnrve;  denn  die  Conseqnens 

wQrundci  Ist  alisulnt  undurchführbar.    Wir  dürfen  dann  auch  nicht  System p unkt 

HEUgrunn ,  nicht  Sjritcmcarve  und  Hüllhahncurve  sagen;  denn  beide  Paare  ver- 

nr  bfil  der  Umkehrarig  der  Bewegung  ihre  K'dle.   Msn  dürfte  demnach  z.  B.  auch 

hl  MpIUplleandas  und  Mulliplicator  eines  Produotes,  nicht  Anfang  nnd  Ende  einer 

sdfa  Btrcake,  niehl  Orundrits  und  Aufriss  eines  Gegenstandes,  nicht  Bild  and 

bei  einer  iierspectiviseh  dargestellten  ebenen  Figur  sagen;  knri,  bei  den 

alU^n  VVecliselbeziebungen,  welche  in  der  Mathematik  auftreten,  tniisee  di« 

«Idige,  da»  VetstJlndDiss  Tiirdernde  Verschiedenheit  der  Benennungen  beseitift 


die  Polbahn  und  Polcvrve  darch  deo  Aebnlichkeitspol  roprSseotirt.  Be«*^ 
sich  (Fig.  7)  der  Mittelpunkt  M  eioea  Systemkteises  Ü ,  deBsen  Phasen  i', 
Kg,  ...  sein  mögen,  aoT  einer  Geraden  p,,  so  \fX  nnch  der  ersten  MiU^eikg 
S.  103  die  Hüllbahncorve  x^  ein  Kegelschnitt,  dessen  einer  Brenopunkt  ji 
Aehnllchkeitspol  0  ist.  Bei  der  gerndünigen  Bewegung  nmlitillen  «ilednrt 
0  gehenden  Syst  ein  kreise  Ponklo  nnd  dem  Paokte  C^,  io  welchem  d 
Phase  K;,  den  Kegelschnitt  x,  berührt,  entspricht  Tangente  y  «In  Bihi 
gerade,  die  Ky  in  C^  trifft.  Kehren  wir  die  Bowegnug  tun,  so  bleibt  ji 
PoDkt  0  der  Aehnlicbkeitspol  Tilr  ein  neaes  ähnlich-veränderlichee  Syttei 
£,  in  dem  x  eine  Systemcnrve,  x«  eine  Phase  derselben  i^t,  und  den 
Punkte  eich  auf  Bahnkreisen  bewegen,  die  durch  0  gehen.  Jede  beliebig 
Kreisphase,  etwa  K^ ,  können  wir  als  die  Hhllbabnciirve  des  KegelschnilU 


X  des  Sysleina  2:  betrachten;  der  durch  OC,C^ 
kreis  eines  Punktes  C  des  Systems  £ 
in  C~.    Wir  erbalten  demnach  den  Sat 
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Wenn  der  Systeitipnnkt  C  vim  C^  in  C^  übergeht,  tritt  «  ans  dei 
*,  ittxy,  welche  A'y  in  C,,  0^  berührt.  Die  beiden  Tang.-ulen  BCf.Si 
nehmen  die  Lage  A  Cj, .  A  D^  ein.  Der  Punkt  A  liegt  aber  stets ,  weil  111,0 
ein  rechter  Winkel  ist,  auf  einer  Geraden  Op.  die  in  O  a,af01U^  senkrM 
steht;  demnach  geht  die  Ver bindnngsgerade  C,  0,  der  Berfll 
rnngspunkte,  welche  eine  Phase  dos  Kegelschnittes 
jT,  bildet,  durch  einen  festen  Punkt  />,,  den  Pol  der  Geriä« 
Op  in  Bezog  auf  den  Kreis  Ä*,.  Bestimmen  wir  in  Beziehnng  M(i 
Kreispbasen,  wie  z.  B.  für  A^,  den  Pol  P,  der  in  0  auf  *,0  senkredit 
Geraden,  so  liegen  diese  Pole  auf  einer  zu  fi  parallelen  Geraden  nndi 
durch  diese  Pole  zu  ft  senkrechten  Geraden,  wie  z.  E.  dD^.  treffen  ' 
Kreisphasen  in  den  Berflhrung^punkten,  welche  sie  mit  der  Hutlbahnciti 
bilden.  Die  grösHte  Phase  x,  des  Kegelschnittes  x  tritt  ein,  wenn  ( 
Systempuukt  C  n-f  dem  Bahnkreise  c  in  den  Punkt  C,  gelangt,  der  0  d 
metral  gcgcnüherliogt ,  und  daraus  f»lgt,  dsss  alle  über  den  Brai 
strahlen  eines  Kegelschnittes  als  Dnrcfamesser  heschriel 
Den  Kreise  den  Kreis  umhüllen,  dessen  Darchmeasor 
Hanptaxe  des  Kegelschoi t tes  ist. 

Nehmen  wir  an,  (ts  sei  in  Fig.  8  der  KegelschDitt  x^^  die  UaÜbalinei 
einer  Systemgersden  K  eines  kreisUnig  bewegten,  Ähnlich- veiAiiderllc 
ebenen  Systems  S,  dessen  Aebniichkeitspol  fi  ist,  und  y,  b  seien  die  Di 
kreise  zweier  Systempunkte  C,  D,  welche  resp.  in  den  Lagen  C^, 
ß„  D^  die  Phasen  jF,,  A'^  der  Systemgeraden  bestimmen,  so  nmbdflen 
Systemkreise  von  S,  bei  denen  das  VerhSllniss  des  Radius  laRi  Abal 
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des  Mittelpunktes  vom  Aebniicbkeitspol  gleich  dem  analogen  Verhältnisse 
bei  den  Kreisen  y,  d  ist,  Punkte. 

Kehren  wir  die  Bewegung  um ,  so  können  wir  jede  Phase  der  System- 
geraden, etwa  A'^,  als  die  Hflllbahncurve  des  Kegelschnittes  x  eines  neuen 
Systems  2  betrachten,  und  der  durch  Cx  gehende,  die  Gerade  Ky  in  Cj, 
berührende  Kreis  c  ist  der  Bahnkreis  des  Punktes  C  im  System  £.  Bei  die- 
sem Bahnkreise  muss  dann  das  erwähnte  Verbältniss  bestehen,  und  die  Mit- 
telpunkte der  Bahnkreise,  auf  denen  sich  die  Systempuukte  des  Kegel- 
schnittes %  bewegen,  liegen  auf  einem  dem  x  ähnlichen  Kegelschnitte.  Wir 
erhalten  somit  den  Satz : 

Bei  der  kreislinigen  Bewegung  eines  ähnlich- veränder- 
lichen ebenen  Systems  umhtillt  ein  Systemkegelschnitt,  des« 
sen  Brennpunkt  der  Aebniicbkeitspol  ist  und  dessen  halbe 
Hauptaxe  sich  zum  Mittelpunkt- Abstand  vom  Brennpunkte 
wie  der  Radius  eines  Bahnkreises  zum  Mittelpunkt- Abstand 
vom  Aebniicbkeitspol  verhält,  einerseits  eine  Gerade. 

Wir  erhalten  also  in  beiden  Umkehrungsfällen  kroislinige  Bewegung 
eines  Systemkegelscbnittcs.  Eine  neue  Umkehrung  dieser  Bewegungen  liefert 
kegelscbnittlinige  Bewegung  eines  ähnlich  veränderlichen  ebenen  Systems; 
und  so  ergiebt  sich  durch  fortgesetzte  Umkehrung  der  Bewegung  eine  end- 
lose Reihe  neuer  Bewegungsformen.  Ausser  der  in  dem  letzten  Satze 
erwähnten  Geraden  umhüllen  die  Phasen  des  Kegelschnittes  und  die  Bahn- 
kreise noch  eine  Cnrve,  und  wenn  diese  wieder  als  Systemcurve  aufgefasst 
wird,  deren  Punkte  sich  auf  Bahnkroisen  oder  Bahnkegelschnitten  bewegen, 
so  entstehen  wieder  neue  Bewegungsformen. 

B.    Collinear- veränderliche  räumliche  Systeme. 

Zwei  collinenre  räumliche  Systeme  sind  durch  fünf  Paare  entsprechen- 
der Punkte  bestimmt.  Nehmen  wir  vier  Punkte  0,  P,  (>,  B  als  selbstent- 
sprechende Punkte  zweier  collinearen  räumlichen  Systeme  5,,  5,  an,  so 
haben  beide  Systeme  auch  die  Kanten  und  Ebenen  des  durch  diese  vier 
Punkte  bestimmten  Tetraeders  entsprechend  gemein.  Weisen  wir  einem 
Punkte  Äf  in  5|  einen  entsprechenden  Punkt  X^  in  Sf  zu,  so  sind  die  Systeme 
bestimmt  und  wir  können  zu  jedem  andern  gegebenen  Punkte  F,  in  5,  den 
entsprechenden  Punkt  7,  in  5,  in  folgender  Weise  bestimmen.  Wir  proji- 
ciren  von  einem  selbstentsprechenden  Punkte,  etwa  von  B,  aus  die  Punkte 
X^,  F,,  .r,  auf  die  gegenüberliegende  Ebene  OPO  nach  ^,S  7,^  X^^  In 
den  ebenen  collinearen  Systemen  0  PQX^^  und  OPQX^  construiren  wir,  wie 
auf  S.  383  flgg.  angegeben  wurde,  zu  JY  den  entsprechenden  Punkt  y^\ 
dann  liegt  der  gesuchte  Punkt  V^  auf  der  Geraden  Ä  J',®.  In  gleicher  Weise 
erhalten  wir  eine  zweite  Gerade,  auf  der  Y^  H^gt,  wenn  wir  die  Punkte  JT,, 
r, ,  Jt  ^on  einem  an«*«  ***iiDreohenden  Punkte  auf  die  gegenüber- 
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liegende  Ebene  pTojicireo.  Diese  Bestimmnng  des  eatsprccboDdoD  PniikUi 
y,  beiiält  ihre  Gilligkeit,  wenn  auch  zwei  BelbBlentaprecheniJo  Punicle,  t.  3 
0,  P,  Bnf  einer  selbstenUprecheiidci)  Geraden  g  imaginär  sind;  deno  il. 
existiren  anascr  deo  reellen  seihstentsprechedden  Pankteo  Q,  B  noch  d'H 
beiden  gegenflb  erliegen  den  reellen  selbstenUprecbenden  Ebenen  Rg,  Qf 
Die  Bestimmnng  des  Punktes  T,  in  S, ,  der  dem  Punkte  V,  in  S,  enUprisUj 
führt  in  letzter  lustanz  auf  dieselbe  Constrnction,  welche  wir  S.  SSSägg-  M 
collinearou  ebenen  Systemen  kennen  gelernt  haben,  und  deshalb  ge 
hier  die  analogen  Folgernngen;  hier  mässen  wir  aber  noch  den  Fall,  wtW 
alle  vier  Punkte  0,  P,  Q,  R  imaginär  sind,  aosscbliessen,  weil  derselbsn 
bis  jetzt  unseren  constructiven  Bestimmungen  entzieht. 

Nehmen  wir  an,  ein  collinear- veränderliches  räomlicbeB  Sjritea  j^ 
welches  durch  die  Punkte  0,  P,  0,  R,  X  beatimmt  ist,  dnrch&chT«ite  Jit 
Phasen  OPQRX,,  OPQRX^,  OPQRX,,  ...,  welche  wir  mit  S, ,  i^.  ^.- 
bezeichnen,  und  der  Systempunkt  X  bewege  sich,  In  die  Lagen  ■I'i.''ii 
Xt,  ...  übergehend,  auf  einer  Bahncnrve  t,  so  bilden  auch  die  Poulcl»  t„ 
r,,  Fj,  ...  eine  Bahncurve  y.  auf  der  sich  der  Systempnnkt  I' bewegt 

Betrachten  wir  nun  0.  /",  Ö,  Ä,  X,  und  0.  P,  Q,  R,  T,  als  entsprecbtoi» 
Punkte  zweier  collinearen  räumlichen  Systeme  £«,  £y,  so  entspricht dM 
Punkte  .r,  in  2^  auch  der  Punkte  F,  iu  £y,  ebenso  dem  Paaklo  X,  ' 
Punkt  F,  u.  8.  f.  Demaacli  sind  die  Bahncurven  x  und  y,  welche  r 
durch  die  Punkte  X,,  A\,  X,,...  nnd  1\,  J\,  Y„  ...  bestimmt  werden,  i 
sprechende  Curven  in  den  Systemen  2^,  £y,  welche  die  selhslentsprecbea 
den  Punkte  0,  P,  Q,  B  besitzen.  Ist  also  die  Bahncurve  x  eines  PuoktMi 
des  collinear- veränderlichen  räniriliclien  Systems  S  nud  seine  Lage  X,  i 
einer  Systempliaae  S,  gegeben,  so  können  wir  die  Bahncurve  g  eine»  bellt 
bigon  andern  Systeinpunktes  V,  der  in  S,  die  Lage  F,  einnimmt,  tU  ü 
entsprechende  Curve  von  a  in  den  durch  die  entsprecliendeo  Punkte  O,  f 
Q,R,X,  iindO,  P,  0,B,  T,  bestimmten  collinearen  Systemen  Z,,  i^  aniieb« 
und  als  i^olclie  coustruircn.  Die  nicht  festen,  in  einer  selbetentsp rechen 
Ebene  liegenden  Systompunkte  bewegen  sich,  welche  Raumcurvon  aaeb  Jl 
anderen  Systenipunkte  durchlanfen  mögen,  stets  in  dieser  Ebene;  die  nU 
festen  Syslemgeraden  und  Systemebeneo,  welche  durch  einen  »«Ibstenl^ 
ebenden  Punkt  gehen,  umhüllen  diesen  Punkt,  und  die  nicht  feGtsn  Syrtea 
ebenen,  welche  durch  eine  selbstentsprecbende  Gerade  gehen,  ambttlu 
diese  Gerade. 

Diese  besonderen  Punkte,  Getadeu  und  Ebenen  bilden  demnach  e 
Ausnahme  and  daher  wollen  wir  sie  bei  unseren  allgemeinen  Darleganc 
als  ausgeschlossen  betrachten. 

Die  abwickelbare  Fläche,  welche  durch  Bewegung  einer  Eben«  entw 
wird,  wollen  wir  die  abwickelbare  HüllbabnfUcbe  dieser  Ebene  n 
ihre  Cuspidalkante  die  Hiillhahncur  ve  dieser  Ebene  nenneu.  Die  Cor 
welche  von  einer  beweglichen  Geraden,  deren  aufeinanderfolgend«  Laj 
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sieb  schneiden,  umhüllt  wird,  soll  die  Httllbahncarve  dieser  Geraden 
heissen. 

Aas  unserer  Entwickelang  folgen  demnach  mit  Berücksichtigung  der 
reciproken  Beziehungen  die  wichtigen  fundamentalen  Sfttze: 

9.    Sind   vier  Punkte  eines  9a.  Sind  vier  Ebenen  eines 

collinear  -  veränderlichen  collinear  •  veränderlichen 
räumlichen  Systems  fest,  so  räumlichen  Systems  fest,  so 
sind  alle  Bahncurven  der  sind  alle  Hüllbahncurven  der 
beweglichen  Systempunkte  beweglichen  Systemebonen 
entsprechende  Curven  in  col-  entsprechende  Curven  in  col- 
linearen  räumlichen  Systo-  linearen  räumlichen  Syste- 
men, welche  die  vier  festen  men,  welche  die  vier  festen 
Punkte  als  s  elb  st  en  tspre-  Ebenen  als  selbstontspre- 
chende  Punkte  besitzen.  chende  Ebenen  besitzen. 

10.  Sind  sechs  sich  zu  dreien  in  vier  Punkten  schnei- 
dende Gerade  eines  collinear  -  veränderlichen  räumlichen 
Systems  fest  und  erzeugt  eine  bewegliche  Systemgerado 
eine  Hüllbahncurve,  so  erzeugen  alle  beweglichen  System- 
gerade Hüllbahncurven,  welche  entsprechende  Curven  in 
collinearen  räumlichen  Systemen  sind,  die  jene  sechs  festen 
Geraden  als  selbstentsprechende  Gerade  besitzen. 

Die  Bahncurven  der  Punkte  einer  Systemcurve  eines  bewegten  col- 
linear-veränderlichen  räumlichen  Systems  erfüllen  die  durch  die  Phasert 
dieser  Systemcurve  gebildete  Fläche,  welche  die  Bahn  fläche  dieser 
Systemcurve  heissen  soll.  Die  besondere  Bewegung  eines  collinear- ver- 
änderlichen räumlichen  Systems ,  bei  der  vier  Systempunkte  fest  bleiben, 
wollen  wir  die  einförmige  Bewegung  desselben  nennen.  Wir  erhalten 
dann  mit  Rücksicht  auf  obige  Darlegungen  den  folgenden  Satz,  der  die 
Umkehrung  der  einförmigen  Bewegung  in  sich  schliesst: 

11.  Die  Bahncurven  der  Punkte  einer  Systemcurve  C 
eines  einförmig  bewegten  collinear-veränderlichen  räum- 
lichen Systems  S  können  als  die  Phasen  einer  Systemcurve 
Feines  einförmig  bewegten  collinear-veränderlichen  räum- 
lichen Systems  Z  angesehen  werden,  welches  dieselben  vier 
festen  selbstentsprecbenden  Punkte  enthält,  die  das  System 
^besitzt,  und  dessen  auf /^  liegende  Punkte  die  erstarrt  ge- 
dachten Phasen  der  Curve  C  durchschreiten;  und  die  Phasen 
der  in  Z  liegenden  Systemcurve  JT  erzeugen  dieselbe  Bahn- 
fläche, welche  durch  die  Phasen  der  in  Sliegenden  System- 
curve C  gebildet  wird. 

Die  Bahncurven  der  Punkte  einer  Systemfllohe  oines  bewegten  col- 
linear-veränderlichen räumlichen  System  '"^^r  An- 
schauung ergiebt,  die  von  den  PhMen  ■ 

KtitMhrlfl  f.  M»UiMn«ftU(  a.  Shn^  Ut  * 


die  wir  die  HUlIbalmfllicbe  derHelbon  Dennon,  berühren;  jedocb  kkna 
hier  der  Fall  cinlrelea,  dnss  nicht  alle  BabnenrveD  eine  reelle  Berlibrnni 
mit  der  IIüllb&linBäcbe  eingeben,  nnd  von  diesen  Babncnrvoa  wollen  wif 
sagen,  dass  sie  die  genannte  Fliehe  imaginXr  berübren.  Hiernach  gilt 
8at>: 

12.  Die  Bahacnrven  der  Pankte  einer  Systomf Uche  ^ 
oincB  oinffirmig  bewegten  collinoar  •  veränderlichen  rä 
liehen  Systems  S  können  als  die  Phasen  einer  Systemen 
J  eines  einförmig  bewegten  collin  ear- veränderlichen  rilnm« 
Hohen  Systems  £  angesehen  werden,  welches  dieselben 
festen  selbstenlsprechonden  Punkte  enthSlt,  die  dasSystem 
S  besitzt,  nnd  dessen  anf  J  liegende  Pnokte  sich  auf  den 
erstarrt  gedschtea  Phasen  der  Fläche  F  bewogen;  und  die 
Phasen  der  in  £  liegenden  Systemen rve  ^  berühren  die  HUll 
bahnfUche,  welche  von  der  in  S  liegenden  SystemfUchc  F 
gebildet  wird. 

Aas  diesen  allgemeinen  fundamentalen  SStsen  könneD  wir  leicht  viela 
interessante  Beeiehnngen  nnd  Sätie  entnehmen,  von  denen  wir  nur  dia. 
wichtigsten  im  Folgenden  hervorheben, 

13.   Sind  vier  Pankte  eines  13a.  Sind  vier  Ebenen  eines 

collinear  -veränderlichen       collineBr-verXndcrl 
rHnmIichen  Systems  fest  nnd       rSnmlichon  Systems  fest  nnd 
bewogt  sich  ein  Systempnnkt       ntnhallt      eine     Systemebene 
aof  einer  Raomcnrve  n"' Ord-       eine  Eaumcarve    n'^'   Claase, 
nnng,    so    bewegen    sich    alle       so  um  h  Uli  en  alle  bewegliche 
beweglichen      Systempunkte       Syatemebenen     Ranmcurve 
anf  UaumcQrven  n'"Ordnnng       n'"  Classe    und    ersengen    a 
und  erzeagen  auf  diesen       diesen    Gbenensystenie,    difl 
Punktroihen,  die  sich  in  col-       sich    in    coUinearcn    rftnml 
linearen    räumlichen     Syste-       eben  Systemen   entsprechen, 
men  entsprechen,  welchedie       welche  die  vier  festen  Pnnkte 
vier  festen  Punkte   entspre-       entsprechend  gemein  haben.* 
cbend  gemein  haben. 

Bewegt  sich  ein  Systempnnkt  anfeiner  Geraden,  so  bewegen  sieb  klla 
beweglichen  Systempnnkte  anf  Geraden  nnd  die  gebildeton  Pnnktrethei 
sind  collinear;  dreht  sieb  eine  Systemebene  um  eine  Gerade,  so  drehen  siel 
alle  beweglichen  Systemehenen  um  Gerade  und  die  entstandenen  Ebeuen- 
bUscbol  sind  collinear.  Bei  der  ersten  Bewegnng  eines  collinear -verSndflr< 
liehen  räamlichen  Systems,  welche  wir  geradlinige  Bewegung  dosaelfaei 


■  Alis  unterer  Darligung  und  aus  diesen  SUtKcn  ergebe»  sich  die  Sitbie,  welch« 
Itarr  Ri?7o  in  Tr  eile'»  Jouriial  lld. 74,  8.9  und  18,  mltgolhellt  hat,  als  gwapi 
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nenneo  wollen,  umhüllt  jede  bewegliche  Systemebene  eine  Raumcurve  drit- 
ter Classe,  für  welche  die  yier  festen  Ebenen  Schmiegnngsebenen  sind,  nnd  ' 
die  Oesammtheit  aller  Bahngeraden  bilden  einen  Strahlencomplez  zweiten 
Orades. 

Bei  der  zweiten  Bewegung  eines  collinear  -  veränderlichen  ränmlichen 
Systems  bewegt  sich  jeder  bewegliche  Systempankt  anf  einer  Ranmcurvo 
dritter  Ordnung,  welche  durch  die  vier  festen  Punkte  geht,  und  die  Oe- 
sammtheit aller  Oeraden,  welche  von  den  Systemebenen  umhüllt  werden, 
bilden  einen  Strahlencomplex  zweiten  Orades.  Ferner  können  wir  den 
Satz  aussprechen : 

14.     Beschreibt   eine  Systemgerade  eines  einförmig  be- 
wegten  collinear  -  veränderlichen  räumlich^b  Systems  eine 
KegelflXche  n'*'  Ordnung,  so  beschreiben  alle  beweglichen 
nicht   in   den   selbstentsprechenden    Ebenen    liegenden    Oe 
raden  Kegelflächen  n^*'  Ordnung. 

Die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  zweier  Phasen  5,,  S^ 
eines  geradlinig  bewegten  collinear -veränderlichen  ränmlichen  Systems  S 
oder  die  Bahngeraden  dieses  Systems,  welche  einen  Strahlencomplez  zwei- 
ten Orades  bilden,  sind  entsprechende  Oerade  in  coUinearen  Systemen, 
welche  die  bei  der  Bewegung  fest  bleibenden  vier  Systemobenen  als  solbst- 
eatsprechende  Ebenen  besitzen.  Wir  erhalten  demnach  die  bekannton 
Sätoe : 

15.  Das  Doppelverhältniss  15a.     Das    Doppelverhält- 

der  vier  Punkte,  in  denen  die  niss  der  vier  Ebenen,  welche 
Oeraden  eines  Strahlencom-  durch  Oerade  eines  Strah- 
plexes  zweiten  Orades  die  lencomplezes  zweiten  Ora- 
Ebenen  des  festen  selbstent-  des  und  die  Eckpunkte  des 
sprechendenTetraeders  tref-  festen  selbstentsprechenden 
fen,  ist  constant.  Und  umge-  Tetraeders  gehen,  ist  con- 
kehrt:  Ist  das  Doppelver-  stant  Und  umgekehrt:  I  t 
hiltniss  der  vier  Punkte,  in  das  Doppelverhältniss  der 
denen  Oerade  die  Ebenen  vier  Ebenen,  welche  Oerade 
eines  Tetraeders  schneiden,  mit  den  Ecken  eines  Tetra- 
constant,  so  bilden  diese  eders  verbinden,  constant, 
Oeraden  einen  Strahlencom-  so  bilden  die  Oeraden  einen 
plez  zweiter  Ordnung.  Strahlencomplez     zweiter 

Ordnung. 

Wir  führen  diese  von  Herrn  H.  Müjler  in  den  Math.  Annalcn  Bd.  I, 
S.407  mitgetheilen  Sätze  nur  an,  um  zu  zeigen,  dass  sie  als  besondere  Be- 
ziehungen aus  unseren  Hauptsätzen  und  Darlegungen  hervorgehen.  Die 
krummlinige  Bewegung  eines  collinear  -  veränderlichen  ränmlichen  Systems 
kann  ans  unendlich  kleinen  uneiidlieli  vielen  geradlinigen  Bewegungen 
ivaammengesetit  angeeeha^  Mldmi  &\%*Yvcv^«^v»ck 
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SD  den  Bahncarven  in  den  Punkten  einer  Sjstemphase  einen  Strahlencom- 
plex  zweiten  Grades.  Ist  bei  einer  einförmigen  Bewegung  eines  coUinear- 
veränderlichen  räumlichen  Systems  die  Tangente  an  der  Bahncurve  eines 
Systempunktes  in  einer  Systemphase  bekannt,  so  kann  man  alle  übrigen 
Tangenten  als  entsprechende  Gerade  in  collinearen  Systemen,  welche  die 
festen  Punkte  als  selbstentsprechende  Punkte  enthalten,  bestimmen,  und 
alle  Tangenten  erfüllen  die  in  obigen  Sätzen  ausgesprochenen  Beziehungen; 
ausserdem  sind  die  durch  die  vier  von  jeder  Tangente  mit  den  festen  Te- 
traederflächen erzeugten  Schnittpunkte  und  den  Berührungspunkt  gebildeten 
fünfpunktigen  Würfe  col linear. 

Bei  der  geradlinigen  Bewegung  eines  coUinear  •  veränderlichen  räum- 
lichen Systems  entspricht  jedem  Systempunkte  eine  durch  ihn  gehende 
Bahngerade,  nämlich  die  Verbindungsgerade  der  homologen  Punkte  zweier 
Systemphasen;  alle  Bahngeraden,  welche  durch  einen  Punkt  gehen,  bilden 
eine  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  und  die  entsprechenden  Systompunkte, 
die  sich  auf  diesen  Bahngeraden  bewegen,  liegen  auf  einer  Ranmcurve  drit- 
ter Ordnung,  deren  Phasen  die  Kegelfläche  erfüllen  und  durch  die  vier 
festen  Punkte  und  durch  die  Kegelspitze  gehen.  Hiernach  erhalten  wir  mit 
Beachtung  der  Umkehrung  der  Bewegung  die  Sätze: 

16.  Bei  der  geradlinigen  Bewegung  eines  collinear- ver- 
änderlichen räumlichen  Systems  bewegen  sich  die  Punkte 
einer  durch  die  vier  festen  Punkte  gehenden  Systemraum- 
curve  dritter  Ordnung  auf  den  Mantellinien  einer  Kegel- 
fläche zweiter  Ordnung,  alle  Curvenphasen  liegen  auf  dieser 
Kegelfläche  und  schneiden  sich  in  den  vier  festen  Punkten 
und  in  der  Spitze  dieser  Kegelfläche. 

17.  Bei  der  einförmigen  Bewegung  eines  collinear- ver- 
änderlichen räumlichen  Systems,  dessen  Punkte  sich  auf 
Bahncurven  dritter  Ordnung  bewegen,  die  durch  die  vier 
festen  Punkte  gehen,  erzeugt  jede  Systemgerade,  welche 
nicht  in  den  festen  Ebenen  liegt,  eine  Kegelfläche  zweiter 
Ordnung,  die  durch  die  vier  festen  Punkte  geht  und  deren 
Spitze  der  fünfte  gemeinsame  Schnittpunkt  der  auf  ihr  lie- 
genden, von  den  Punkten  der  Geraden  beschriebenen  Raum- 
curven  dritter  Ordnung  ist. 

Da  sich  erforderlichenfalls  neben  den  abgeleiteten  Sätzen  die  recipro- 
kcn  Sätze  von  selbst  ergeben,  so  wollen  wir  dieselben  nicht  mehr  besonders 
hervorheben. 

Betrachten  wir  die  Kegelflächc  ^^,  welche  von  den  durch  einen  Punkt 
Ds  gehenden  Bahngeraden  gebildet  wird  und  auf  der  die  Ranmcurve  dritter 
Ordnung  6«  liegt,  deren  Punkte  die  genannten  Geraden  durchlaufen,  als 
PbAse  einer  zu  dem  veränderlichen  System  gehörenden  Systemkegelfläche 


i    .    RuEMESTER. 

f,  H  itt  dio  Uaiitiicurvo  cl^  die  Cnrve,  in  der  die  KegelHäclie  iT,  die  durch  K 
fnmgte  [rüllbnbnflftcLu  berührt. 

Eine  Syslemgurade  ereäugt  bei  der  geradlinigeu  Bewegung  eine  Kegnt- 
Hiweilor  Ordnong,  deren  eino  Kegelschaar  durch  die  Pbaseu  der  Sy- 
lUngeraden,  deren  nnderc  durch  dia  Bahugemdea  der  Punklo  derS^Htoin- 
(«liildet  wird;  uod  die«o  Rogeluchnsreti  vertauucben  ihre  Rollu  bei  dor 
CokehraDg  der  Bewegung.  Die  erEengte  KegelfliicUe  zweiter  Ordnung 
Kbneidet  Jede  der  vier  feBten  Ebenen  ded  Tetraeders  in  zwei  Geraden  und 
Iwührt  demnach  diese. Ebenen  j  denn  wenn  in  einer  Phaao  ein  SjrstMiniiuttkt 
iti  beweglichen  Geraden  in  eine  Tetraeder« bene  gelangt,  so  fttUt  dio 
bnegliciie  Gerade  in  diese  Ebene. 

Die  Gesanimtbeit  aller  dnrcb  eine  Gerade  g  gehenden  Babngeraden 
berülireii  bekanntlich  eine  ComplexÜScbe*,  und  die  Systempnnkte,  welcho 
mf  diesen  Geraden  bewegen,  erfüllen  eine  durch  die  vier  festen  Punkte 
pWade  Regelfläche  zweiler  Ordnung.     Denn  betrachten  wir  die  Gerade  g 
ar  Hyalempbase  5,  gehörend  und  bezeichnen  wir  sie  demgemiaa  mit 
Uli  >o  entspricht  dieser  in  einer  andern  Systemphase  S,  eine  Gerade  g,, 
i<*{tn  wir  dnrch  g^  eine  Ebene  e,  und  bestimmen  zu  dieser  die  Ebene  e,  in 
t  und  BD  der  Schnittgeraden  v,  von  e,  and  f,  in  e,  die  entsprechende  Gerade 
i,  M  lind  die  Verbind ungsgeraden  der  entsprechenden  Pnnkte  von  i>,  und 
l|.  velclie  einen  Kegelschnitt  nmhUllun,  die  in  c«  liegenden  Bahugeraden, 
«f  dfloen  sich  die  PunLie  der  Systemgeraden  v  bewegen.   Legen  wir  Terner 
iwch  die  Gerade  5,  die  Ebenen  e',,  e", ,...,  dann  erhalten  wir  in  gleiciier 
Vliae  die  betreffendeu  Geraden  v\  ,  v", ,...  nnd  diese  erfüllen  eine  Regel- 
te 1  weiter  Ordnung,  die  dnrch  g,  und  g^  geht. 
Üaraaa  folgt  der  Satz: 

16.  Bei  der  geradlinigen  Bewegung  eines  col  linear- ver- 
ctliehen  rJinmlichen  Systems  bewegen  sich  die  Punkte 
tiner  die  vier  feelen  Pnnkte  ontholteadenRegeiriHchezwoi- 
1«  Ordaang  auf  Babngeraden,  die  durch  eine  Gerade  g 
I*li6n;  alle  Phasen  dieser  RegelfUcho  gehen  dnrch  die  Gd- 
•ni»g  und  umhüllen  eine  Oompl  ex  fUche,  fUr  welch«  g  «iDD 
l}*l>pelgerade  ist. 

Diese  KegolQftche  zweiter  Ordnung  geht  in  eine  Kegeltittche  zweiter 
vtilnaiig  über,  wenn  die  Gerade  g  selbst  eine  Bahngerade  ist;  und  es  Insson 
«knoeh  leicht  viele  interessante  Beziehungen  für  besondere  Lagen  der 
Qendio  jT  ableiten. 

6<i  der  einförmigen  krummlinigen  Bewegnng  eines  colIiuear-verKndef' 
lidiM  [lutnlichen  Systems  entspricht  jedem  8ys|empunkle  eine  durch  ihn 
l*lUDdi!  Bahuoarve;  alle  diese  ßahncurven  sind  entsprecUende  Gurren  In 
*<^ii«anD  iSumlichcn  Systemen ,  weU-he  die  vier  festen  Pnnkto  ala  selbat- 
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eutspreohende  Pnokte  besitzen,  und  bilden  in  ihrer  Oesammtlieit  diH 
Curveucomplex.  Ferner  entspricht  jedem  als  fest  BageseheneD  Pankte  di 
BHiunes  eine  dnrcli  ihn  gebende  Systemcurve ,  deren  Phasen  diesen  Punkt 
nmbtillen.  Diese  Beziehung,  welche  in  der  Lie'schen  Reciprocität*  ent- 
halten ist,  fuhrt  zu  wichtigen  kinematisch -geometrischen  Resultaten.  Wir 
gedenken  die  weiteren  Entwickelungen  der  collinear- veränderlichen  rXam< 
liehen  Systeme  in  einer  andern  Abhandlung  mitzntbetlen  und  wollen  hier 
nur  noch  die  bekannten  Sätze  über  die  in  sich  bewegten  Curven  und  FU- 
ohea  in  Kürze  aus  unseren  Hauptsätzen  ableiten. 

Legen  wir  durch  vier  Kanten  des  festen  Tetraeders  OPQR  {Fig.«), 
und  durcb  einen  beliebigen  Punkt  H^  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  so  wird 
diese  in  den  TeCraederecken  von  den  Tetraederebenen  berHbrt  nnd  die  bei- 
den nicht  auf  dieser  Fläche  liegenden  Tetraederkanten  OR  und  PQ  sind 
conjugirte  Polaren  dieser  Fläche.  Nehmen  wir  auf  einer  solchen  Flächo 
noch  einen  beliebigen  Punkt  H^  an,  so  entspricht  die  PlÜcLe  sich  seihst  in 
den  beiden  dnrch  die  entsprechenden  Funkte  OPQRH^  unAOPQHBy  be- 
stimmten collinearen  räumlichen  Systemen,  nnd  darana  folgen  die  Sätze: 

19.  Bewegt  sich  ein  Systempunkt  eines  einförmig  beweg- 
tGD  collinear-veränderlichen  räumlichen  Systems  auf  eiuei 
dnrch  vier  sei  bstentsprechende  Gerade  gehenden  Fläcb« 
Bweitor  Ordnung,  so  bewegt  sich  jeder  in  dieser  Fläche  li« 
gende  Systempunkt  auf  derselben,  und  diese  FUche,  sla, 
Syetemfläche  betracbtet,  bewegt  sich  in  sich  selbst. 

20.  Bei  der  einförmigen  Bewegung  eines  collinear-v 
ändorlichen  räumlichen  Systems  bewegen  sich  alle  FUcll 
zweiter  Ordnung,  welche  durch  dieselben  vier  selbele 
sprccbenden  Geraden  gehen,  in  sich  selbst,  wenn  ein  f 
stempunkt  sich  auf  einer  solchen  Fläche  bewegt. 

Bewegt  sich  ein  Systempnnkt  auf  einer  Geraden  einer  durch  vier  fest* 
Tetraeder  kanten  gebenden  Fläche  zweiter  Orduueg,  so  bewegen  sich  alle 
auf  dieser  Fläche  liegenden  Systempnnkte  auf  der  Regelschaar,  zu  dor 
diese  Gorade  gehört,  und  die  Geraden  dieser  Regelschaar,  als  Systemgera- 
den  angesehen,  bewegen  sieb  in  sich  selbst,  während  die  andere  Regel- 
schaar wandelnd  in  sich  selbst  übergeht.  Dasselbe  gilt  von  allen  dnrch  diU' 
selben  vier  Totraed erkaufen  gehenden  Flächen  zweiter  Ordnung,  demnach  be- 
wegen sich  in  diesem  Falle  alle  Systempnnkte  auf  Geraden ,  welche  diesel- 
ben beiden  gegenüberliegenden  Tetraederksnten  troffen,  nnd  die  Oeiammt- 
beit  aller  Geraden,  die  zwei  andere  gegenüberliegende  Tetra ederkanlea 
schneiden,  gebt  iu  sich  selbst  über.  Bewegt  sich  ein  Systempunkt  anf 
Bahngeraden,  welche  zwei  feste  gegenüberliegende  Tetraederkanten  scbnel- 


*  Lie,  Uebvr  Complexe,  inebediudere  Linien-  und  Kugelcompleie,  mit  Anw«) 
g  auf  die  Ttieorifl  partieller  LfifferontlalgleJohungoa ;  Uath.  Änoslen  Bd>  V| 


P'dlt,nid  betnchten  wir  eine  durch  die  rief  anderen  festen  Tetraederkanteii 
nde  Flttcbc  sweiler  Ordnung  als  Syslemiläcbe ,  ao  bi]i3en  üio  Phasen 
ein  FläclieDbU6cbel  iweiter  Orilaung,  und  auf  jeder  Babn- 
t  lind  die  ScbnittpQokto,  welche  dieselbe  mit  den  erstgenannten 
Brkanten  und  einer  Flächenjibaao  bildet,  vier  harmoniGche  Punkte. 
ni%me&  wir  zwei  anendlich  nahe  Punkte  At,  A^  im  Raums  an,  dann 
itiid  durch  diese  nnd  dnrch  die  fcaton  Punkte  OPQR  zwei  unendlicb  nahe 
Pliwaii  S,,  S^  einoa  einförmig  bewegten  coUiDear-veränderlicben  rSumlicheu 
lyitems  S  bestimmt.  Betrachten  wir  A^  als  einen  zu  S,  gehörenden  Punkt 
mul  beieicfanon  wir  ihn  demgemSss  mit  £, ,  dann  entspricht  diesem  ein 
QueDdlicb  naUor  Punkt  £,  in  S^;  sehen  wir  jetzt  ß,-als  zn  S,  gehörend  an 
ml  bezoi ebnen  wir  ihn  als  solchen  mit  C,,  dann  oatspricbt  diesem  in  S,  ein 
tDeiidlicb  naber  Punkt  C,  q.  b.  w.  Die  so  erhaltenen  Punkte  A, ,  ß,X, 
C,ff,,  D,  Cx,  --.  bilden  eine  Raumcurvo,  welche,  zu  S,  gehörend  angesoben, 
in  lieh  selbst  übergebt,  wenn  der  Systempunkt  A  die  Lagen  Af,  B,Jf, 
C,'St,...  einnimmt  and  S  aus  der  Phase  5,  in  S,,  S,  a.  s.  w.  gelangt,  fia- 
Wigt  sicli  ein  Sjstempnnkt  von  S  auf  einer  solchen  Bahucnrve,  die,  als 
fi^tlomcnrve  betrachtet,  sich  in  sieb  selbst  bewegt,  so  bewegen  sich  alle 
Bjnumpunkte  aur  solchen  Carven  und  eine  Systomcurve  erzeugt  w&hrend 
liuer  Bewegung  eine  DahoflSche,  die,  als  Systemfläche  angesehen,  sieb  in 
iek  selbst  bewegt. 

Diese  Curven  nnd  Flächen,  welche  sieb  als  Folgerungen  unserer  Uaupt- 
fttie  ergeben,  wurden  von  den  Uerren  Klein  und  Lie*  zuerst  behandelt 
ksd  als  fF-Curven  nnd  fF- Flächen  bezeichnet;  wir  wollen  sie  ihrer  Ent- 
tmhnae  gemfiss  SelbstbUlIcurven  und  Selbsthül  Iflächen  neunen- 
uic  Tangenten  einer  Solbstbüllcurve  sibd  Gerade  eines  Strahlencomplexes, 
dtsien  Geraden  die  festen  Tetraederebenen  iu  vier  Punkten  treffen,  die  ein 
MDstantes  DoppelverhHltniss  bilden;  denn  eine  unendlicb  kleine  kruum- 
Boig«  Bewegung  können  wir  als  eine  geradlinige  und  die  Punkte  einer 
Bclbitballcurve  als  Sjstempnnkte  in  einer  bestimmten  Systemphase  lie- 
{ud  ansehen.  So  lassen  sich  in  gleicher  Weise  alle  projecti viachen 
Bgenschaften  der  Selbsthflllcurven  und  Selhstbüllflacben  aus  den  oben  auf. 
{tittllten  Hauptsätzen  ableiten.  Wenn  wir  statt  der  beiden  unendlich  nahen 
Fnakte  J,,  A^  zwei  unendlich  nahe  Kbenen  e,,  e,  nehmen,  dann  erhalten 
i' durch  analoge  Behandlung  die  reciprokon  Beitiebungen. 
!4chmen  wir  die  beiden  unendlich  nahen  Punkte  A^  A,  auf  einer  daruh 
fisr  featQ  Tetraederkauten  gebenden  Fläche  aweiter  Ordnung  an,  die  nach 
Obig«(D  «ine  specteile  Selbstbilllflächo  ist,  so  erbalten  wir  eine  auT  dieser 

*  Sar  »He  cerl/iine  fanälle  de  courbca  et  de  lurfoce»,  Ompla  rmdui  1B10,  /,  p.  1223, 
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Fläche  liegende  Selbsthüllcurve ,  welche  Herr  Lindemann*  eine  projec- 
livische  Schraubenlinie  nennt.  Eine  aof  einer  solchen  SelbsthüUflttche 
liegende  Raumcurve  dritter  Ordnung,  welche  zwei  Geraden  einer  Regel- 
schaar,  etwa  die  Geraden  PK  und  QO  (Fig.  9),  resp.  in  den  Punkten  R  und  O 
berührt,  ist  durch  noch  einen  Punkt  X^  der  Selbstbüllfläche  zweiter  Ordnung 
bestimmt,  und  nehmen  wir  auf  dieser  Raumcurve  dritter  Ordnung  einen 
Punkt  X^  an,  dann  ist  dieselbe  eine  selbstentsprechende  Curve  in  den  durch 
die  entsprechenden  Punkte  OPQRXi  und  OPQRX^  bestimmten  collinearen 
Systemen  und  demnach  eine  specielle  Selbsthüllcurve. 

Legen  wir  durch  eine  nicht  auf  jener  Selbsthüllfläche  liegende  feste 
Tetraederkante,  etwa  durch  0/2,  eine  Ebene  E^  so  ist  der  Regelschnitt  w^ 
den  sie  mit  der  Fläche  bildet,  eine  Selbsthüllcurve;  denn  nehmen  wir  auf  n; 
zwei  beliebige  Punkte  Fj  und  F,  als  entsprechend  an,  so  entspricht  der 
Kegelschnitt  w  und  die  Ebene  E  sich  selbst  in  den  collinearen  Systemen 
OPQRFi  und  OPQRV^.    Hieraus  folgt: 

Bewegt  sich  ein  Systempunkt  eines  einförmig  bewegten  collinear  -  ver- 
änderlichen räumlichen  Systems  auf  einem  Kegelschnitt,  der  durch  zwei 
selbstentsprechende  Punkte  einer  festen  Tetraederkante  geht  und  bei  dem 
diese  Kante  zugleich  die  Polare  des  von  der  Kegelschnittebene  mit  der 
gegenüberliegenden  Tetraederkante  gebildeten  Punktes  ist,  so  bewegen  sich 
alle  Systempunkte  auf  solchen  Kegelschnitten  und  die  Ebenen  derselben, 
welche  alle  durch  jene  Tetraederkante  gehen ,  bewegen  sich  in  sich  selbst. 

Bei  einem  starren  räumlichen  System  ist  das  Analogon  dieser  Bewegung 
eine  Drehung  um  eine  Axe,  auf  der  die  in  sich  selbst  bewegten  Ebenen 
senkrecht  stehen;  jene  Kegelschnitte  werden  dann  durch  Kreise  und  jene 
speciellcn  Selbsthüllflächen  durch  coaxiale  Kreiscylinderflächen  vertreten. 

Nehmen  wir  in  einem  einförmig  bewegten  collinear- veränderlichen 
System  S  einen  Strablencomplex  C  an ,  dessen  Gerade  mit  dem  festen  Te- 
traeder ein  constantes  Doppelverhältniss  bilden,  und  betrachten  wir  zwei 
Gerade  ^i ,  g^  des  Strahlencomplexes  als  entsprechende  Gerade  zweier 
Systerophasen  ^i,  5,,  dann  decken  sich  die  Phasen  C, ,  C,  des  Strahlencom- 
plexes C,  and  demnach  geht  derselbe  wandelnd  in  sich  selbst  Über.  Die 
Geraden  ^i,  g^  bilden,  weil  sie  zu  dem  Strablencomplex  gehören,  gleiche 
Doppelverhältnisse  mit  dem  festen  Tetraeder,  und  demnach  gilt  dasselbe 
von  allen  Geraden  der  beiden  Complexphasen  C^ ,  C^,  Wir  erhalten  hieraus 
den  Satz: 

20.  Bewegt  sich  eineSystomgerade  eines  einförmig  be- 
wegten collinear -veränderlichen  räumlichen  Systems  so, 
dass  sie  mit  Geraden  eines  Strahlencomplexes  zusammen- 
fällt, welche  mit  dem  festen  Tetraeder  ein  constantes  Dop- 
pelverhältniss bilden,  so  geht  dieser  Strahlencompl  ex,  wenn 

*  a.  a.  O. 
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er  za  dem  Systom  gehörend   angesehen  wird,  in  sieb  selbst 
übor*. 

C.    Kreisverwandt- veränderliche  ebene  Systeme. 

Zwei  ebene  Systeme  beisson  kreisverwandt "^j  wenn  jedem  Pnnktü  des 
einen  Systems  ein  Punkt  des  andern  dergestalt  entspricht ,  dass  von  je  vier 
Pnnkten  des  einen  Systems,  welche  in  einem  Kreise  liegen,  die  vier  ent- 
sprechenden im  andern  gleichfalls  in  einem  entsprechenden  Kreise  liegen 
und  dass  der  Winkel ,  anter  dem  sich  zwei  Kreise  in  einem  System  schnei- 
den, in  Grösse  und  festgestelltem  Sinne  gleich  dem  Winkel  ist,  welchen  die 
entsprechenden  Kreise  im  andern  System  bilden. 

Nehmen  wir  in  den  kreisverwandten  Systemen  5,,  Sf  (Fig.  10),  welche 
in  einer  Ebene  liegen,  drei  Paare  entsprechender  Punkte  ^i,  ^i,  C,  und 
•^t)  ^t)  ^t  <^°)  so  sind  die  Systeme  nach  der  gegebenen  Definition  bestimmt 
nnd  wir  können  zu  jedem  vierten  Punkte  />|  den  entsprechenden  D^  bestim- 
men. Wir  beschreiben  durch  ^|  B^  C^  und  A^  B^  C,  resp.  die  Kreise  Ar,  und  Ar,, 
ferner  die  Kreise  A, ,  t, ,  welche  beziehungsweise  durch  J,  C,  Z),  und  B^  C,  />' 
gehen,  ziehen  den  durch  A^C^  gehenden  Kreis  A,,  der  Ar,  unter  dem  Winkel 
schneidet,  dessen  Grösse  und  Sinn  gleich  dem  von  A,  und  Ar,  gebildeten 
Winkel  ist.  In  gleicher  Weise  bestimmen  wir  den  Kreis  t,,  der  t,  ent- 
spricht, dann  ist  der  nicht  auf  k^  liegende  eindeutig  bestimmte  Schnittpunkt 
Z>,  der  Kreise  A, ,  i,  im  System'5,  der  entsprechende  Punkt  von  2>,  im  Sy* 
stem  5,.  Aus  dieser  Coustruction  folgt,  dass  die  Winkel,  welche  die  Kreis- 
paare A,  t,  und  ^2^1  sowie  die  durch  A^B^  />,  und  A^B^Df  gehenden  Kreise 
mit  den  entsprechenden  anderen  Kreisen  bilden,  in  Grösse  und  Sinn  in  bei- 
den Systemen  beziehungsweise  gleich  sind;  dadurch  ist  dann  die  Realität 
der  in  der  Definition  gegebenen  Kreisverwandtschaft  bestätigt.  Da  jeder 
durch  drei  unendlich  naheliegende  Curvenpunkto  gehende  Kreis  ein  Krüm- 
mungskreis der  Curvo  ist,  so  sind  die  Krümmungskreise  entsprechender 
Punkte  zweier  kreisverwandter  Curven  entsprechende  Kreise  in  den  krois- 
verwandten  Systemen,  denen  diese  Curven  angehören,  und  der  Winkel, 
unter  dem  sich  zwei  Curven  in  einem  System  schneiden,  ist  glöich  dem 
Winkel,  unter  welchem  sich  die  entsprechenden  Curven  im  andern  System 
treffen. 


*  L  i  0 ,  Ueber  dio  Rcciprocitätsverbältnisse  des  Reye*8chen  Complexos ,  Göt- 
tingor Nachrichten  1870,  II. 

•♦  Mob i US,  Ueber  eine  neue  Verwandtschaft  zwischen  ebenen  Figuren  (Be- 
richte über  die  Verliandlungen  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig  1853, 
>S.  14).  Mübius,  Theorie  der  KreisvcrwandtRchaft  (Abhandlungen  der  mathemat. 
Classe  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipaig  Üd.  II,  8.  531).  Atagnus j 
NouvelU  miihode  pour  dicouorir  des  thiorbnf  de giamÜHe  (Grell e's  Journal  Bd.  8). 
M  agnus,  Sammlung  von  Aufgaben  and  If^**-"*'  *^r  analjtiicbeo  Geometrie, 

1833,  Bd.  I,  S.  236  und  200. 


FIlicbc  liegeDde  Selbbtiiüllcmvu,  welvlie  lieri  LiudaoauD*  eine  pn^V 
livUchc  Schraiibenlmie  neuot.  Eiuc  auf  einer  soIcUeo  S«  Ibslh  Uli  fliehe  1 
liegcude  Kanmcorve  dritter  Ordouug,  welcLe  zwei  GeradoD  oinot  Regel- ■ 
scbaar,  etwa  dio  Geraden  PR  and  QO  (Fig.  9),  tesp.  in  den  rnnkteo  A  und  Ü  fl 
berttlirl,  ist  durcb  nocL  einen  Paukte,  der  SelbsltiullSächo  zweiter  Ordnuig  I 
besciuiml,  und  nebinen  nir  auf  dieser  Raumcurve  dritter  Ordnung  oiuea  I 
Punkt  Xf  an,  dann  ist  dieselbe  eine  selbstenUprecbende  Carve  in  den  dunk  ■ 
die  uutspiechenden  Punkte  OPQItÄ',  nnd  OPQRX^  bestimmten  coUineinsl 
Syetemcu  und  demnach  eine  epecielle  Selbstbültcnrve.  I 

Legen  wir  durch  eine  nicbt  anf  jener  SelbsttiüUdäcbe  liegende  feit«  I 
Tetraederkftute,  etwa  dnrcb  OR,  eine  Ebene  E,  bo  ist  der  KegeUebnitl «,  I 
den  sie  mit  der  Fläche  bildel,  eine  Selbalhmicurre;  denn  nebmco  v'u  »aiie  I 
Ewei  beliebige  Punkte  F,  nnd  F,  als  entsprechend  an,  so  entapricbl  do  I 
Kegelschnitt  w  nnd  die  Ebene  E  sieb  selbst  in  den  cotlineareQ  SfiUmou  I 
OPQRr,  nnd  OPQRF^.    Hieraus  folgt:  I 

Bewegt  sich  ein  Syntempunkt  eines  oiufjirniig  bewegten  callinear-nt-  I 
Aoderticben  ränmlichen  Systems  auf  einem  Kegelsobnitt,  der  durcb  twu  I 
selbstentsprecbende  Punklo  einer  Testen  Tetrae  der  kante  geht  nnd  bei  Jen  I 
diese  Knote  zugleich  die  Polare  des  von  der  Kegels chnittebeae  mit  d«  I 
gegenüberliegenden  Tetraedeik&nte  gebildeten  Punktes  ist,  so  bewegen lick  I 
nlle  Sjrstempankte  auf  solchen  Kegclschnitlen  nnd  die  Ebenen  derselWtl 
wolcbe  alle  durch  jene  Totraedorkante  geben ,  bewegen  sieb  in  sieb  (ellxL  ■ 

Bei  einem  starren  räumlicben  System  ist  das  Analog  jü  dieser  Dewegnngl 
eine  Drebung  um  eine  Axe,  auf  der  die  in  sich  selbst  bewegten  EbaBtBa 
senkrecht  stehen;  jene  Kegelschnitte  werden  dann  durch  Kreise  und  j<ii*l 
speuiellcn  SelbslhUllUJichen  dnrcb  coBiiale  Kroiscyliudertläcben  verliettiM 

Nehmen  wir  in  einem  einförmig  bewegten  collinear- verUndetlicbtH 
System  S  einen  Strahleucomplex  C  au  ,  dessen  Gerade  mit  dem  featen  Tm 
traeder  ein  constantes  DoppelverhXlluiss  bilden,  und  belracbiCD  wir  nrn 
Gerade  g,,  ^,  des  Sirablencomploxes  als  entsprechende  Gerade  swetJ 
Systempbasen  Si,  S^,  dann  decken  sieb  die  Phasen  C, ,  C,  des  Stralilenco  J 
plexes  C,  und  demnach  geht  derselbe  wandelnd  in  sich  selbst  Über.  DU 
Geraden  y,,  g^  bilden,  weil  sie  zu  dem  Strahlencomplex  geboren,  glcicld 
Doppelverhällnisae  mit  dem  feateu  Tetraeder,  nnd  demnach  gilt  dasaallil 
von  allen  Geraden  der  beiden  Complexphasen  C, ,  C,.  Wir  erhallca  hierMB 
den  Satz:  I 

20.  Bewegt  sieb  eine  Sy stemgernds  eines  einfärmig  bd 
wegleu  collinear  -  verttuderlicben  rliumlichen  Syslems  «■ 
daas  sie  mit  Geraden  eines  Slrabloncomplexes  zasaBitnoa 
fallt,  welche  mit  dem  fosleu  Tetraeder  ein  constantes  Dofl 
polvorhältniss  bilden,  so  geht  dieser  Sirabicncomplei,  w«lfl 


a.  B.  0. 


C.    EreiBTSivandt- veränderliche  ebene  Syiteme. 

Zwei  obeue  Systeme  brissen  kroisvfnvnndt"*,  wenn  jedom  Puuktu  di^s 
Itn  Systeme  cid  Pankt  des  andern  dergestalt  cntspriclil,  dass  von  jo  vier 
ektev  des  einen  Systems,  welche  iu  einem  Kreise  Hegen,  die  vier  ont- 
tchcQden  im  andern  gleichfalls  in  einem  entsprechenden  Kreise  liegen 
Idass  der  Winkel ,  unter  dem  sich  zwei  Kreise  in  einem  System  sehnet- 
GrGsse  und  feslgealelltem  Sinne  gleich  dem  Winkel  ist,  welchen  die 
iptechondt'n  Kreise  im  andern  System  bilden. 
Nehmen  wir  in  den  kreisver wandten  Systemen  S, ,  Sf  (Fig.  10),  welche 
ioer  Ebene  liegen,  drei  Paare  entsprechender  Funkte  ji,,  B,,C,  nnd 
Sfi  C|  au ,  so  sind  die  Systeme  nach  der  gegebeaeii  Definition  boalimml 
ä  wir  können  zu  jedem  vierten  Paukte  D,  den  entsprechenden  ß,  bestim- 
beKchreiben  durch  A,  B^  C,  und  At  ß,  C,  resp.  die  Kreise  k,  und  k,, 
Kreise  A, ,  i, ,  welche  beziehnagsweise  durch  J,  C,  D,  und  B,  C,  D' 
Md,  üiehen  den  dnrch  ^,C,  gehenden  Kreis  A,,  der  A-,  unter  dem  Winkel 
Dddet,  dessen  Grösse  nnd  Sinn  gleich  dem  von  h,  und  Ar,  gebildeten 
iiliel  ist.  In  gleicher  Weise  bestimmen  wir  den  Kreis  i, ,  der  f,  ent- 
äcbl,  dann  ist  der  nicht  auf  k^  liegende  eindeutig  hestimmle  Schnittpunkt 
ä«r  Kreise  A,,  i,  im  System'S,  der  entsprechende  Punkt  von  D,  im  8y- 
B  Sy.  Ans  dieser  Constrnction  folgt,  dass  die  Winkel,  welche  die  Kreis- 
ln h,i,  nnd  h,i,,  sowie  die  dnrch  J,B,D,  und  AtB,ß,  gehenden  Kreise 
den  entsprechenden  anderen  Kreisen  bilden,  in  Grösse  und  Sinn  in  boi- 
Syslemen  beziehnngswoise  gleich  sind;  dadurch  ist  dann  die  ReaütXt 
in  der  Deßnilion  gegebenen  Kreisverwnndlsehaft  bestätigt.  Da  jeder 
lli  drei  nnendlich  naheliegende  Curvcnpunkto  gehende  Kreis  ein  Kriim- 
gakreie  der  Curve  ist,  so  sind  die  Krümmungskreise  entsprechender 
BT  kreisverwaiidler  Cnrven  entsprochende  Kreise  iu  den  kreis- 
randlen  Systemen,  denen  diese  Onrvon  angehören,  nnd  der  Winkel, 
r  dem  sich  zwei  Cnrven  in  einem  System  schneiden,  ist  gleich  dem 
kel,  nnler  welchem  sich  die  entsprechenden  Cnrven  im  andern  Syeteu 


,  üöl- 


'  LIe,  Ueber  die  RcciprocitlilaverhiLltniage  des  Keye'sche»  Complei 
r  HMbrichten  I8T0,  lt. 

"  UCbiaa,  Ueber  eine  ucue  Terwaiidleeliaft  Ewiacleii  ebenen  Figuren  (lie- 
I  aber  die  Vtrlianillungeii  der  Oesei'scliHft  der  Wiaaensclisfteii  za  Leipzig  IHbi, 
I.  Ulibini,  Theorie  der  Kreis verwandtnchart  (Abliandlwigen  der  malhemat. 
■  der  Geiellivhan  der  Wissenschuften  zu  Leipzig  Bd.  U,  S.  &3r}.  Mognui, 
<U»  milhode  pimr  dieuuerir  dtf  tMarime*  de  giomitrit  [Cretl  e's  Journal  Bd.  8). 
:■,  Sammlaug  von  Aufgaben  und  Lehrsätseu  aus  der  analytiscben  Oeoraetrie, 
.JU.i,8.  230uad290. 


Liegt  der  Pankt  D,  (Fig.  lOo)  aaf  dem  Kreise  k, ,  dann  erbaltea  nS 
zu  jedem  vierteD  Ponkte  /),  anf  A,  wegen  des  oindeutigeo  EDtspTGchcns  dei 
enuproclieaden  Punkti'i  anf  A:,  milteU  zwei  perBpectivisch  liegender  Strahlen 
bUscliel,  deren  Mittelpunkte  s,  unds,  \a  den  Schnittpunkten  liegen,  welche  eiafl 
VerbinduDgHgorade  eotsprecheuder  Punkte,  etw&  J\,Jt,  mit  den  Kreisen  A, 
kx  bildet.  Liegt  ein  Punkt  Vx  des  Systems  S,  im  Unendlichen,  dann  sind  did 
durch  .4,  C[  t/|  und  £,6',  t',  gehenden  Kreise  A,,  t,  Gerade,  Kreise  mit  uuendlioli 
grossem  Badius,  und  die  eDtsprochenden  Kreise  A,,  i,  liefern  im  System  S^ 
den  im  Endlichen  liegenden  Punkt  ü,,  der  V,  entepricht.  Diese  Bestim:^ 
muDg  gilt  aber  für  jeden  andern  Paukt,  der  einem  unendlich  fernen  Punkte 
entspricht;  demnach  entspricht  allen  im  Unendlicheu  liegenden  Ponktes 
des  Systems  S,  der  eine  Punkt  V,  im  System  S^,  und  umgekehrt  ontsptd 
chen  dem  Paukte  U^  in  S,  nlle  unendlich  fernen  Punkte  in  S,,  also  nicht  eil 
einziger  Punkt.  Da  aber  nach  unserer  Definition  jedem  Punkte  ein  Punk 
enljipicchen  soll,  so  wollen  wir  sagen:  allen  unendlich  fernen  Punkten  ii 
entsprüchen  die  Paukte  eines  unendlich  kleinen  Kreises  U,\a&t,  den  wir 
den  Gegenpunktkreis  uenneu.  Darnach  entsprechsD  den  unendlich  fer- 
nen Punkten  in  einem  System  die  Punkte  des  Oegeupunktkreises  im  andern 
Jeder  Geraden  in  einem  System  entspricht,  weil  sie  einen  unendlich  fernei 
Punkte  enthält,  im  andern  System  einem  durch  den  Gegen punktkreis  eds 
Gegenpnnkt  desselben  gehenden  Kreise.  Hieraus  folgt,  dass  jedem  durch  d«l 
Gegeupunkt  eines  Systems  gehenden  Kreise  eine  Gerade  im  andern  Systei 
entspricht,  and  dass  ebenso  jeder  durch  den  Gegenpunkt  eines  SystenK 
gebeuden  Geraden  eine  Gerade  im  andern  System  entspricht.  Die  entspra 
chenden  Punktreibon  auf  entsprechenden  Kreisen  und  Geraden  sind  wega 
ded  eindentigon  Entspreche ns  colli near. 

Es  seien  in  Fig.  II  in  den  Systemen  S, ,  5,  die  Punkte  V,,  T,  di 
Gegenpnnkte  und  j;, ,  jf,  entsprechende,  durch  die  Gegeupunkte  gehend) 
Gerade,  auf  denen  ^, ,  A^  entsprechende  Punkte  sind.    Ziehen  wir  durch  V 
in  S,  eine  sweite  Gerade  g\  und  bezeichnen  wir  den  Winkel,  wetcbeu  y,g'i 
bilden,  mit  v,  so  entspricht  derselben  in  S,  eine  dnrch  £7,  gebende  Gerad 
g\ ,  die  mit ;;,  denselben  Winkel  v  einscblieest.    Die  entsprechenden  Punkt 
reiben  auf  g,  und  g,  sind  durch  die  drei  Paare  entsprechender  Punkte  A, 
r, ,  ü,  und  At,V^,Vt,  von  denen  P,,  F,  im  Unendlichen  liegen,  bestimm! 
und  HU  einem  vierten  Punkte  £,   auf  p,  erhalten  wir  auf  bekannte  Weifi 
den   entsprechenden  Punkt  £,  auf  g^.     Beschreiben  wir  durch  A,B,  na 
durch   einen  beliebigen  Pnnkt  Ä^  anf  g\  einen  Kreis  k,,   dessen  KweiM 
Schnitt  mit  g\  der  Punkt  ß",  sein  möge,  so  liefert  der  entsprechende  Krail^ 
it,,  der  durch  Jt^  ^t  S"^*^ '"'''  ^^^  Gerade  g,  unter  demselben  Winkel  wie  ^t: 
die  Gerade   7,   schneidet,   auf  g'j  die  Schnittpunkte  jtt,  B",,  welche 
Punkten  A",,  B",    entsprechen.     Da  nun   bekanntlich   bei  den  colUnei 
j'ßilieii,  deren  Gegeupunkte  F, ,  ü^  sind: 


u,A-  P.-*'.=  y^B",-  Vtir, 

ist  und  da  ferner  die  GleichuDgen 

bestehen,  ao  folgt  durch  Maltiplication  der  beiden  letzten  und  mit  Deaclituug 
dsr  beiden  ersten  Gleichnogen 

r,  A,  _  P,  A\       V,B,       ütB", 

y, ^, ~ ü»At '  f\Wl ^ u,Bt' 

Demsach  eind   die  Dreiecke    F,^,^,    and    f,^,^,,   sowie    F,  jS,  ß',    und 
0,  fl',  *,  Ähnlich. 

Mit  mife  dieser  Beziehangen  kSnnen  wir  sehe  leicht  entsprechende 
Punkte  in  kreisverwandten  Systemen  5,,  5,,  in  denen  die  Gegenpnnkte  V„ 
Vf  and  iwei  entsprechende  Pnnkte  A,,  A^  gegeben  sind  und  der  Sinn  eines 
Winkelpaares  festgestellt  ist,  conatruiren.  Wir  erhalten  z.  B.  in  Fig.  11  au 
dem  Punkte  B",  ia  5,  den  entsprechenden  Punkt  fT,  in  5,,  indem  wir  das 
Dreieck  E^I^^J^  construiren,  welches  dem  Dreieck  r,,4,£',  ähnlich  ist. 
Der  Sinn  des  Winkels  v  ist  hierbei  noch  willkürlicli  anzunehmen;  sobald 
dieser  aber  festgestellt  ist,  sind  die  entsprechenden  kreisTerwandten  Sy- 
steme S, ,  S^  bestimmt.  In  gleicher  Weise  erhalten  wir  zu  einem  Punkte 
C,  in  S,  den  entsprechenden  C,  in  S,,  wenn  wir  das  Dreieck  V^C^A^  äbnlicli 
dem  Dreieck  V,  A,  C,  machen.  Aus  dieser  Bestimmung  folgt,  dass  Jedem  um 
F,  als  Mittelpunkt  beechriebeaen  Kreise  in  S,  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt 
I7|  ist,  in  S,  entspricht  und  dass  allen  Funkten,  welche  in  einem  System 
innerhalb  eines  solchen  Kreises  Hegen ,  im  andern  System  Punkte  entspre- 
chen, die  ansserhalb  des  entsprechenden  Kreises  liegen. 

Sind  .4,  iß,  C,  0,  und  ^,i?,f,/>,  entsprechende  Punkte  in  den  kreisver- 
wandten Systemen  S,,  5,,  deren  Gegeupunkte  F,,  V^  sind,  so  folgt  aus  den 
Ähnlichen  Dreiecken 

r,  ^,  5,  ^  U^B^A^,  AtB,:F,Bi^BtA,:U,At, 

V,  B,C,  n^  UtC^B,,  V,B,■■B^C,  =  ütC^-.C^B,, 

y,C,D,  ^Ü,D,C^,  CiDx:y,I>,  =  D,C^:ÜtC,, 

F, />,J,  pw  0,A,Ö,,  y,D,:DiA,  =  ntA,:A,Dt* 

tiad  diese  Proportionen  liefern  die  Gleichung 

^,g|.Ci  J,_^.fl.  .<^Z>. 
B,  C, .  ß,  A,~  B^Ct .  DtAt' 
welche  die  Gleichheit  der  durch  vier  Paare  entsprechfloder  Punkte  zweier 
kreisverwaudter  Systeme  bestimmten  Doppelverhältnisse  ausdrückt. 

Nehmen  wir  an,  es  seien  in  den  kreisvorwaudteu  Systemen  S,,  &, 
(Fig.  12)  ff, ,  ff,  zwei  entsprechende  Gorade,  welche  resp.  durch  die  Gegen- 
punkte  V,,  C,  dieser  Systeme  gehen;  dann  ni^htlUen  die  VarbinduDgagetk- 
den  entsprechender  Punkte  die«ei  ^        -  - 


mpuiikte  wir  mit  0  und  P  besoicbnen  wollen.  Verbiadea  wir  niiD  di 
eineD  BrenDpankt,  etwa  0,  mit  ilea  GegenpuukteD  V,,  Ut  i»"l  mit  3w«i  enb 
sprecboodeu  Pankion  J,,  4^  der  Geraden  g,,  9*;  dann  sind  die  Dr«i«ckl 
F,  A,  0  Q[id  f/,  0  ^,  Khnlicb.  Da  r,  und  IT,  Gegeopanktc  d<>r  nnf ;;, ,  9,  Ün 
geiideii  eoteprccbenilon  colliuoareii  Punktreihen  »iad,  ao  int  die  Kegel 
echniltstangentc  Fy(  parallel  g^  und  die  KegclschuitttitHngeDte  (/,("  parall« 
ff,,  die  Punkte  F,,  [^,  Hegen  auf  einem  Durchmesser  dea  Kegelfichnilta  t  um 
Oy,  ist  parallel />r,  und  demnach  ist  Winkel /»F,('=0t7,,<,  =  0r,  ^,.  Zi«bei 
wir  On  parallel  p,,  dann  ist  Winkel  OAtV,  =  nOA,;  und  da  bekanntlich  d« 
Winkel  V,0n  =  A,OAt,  so  folgt,  dass  auch  Winkel  V,OA,  =  V,A,0  ist 
Damit  ist  die  Aebnltchkeit  der  obeugenannton  Dreiecke  bewiesen.  In  glet' 
eher  Weise  ergieht  aicb,  dass  aucb  die  Dreiecke  F,  ^,  P  und  0,PA,  llhnliel 
sind  und  folglich  sind  die  Brounpunkte  0  und  P  des  Kegelacbuiltes  t  selbst 
eutspreuhende  Punkte  der  kreisverwandten  Systeme  S,,  S,.  Zwei  kreisTM 
wtindto,  in  gleichem  Sinne  liegende  Systeme  können  nur  iwei  selbstentaprtt 
chenilo  Puukte  besitzen,  denn  wenn  drei  solcher  Punkte  vorhanden  sind,  n 
tritt  Deckung  der  Systeme  ein,    Wir  erbalten  demnach  den  Satz:  ^ 

21.  Die  beiden  selb  stontsprechouden  Punkte  KWOtei 
krei^verwAndter  ebener  Systeme  sind  die  Brennpunkt«  des 
jeuigon  Kegelschnittes,  der  von  den  Verbindungsgemdei 
Bweier  entsprechender  gerader  Punktreihen  der  Syatemi 
umbullt  wird. 

Nach  diesem  Satze,  den  Herr  Siebeck  (Ornn.  Archiv  IS99,  S.  470 
mitgetheilt  bat,  können  wir  die  beiden  sclbetontsprechenden  Punkte  swctw 
kreisverwandter  Systeme  stets  bestimmen*.      Ist  der  Kegeltichnitt 
Parabel,  dann  liegt  der  eine  Brennpunkt  im  Unendlichen  und  in 
Falle   gebt    die    KreiaverwandtschaTt  in    Aelinlicbkeit   über.     Ein   ebeni 
System,  welches  sieb  in  seiner  Ebene  derart  ändert,  dass  alle  seine  Phaai 
kreis  verwandt  sind,  wollen  wir  ein  kreis  verwandt -veränd  erlic 
ebenes  System  nennen. 

Nehmen  wir  an,   es  seien  0,  P  die  selbstentsprechenden  Punkte  dt 
kreisverwandten   ebenen  Systeme  S,,  5,,  S,,  .,.,    und    weisen   wir  ein 
beliebigen  Syatempunkte  A,  in  S,  die  beliebigen  entsprechenden  Punkte 
Aj,  ...  beaiehnngsweise  in  S,,  S,,  ...  su,  so  sind  diese  Systeme  bestin 
und  wir  köunea  bu  jedem  vierten  Punkte  fi,  in  S,  die  enlsprecheuden 

*  Ancb  von  Herrn  Ilellavilis  iat  eine  fast  gleichartige  Bestimmung  der  aelbat 
Oll tap rech endon  Ptmktc  angegeben.    Wenn  uinn  den  Kegelscbnitls-MUteipnnkt  Mb 
Fig.  13  mit  dem  Durchschnitte  der  Geraden  g^g^  verbind«!  und  aaf  dieser  £>  «1 
■immt,  dass  Mi^  =  yi  A,    V^A^  iil,  ao  sind  ML  und  MUi  ouujugirtB  Ualbmeaaer  •< 
KegelscIiTiities .  deeaen  ßremipunkle  0,  P  die  sclbatontepru  eben  den  Pnnktu  ri 
tiren.    Exponilian  de  la  milhoäe  de*  tquipoUenm par  Giunlo  Btttaviiit,  (i 
j>irii£iM  par  La  I*  aat,  Pai-U  1674,  g  25.   Feruor  In  SomeUe*  Aimala  de  lUaÜU 
J818,  ».  543. 
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^,, ...  In  S^,  5,,  ...  in  der  oben  angegebenen  Weise  bestimmen.  Betrach- 
ten wir  diese  Systeme  5|,  5,,  5,,  ...  als  Phasen  eines  krcisvorwandt- ver- 
änderlichen ebenen  Systems  5,  in  dem  die  beiden  Systempunkte  0,  f\  die 
wir  Verwandtschaftspole  nennen,  fest  sind;  nnd  nehmen  wir  an,  ein 
Systempunkt  A  bewege  sich  auf  einer  Bahncnrve  a ,  so  durchschreitet  auch 
jeder  andere  nicht  feste  Systempunkt  B  eine  Bahncurve  6.  Denken  wir  uns 
die  Gesammtheit  aller  Systemphasen  ^m  ^t«  ^i«  •••  (lurch  Inversion  (reci- 
proke  Radien)  in  Bezug  auf  einen  der  selbstentsprechenden  Punkte  oder 
Verwandtschaftspole,  etwa  P,  als  luversionscentrum  in  die  verwandton 
Systeme  ^, ,  S\^  S\^  ...  verwandelt,  so  haben  alle  diese  Phasen  den  ent- 
sprechenden Punkt  (/  von  0  und  die  unendlich  ferne  Gorade ,  welche  dem 
Punkte  P  entspricht,  entsprechend  gemein;  demnach  können  wir,  da  die 
Winkel  durch  Inversion  nicht  geändert  werden,  die  Systeme  S\^  ^\tS\t  *•• 
als  Phasen  eines  einförmig  bewegten  ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems 
S^  ansehen,  in  dem  der  Punkt  0'  der  Aehnlichkeitspol  ist.  Hiernach  können 
wir  die  Beziehungen,  welche  bei  der  Bewegung  des  ähnlich-veränderlichen 
Systems  S'  auftreten,  auf  die  Bewegung  des  kreisverwandt- veränderlichen 
Systems  S  Übertragen ;  und  wir  wollen  auch  hier  die  Bewegung  des  Systems 
Sy  bei  dem  zwei  Punkte  fest  sind,  die  einförmige  Bewegung  desselben 
nennen.  Da  bei  der  einförmigen  Bewegung  eines  ähnlich  -  veränderlichen 
ebenen  Systems  alle  Bahncurven  ähnliche  Curven  in  ähnlichen  Systemen 
sind ,  welche  den  Aehnlichkeitspol  entsprechend  gemein  haben ;  und  da  die 
Verbindungsgeraden  aller  Punkte  einer  Phase  eines  ähnlich-veränderlichen 
ebenen  Systems  mit  dem  Aehnlichkeitspol  der  Phase  gleiche  Winkel  mit 
den  Tangenten  der  Bahncurven  dieser  Punkte  bilden,  so  erhalten  wir  durch 
Uebertragung  die  Sätze: 

22.  Sind  zwei  Punkte  eines  kreisverwandt  -  veränder- 
lichen ebenen  Systems  fest,  so  sind  alle  Bahncurven  der 
beweglichen  Systempunkte  entsprechende  Curven  in  kreis- 
vervmndten  Systemen,  welche  diese  festen  Punkte  als  selb st- 
entsprechende  Punkte  besitzen. 

23.  Alle  Kreise,  welche  durch  die  beiden  Verwandt- 
schaftspolc  und  durch  die  Punkte  einer  Systemphasc  gehen, 
sehneiden  die  Bahncurven  dieser  Punkte  unter  gleichem 
Winkel. 

Bewegt  sich  ein  Systempunkt  eines  einförmig  bewegten  kreisverwaudt- 
veränderlichen  Systems  auf  einem  Kreise,  so  bewegen  sich  alle  beweglichen 
ßybtempuukte  auf  Kreisen  und  erzeugen  auf  diesen  projectivibche  Punkt- 
reihen.  Diesen  besondern  Fall  der  einförirjigen  Bewegung;  wollen  wir  die 
k  r  e  1  s  I  i  n  i  g  e  Bewegung  des  kreisverwandt-  veränderlichen  Bysteuis  nennen. 
Unter  jenen  Bahnkreisen  können  aach  Gerade ,  d.  fa.  Kreise  mit  unendlich 
grossem  Radios  vorkow^  "^«kalureis  durch  einen  odec  U«&v<U. 


Verwandtscbaftspole,  aa  gehen  alle  Bahnkreise  durch  den  einen  oder  dm 
beide. 

Um  nns  von  der  kreislinigen  Bewegung  eines  kreisverwAndt-TerXndet 
liehen  Systems  eine  klare  Voratelluug  zu  bilden^  belrachten  wir  sanXehal 
die  kreislinige  Bewegang  etnos  äbnlich-veränderlicbeu  Systems  ^.  £a  so 
in  Fig.  ISa  (/  der  Aehnlicbkeilspol  dioeea  Systoms,  k'  ein  SystemkreiG,  de» 
Ben  Mittelpunkt  M'  sieb  enf  dem  Bahnkreise  m'  bewegt;  dann  beschreibai 
alle  SyBtempnnkte  dos  Kreises  V  Bahnkreise,  und  dio  Curve,  welche  dll 
Phasen  des  Kreises  k'  nmhällen,  wird  auch  von  diesen  Babnkreisen  nmhaUlt 
Diese  Hüllbnhncarve,  die  wir  mit  s'  bezeichnen,  ist,  wie  Quetelot*  bw 
wiesen  hat,  die  unter  dem  Namen  Cartesisches  Oval  hekannte  Carra 
Ist  k'g  eine  beliebige  Piiase  des  Kreises  k',  so  erhalten  wir  dio  heidei 
Punkte  Aa,  Bx,  in  denen  A'^  die  Cnrve  »'  berUhrt,  nach  der  in  der  erst«! 
Hittheilong**  angegebenen  ConstrQclion,  wenn  wir  in  M' ^  an  den  BabokreUl 
ffl ,  dessen  Mittelpunkt  mg  ist,  eine  Tangente  ziehen  und  einen  dnrcb  (i  anA 
M'i  gehenden  Kreis  iVi  dessen  Miltelpnnkt  auf  dieser  Tangente  Hegt,  bo' 
schreiben.  Dieser  Kreis  schneidet  Ar',  in  den  Berührungspunkten  ^a,  0m\ 
die  Tangente  an  M' ,  in  einem  Punkte  r;  und  die  Geraden  ^x''i  B  m 
die  Tangenten  in  diesen  Pnnkten  an  dem  Cartesischen  Oval  x'.  Dio  Kreis« 
(',,  welche  anf  den  Kreisphnsen  k'^  die  Bertibrnngsp unkte  bostimmeo,  bil 
dan,  weil  sie  den  Bahnkreis  in'  rechtwinklig  schneiden  und  durch  0'  gehen 
ein  Büschel  von  Kreisen,  die  sich  in  den  Paukten  0' und  O' schneid OO] 
welche  anf  der  Symmetralgeraden  O'ma  des  cartesischen  Ovals  liegen  nnc 
den  Darchmesser  des  Kreises  n'  harmonisch  theilen.  Ziehen  wir  die  Ga- 
rade Jlm^t,  die  O'm'g  in  A'  triSt,  so  ISsst  sieb  leicht  nachweisen,  dass  f 
alle  Kreisphasen  die  Geraden  A'a  ^ *  durcli  den  festen  Punkt  Si  gehen.  I 
die  Punkte  (i\  O'  den  Dnrcbmesser  des  Kreises  m'  harmonisch  theilen, 
ist  das  Verhältniss  0' M'x-.ld  M'i  constant;  das  Gleiche  gilt  von  dem  Ver 
hKitnisse  O'Hfa-B^t^*,  weil  k't  eine  Kreispbase  ist,  und  demnach  auch 

:e7^,  =  '"'""■ 

Ana  dieser  Gleichung  folgt,  dass  die  Projectionen  ^'.i,  M'gh  der  Kreta 
sehnen  A/',  ß',,  Jtf'.O' auf  den  Kreisdurchmesser  jtf ',''  in  constantem  Vei 
hSltniss  stehen,  und  demnach  ist  der  Schnittpankt  S£  der  Geraden  Bg(fi 
auf  O'm,  ein  fester  Punkt,  Kehren  wir  nun  die  Bewegung  um,  betrachten 
die  Bahnkreise  als  Kreisphasen  und  die  Kreisphasen  ki,  als  Bahnkreise 
dann  ist  %  wieder  die  Ulli I bah ncnrve  nnd  die  Verhindungsgeraden  der  Be* 
rtihntngspankle,  welche  die  Kreisphasen,  deren  Mittelpunkte  auf  einem  n 
m'  concentrischen  Kreise  m"  liegen,   hei  dieser  swelten  Bewegung  mit 

*  SappIMetit  au  IraiU  de  la  lumih-e  de  tltrtrhel,  jtar  Quetelel-     Tom.  II,  p.  <tl 
ParU  1833. 

•*  Zeitfchr.  f.  Matli   n.  Phjs.  Bd.  10,  0.  106. 
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UeOigebflii,  wie  sieb  in  gleicher  Weise  darlegen  läast,  durcb  den  festen 
inbtO'.  t>"»  Cartcsische  Oval  besteht  aus  zwei  Ovalen,  wie  die  Fig.  I3n 
;  bei  der  eisten  Erzeugungaweise  berührt  das  grosse  and  das  kleine 
kil  die  Phaseu  des  erEeiigeii<len  Kreises  ansserhalb;  bei  der  zwoilen 
I  grosse  Oval  die  Phasen  des  erzeugenden  Kreises  ansserhAlb, 
M  kleine  dieselben  innerhalb.  Bs  Usat  sich  leicht  nachweisen,  dass  es 
e  dritte  ßrzcngnngRweise  giebt,  bei  der  die  Kreispbksen  nicht  von 
Uta  Ovalen  zagleicli  berührt  werden,  sondern  erst  von  dem  einen,  etwa 
■  grossen  OvmI,  allein  anssorbalb  nnd  dann  von  dem  kleinen  allein  inner- 
^  Bei  dieser  dritten  Erzeagangsneise  geht  die  Verbindangsgerado  der 
InflhnuigBpunkto  der  Kreisphnsen  durch  den  festen  Pnnkt  0'  und  die  Mit- 
lelben  Hegen  auf  einem  mit  tn'  cencenlriscben  Kreise  m' '.  Die 
lUpnnkte  0',  O',  i2'  sind  die  drei  Brennpunkte  des  Cartesischen  Ovals*. 
it  besitzen  die  Kigenschaft,  dass,  wenn  p  nnd  p'  die  Entfernungen  eines 
Iwenpunktes  von  zweien  dieser  Brennpunkte  und  a,  (,  c  Constante  be* 
lichnen ; 

••. 
Da  die  Vcibälmisse  M'^O'.M'm^'  nnd  JH'^O'-.M'^B'^  constant  sind, 
gilt  dasselbe  aach  von  M'^^'-.M'xB' x<  i)nd  dv^ns  folgt,  dass  wir  noch 
1  Pnnkt  O'  «Is  den  Aebnliclikeitspol  eines  ähnlich-veränderlichen  Sy 
m  ansehen  können,  in  dem  der  Systomkreis  k'  die  UiillbahncnrTe  %' 
■nagt,  wenn  sein  Mittelpunkt  den  Kreis  m  durchläuft.  Bei  der  ersten  der 
tbugenannteo  Erseugungsweisen  des  cartesischen  Ovals  %'  können  wir 
<1m jeden  der  Brennpunkte  O',  O'  &ts  Aehnlicbkcltspol  betrachten;  ebenso 
üigliieb,  dass  bei  der  zweiten  Erzengongsweise  jeder  der  Brennpunkte 
^,  Q'  nnd  bei  der  dritten  jeder  der  Bronnpunkte  O'.  ^'  als  Aehnlicbkeils- 
«lugesefaon  werden  kann. 

Ziehen  wir  von  Sl'  an  Kreis  k'^  eine  Tangente  St!T,  dann  ist 
ä^'  =  SI:Äi  .  StB"^  =  ß'O'.  ü'0'=  coml. , 
tti  (olglieb  schneiden  alle  Kroisphasen  A',  den  um  Sl'  mit  dem  Radius  AT 
'•^riobenen  Kreis  (*  rechtwinklig.  Demnach  können  wir  das  Cartesischo 
u*(l  ('  anch  als  die  Enveloppe  eines  veränderlichen,  den  Kreis  ^  recht- 
*iikl{^  schneidenden  Kreises  k'  betrachten,  dessen  Mittelpunkt  sieb  auf  den 
Snii  m  bewegt.  Der  zweiten  der  obgenannlen  Erze ngungs weise  entspricht 
■^«er  Hinsicht  in  unserer  Fignr  ein  imaginärer  Kreis  ('  und  der  dritten 
n  ein  reeller  Kreis  i',  dessen  Mittelpunkt  0'  ist. 

Üebertragen  wir  die  kreislinige  Bewegung  des  betrachteten  ähnlich- 
**>liiderlicbea  Systems  S'  durch  Inversion  für  einen  beliebigen  Punkt  P  als 
'■lurionscentrnm,  so  erhalten  wir  die  kreislinige  Bewegung  eines  kreis- 

*CbasIeB,  Oesohiehte  der  Geometrie,  dentscb  von  Sobockc.  1830.  8.373. 
"Salmoa,  mho»  Corvcn,  deotseb  von  Fiedler.    Leipiig  1873.    B.Zlt. 


kadt-verSndcrlichen  Systems  S,  und  umgekehrt  können  wi 
Bewegaug  durch  Inveraion  stets  tu  die  kreisliaige  Bewegnag  eines  älinlichJ 
veränderlichen  Syetems  umvaadeln,  weon  wir  einen  der  festen  Vervandt-J 
scbaftspole  als  iDversionacentrum  nehmen.  Bei  iet  Umwandlung  des  llhn< 
lieh- v«ränderlicben  Syelcms  S'  in  das  kreisverwandt- verSnderlicIie  S  enl>l 
spricht  dem  Cartesischen  Oval  x'  eine  kreisverwandte  Carve  x  (I''ig>  13'^)iJ 
welche  eine  biciTcnlare  Curve  vierter  Ordnung  ist  and  die  wir  das  Carle-I 
siacho  Inversionaoval  nennen  wollen«.  Die  Punkte  0,  O,  ß,  welch« 
resp.  den  Brennpunkten  O',  O',  £1'  des  Cartesischen  Ovals  x  onlsprechen,] 
liegen  mit  P  auf  einem  Kreise  und  sind  auch  BrcnnpttoktR  für  das  carte-f 
sische  InvfrsionsDVHl  k.  Zu  diesen  tritt  noch  der  Punkt  P  als  vierterj 
Brennpunkt  der  Curve  x,  denn  P  und  0  sind  die  Vorwandtschaflspole  desi 
kreislinig  bewegten  kreisverwandt- verHnderlichea  Systems  5;  und  wegoOil 
der  Symmetrie  der  Bewegung  dieses  Systems  in  Bezug  anf  diese  Pole  n 
auch  P  in  gleicher  Besiehung  2n  der  Carve  x  stehen  wie  0.  Uiernftehfl 
erhalten  wir  den  Satz: 

24.    Bei  der  kreislinigen  Bewegung  eines  kreisver wandt 
veränderlichen     ebenen    Systems    ist     die    Hailbahncnrv« 
eines  Systomkreises  k  eiuCartesieches  Inversionsoval,  nudfl 
die  vier  Brennpunkte    0,  O,  .ß./*  desselben  liegen  auf  eiDOD 
Kreise. 

Wir  betrachten  die  Punkte  0,  P  (Fig.  IBo)  als  Verwandtschaftspolal 
eines  kreislinig  bewegten  kreisverwandt' verSndcrliclien  Systems  S,  in  dentJ 
k  ein  Systemkreis  ist,  dessen  einer  Tankt  C  sich  auf  einem  gogebeneaa 
Kreise  c  bewegt,  und  nehmen  eine  Kreispbase  k^  und  den  auf  ihr  liegendeOil 
Punkt  Ct  auf  c  an  und  bezeichnen  die  betreffende  System[iha8e  mit  5«,J 
Hierdurch  ist  die  kretslinige  Bewegung  des  kreisverwaudt- veränderliche! 
Systems  5  bestimmt,  and  wir  erhalten  durch  Inversion  in  Bezug  aaF  eines I 
der  Pole,  etwa  auf  P,  in  Fig.  ISA  ein  entsprechendes  tthnlich  veräDderliche«>| 
System  S',  dessen  Äehnlichkeit^pol  0'  der  entsprechende  Punkt  von  0,  des 
ssn  Systempunkt  C'  sich  auf  den  Bahukreis  c  bewegt,  der  dem  Kreiite  el 
entspricht  nnd  dessen  Phase  S'»  der  Phase  S,  entspricht.  Durch  lieber- 1 
tragung  der  Übertragbaren  Beziehungen,  welche  bei  der  uns  schon  bekann-J 
ten  kreislinigen  Bewegung  eines  libnlich  •veränderlichen  Systems  £  aarire-9 
ten,  gelangen  wir  zur  näheren  ErkeuatniSB  der  kreislinigen  Bewegung  iesM 
kreisverwaudt -veränderlichen  Systems  S, 


_-  •  DiellüllbalmcQTvenK'nnd  «gehören  eu  den  anallugmatischesCarr 

welche  Herr  De  la  Gaurn  eri«  (Licuv.  Journal  18fiO,  B.  37)  behandelt  hat.   Üid  > 
l^matiacheD  Curren   sind  die  Kullbnhncurven  eines  verUnderliohcii  Kreises,  del 
Hittelpaiikt  «ich  auf  einer  fnalcn  Curve  lewc^  auit  der  einen  Kreia  best&ndlg  rsel'lt 
winklig  aohneiilet;  demnnch  gehen  die  anallagniatisohcn  Curven  durch  hiTarsion  ba« 

■  4i||!lioli  das  Cestan  Kreiaes  in  siult  aeltwt  übw. 


In  Fig.  12a  gicbt  os  noch  etuu  Syslcuiphase  S'u,  deren  Ponktc  mit  den 
Ipreeli enden  Punkten  der  Phase  S'x  auT  Geraden  liegen,  die  dnrch  den 
iKlteUkeitHjiol  0  geben;  solclie  zwei  Phasen,  deren  es  unendlich  viele 
giebt,  woUea  wir  zugeordnete  Phasen  nennen,  und  in  je  zwei  zn- 
rdnpten  Phasen  entsprechen  die  durch  den  ÄehnHchkeitspol  gehenden 

i*n  sich  «elbst.    Von  diesen  Phasen  zeichnen  sich  Kwei  Paare  dadnrcli 

dass  jedes  dieser  beiden  Phat>enpaare  in  eine  Phase  zasammenriilU. 
cUrelbcn  wir  darch  awel  anf  einer  beliebigen  dnrcb  O'  gehenden  Ge 
iB  liegende,  nicht  entsprechende  Pnuicte  C'^,  5'„und  ß',,  C\  der  zu- 
ntaeteD  Kreisphasen  k't,  A'.  Kreise,  die  durch  einen  beliebigen  Punkt, 
antero  Zweck  durch  P,  gehen,  so  sclineiden  sich  diese  Kreise  noch  in 
tO'P  liegenden  Punkte  F'.  der  für  alle  durch  0'  gehende  Gerade 

für  alle  zugeordnete  Kreisphasen  derselbe  ist;  denn  es  ist  für  jede 
cb  ff  gehende  Gerade  und  für  Jedes  Paar  zugeordneter  Kreisphasen 

BetTKcbten  wir  die  Bahnkreise  als  Kreisphasen  and  die  Krcrsphaaen 
K thnk reise ,  so  findet  dieselbe  Beziehung  statt,  nnd  ferner  zeigt  sich, 
>  aocb  die  Brennpunkte  O',  ü'  auf  einem  durch  F',  P  gebenden  Kreise 
[Hl,  wdl 

0'F\0'P=0'O'-0'Sl' 

Den  durch  F',  P  gehenden  Kreisen  entsprechen  in  der  Fig.  136  Qerade, 
fereh  den  «nfO fliegenden  Punkt  F.  der  F'  entspricht,  geben.  Dem- 
xll  iai  /"  der  gemeinschaftliche  Aehnlichkeitspunkt  für  je  zwei  zugcord- 
teCreiBphasen  A-„,  kg  im  kreisverwandl-veräaderlichen  System  S  und  für 
»ti  mIs  ingeordnele  Kreisphasen  betrachtete  Bahnkreise  c  und  c,  deren 
Htpechende  Funkle  anf  Kreisen  liegen,  die  durch  die  Verwandtschafts- 
^^i  {^gellen.  Je  zwei  dar  zugeordneten  Kreisphasen  schneiden  jeden  der 
kjnrcb  0,  P  gehenden  Kreise  unter  gleichen  Winkeln ;  denn  in  den  zugeord- 
B Sjslempbftsen  entsprechen  die  durch  OP  gehenden  Kreise  sieb  seihst, 
Zo  beiden  Seiten  der  Symmetralgeradon  O'O' giebt  es  (Fig.  13a]  in 
Uiulicb' veränderlichen  System  S'  unendlich  viele  congruente  System- 
'Q,  die  wir  betgeordnete  Phasen  nennen,  und  in  je  zwei  beigeord- 
0  PbssBD  entsprechen  die  um  den  ÄehnHchkeitspol  (/  als  Mittelpunkt 
Mtiriebencn  Rieise  sieb  seihst.  Von  diesen  beigeordneten  Phasen  fallen 
in  der  grösslen  und  zwei  in  der  kleinsten  Systemphase  zusammen, 
mir  von  P  auf  O'O'  eine  Seukrechte  Pn  ziehen,  auf  dieser  G'n  =  Pn 
•^en  and  Kreise  beschreiben,  welche  durch  C,  P  gehen,  so  schneiden 
^\<t  vwai  der  beigeordneten  Kreisphasen  in  Punkten,  die  zu  der  Ge- 
l/C'  symmetrisch  liegen.  In  dem  kreJBverwnndt- veränderlichen 
T^W  5  entsprechen  diesen  Phasen  unendlich  viele  beigeordnete  KreJS' 
rur  welche  der  dem  Punkte  G'  entt>prechende  Punkt  C,  der  mit  dem 
IC  des  Kreises  OPSIQ  zusammenfallt,  gemeinschaftlicher  Aehn- 


liclikcitspuiikt  ist;  uni]  Jnsselbe  gilt  von  ilcn  nie  bcigeonlnete  Kreiaplii 
angeaftheaen  Biihokreisen.   Jedes  Paar  belgßordnelcr  Kreispkaseo  schneit 
joden  Kreis  des  KTeiabiiacheU,  für  den  0,  />  GrcnEpiiukte  sind,  gleiobi 
lig;  denn  dieser  Kretsbiiacbel  entspricht  den  nm  Q'bescbrieheocn,  sichsfllbl 
ents|irecbenden  'Kreisen  in  S'.     Zwei  zngcordnete  8f5lempfass6n  seichi 
sich  dadurch  aus,  dass  ihre  Gegeopunkte  auf  der  Verbind üng«geniden 
Ver  wandt  seil  aftspole  0,  P  liegen  nnd  gleiche  EnlTeinnng  von  der  Mille 
Strecke  OP  haben;  zwei  beigeordnete  Systemphasen  zeichnen  sich  dadni 
Ans,  dass  ihre  Gegenpnnkte  auf  der  in  der  Mitte  aar  OP  senkrecht  slehi 
den  Geraden  liegen  nnd  gleichen  Abstand  von  dieser  Mitte  besilBfn. 
ersten  Falle  ist  die  Gerade  OP  eine  selbstenUprechende,  im  sweiteadil 
senkrechte  Gerade  eine  aelbstentsprecbende  Gerade,   und  in  jedem  KiH 
haben  die  Gegenpunktc  zweiiT  Systemphnsen  gleichen  Abstand  ron  <Ü 
Mitte,  weil  die  Gegenpunkte  nach  S.  40ä  gjeiche  Entrernnng  von  den 
telponkte  des  Kegelschnittes  besitzen,    dessen  Brennpunkte  0,  P  sind, 
■wei  EUgecii  dnetcn  Phasen  schneiden  sich  die  durch  die  Gegenpunkle  gtM 
den  entsprechenden  Geraden  in  dor  in  der  Mitte  auf  OP  senkrecht  «teho 
den  Geradon,  bei  awei  beigeordneten  Systemen  aber  in   der  Ger»denft 
Darch    die  Betrachtung  der  zugeordneten   nud    beigeordneten  Kl« 
phnsen  gelangen    wir   zur  Kenntntss  des  geometrischen  Ortes  dtir  UWß 
pnnkte  aller  Kreisphasen  eines  Systemkreises  k  eines  kreislinig  bewigt* 
kreisverwnndt  veränderlichen  Systems  und  des  geomelrischenOrtee  der 
telpunkte  aller  von  den  Punkten  des  System kceisos  k  beschriebenen  Bi 
kreise.    Der  Punkt  C  des  Systemkreises  *  bewegt  sich  auf  dem  vorgesduÜ 
benen  Balinkreise  c  (Pig  136),  dessen  Mittelpankt  mit  r,  bezeichnet  iet 
der  den  durch  OP  nnd  C,  gebenden  Kreisle  nnter  einem  Winkel  *h 
und  C„  schneidet;  die  gegebene  Kretsphase  A,  trifTt  den  Kreis  je  autitfi 
Cm  noch  in  einem  Punkte  S,  nnd  die  Verbindungsgerade  (SxCm  scbnudet 
Gerade  OP  in  dem  Aehnlichkeitspunkte  P.    Hierunch  können  wir  unabbSo) 
von  der  Fig.  13a  den  Bahnkreis  c  des  Systempunktes  @  erhalten,  indem ' 
c  so  bestimmen  ,  dass  sein  Mittelpunkt  Co  auf  c,F  liegt  nud  dass  et  mit  i 
Kreise  Je  in  ©,  den  Winkel  v  bildet.    Tu  gleicher  Weise  erhalten  wir  m 
Kreisphase  A^,  deren  Mittelpunkt  A\  ist,  die  zugeordnete  Kreisphaac 
indem  wir  den  Kreis  k„  no  consiruiren ,  dass  sein  Mittelpunkt  A'«  auf  i 
Geraden  A-'jF  liegt  und  dass  or  den  Kreis  Je  m  C„  unter  demselben  Wbfc 
schneidet,  wekhen  k^  mit  je  bildet.     Dio  Kreise  c  und  k^  schneiden 
Kreis  Je  anderorseiis  noch  in  dem  gemcinschaFtlicben  Punkte  ©„,  der 
£«  auf  einer  durch    den   Aehnlichkeitspunkt    F  gehenden  Geraden  llq 
Ziehen  wir  durch  OP  einen  beliebigen  Kreis;'/),  dessen  Scbuitipunkle 
A,  und  k„  resp.  D^^^  und  i),T)„  sind,  so  erhalten  wir  die  Bahnkroiee  *, 
welche  den  Punkten  P,,  5^I  entsprechen,  indem  wir  die  Kreise  </,  b  seil 
rtlimmeu,  dass'sre  den   Iviei.H  _;'/,  be/.ipliungsweise  in  den  Punkten  l>f\ 
®ü!D.  öWtcir  demselben  Wirk->!  treffen^  welchen  der  Kreise  mitjcbil 
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Ulllelpnnkte  von  d;,,  \  von  rf,  b  liegen  dtton  auf  eiucr  Uurcli  Fgolonilen 
■»äon.  Anf  diese  Weise  kaaa  man  leicht  den  Ort  der  Miltetpunkte  <!„,  c, ,  <f„ 
„  der  Balink  reise  der  auf  ArlipgetidcaSjstompunktc  conslrucliv  bestimmen- 
'  Die  VerbiDciaagsgeraden  C^S^,  Dx'^*,  ■■■  schneiden  eich,  weil  die 
taeJcJD  durch  O/*  gehen,  in  einem  I'unkte  F'  der  Geraden  OP,  und 
demscilien  Grunde  schneiden  sich  die  Verhindungsgeiadcn  CbSh,  Gk'^v 
eiDcm  Ponkte  F"  der  Geraden  OP.  Betrachten  wir  nur  dns  Strahlen- 
:hel  F",  so  entspricht  jedem  Strahl  C^^,  ß„^",  ...  ein  Strahl  c^, 
, ...  des  StrablenbüHcliels  F  und  demnach  sind  die  StralilenbüHche)  F" 
FcülVmear.  Die  Kreise,  welche  die  durch  OP  gehenden  Kreise  recht 
iklig  schneiden,  stehen  zu  den  beigeordneten  Phasen  in  derselben  B«- 
liniig,  wie  die  durch  O/*  gehenden  Kreise  zu  den  zugeordneten  l'hnscn; 
erhallen  demnach  in  gleicher  Weise  hinaicbtlich  der  beigeordneten 
einpbuen  *»,  A«  die  nnalogen  coUineareu  Slrahlenbiischel  C"  nnd  ß, 
RD  Mittelpunkte  auf  der  Ohordale  liegen ,  welche  in  der  Mitte  von  0  P 
Ü/' aeokrecbt  steht.  Den  auf  dem  Kreise  k„  liegenden  Schnittpunkten 
Strahlen  des  Büschels/'''  und  G'  entsprechen  die  Bahnkreis  ~  Mittel- 
iklB,  in  denen  sieb  die  entsprechenden  Strahlen  der  Büschel  F  und  C 
ff».  Der  Ort  /'  der  Mittelpunkte  der  Bnbnkreise  und  der  Kreis  tc„  sind 
entsprechende  Cnrven  in  colliuearen  Systemen  und  folglich  ist  ft" 
EegelscbDilt,  Durch  die  Umkcbrnng  der  Bewegung  folgt,  doss  auch 
Ort  f»'  der  Mittelpunkte  der  Kreispbasen  ein  Kegelscbnitt  ist.  Statt  der 
niiphuo  /•„  können  wir  von  jeder  beliebigen  andern  Kreisphase  ky  atis- 
len  snd  demnach  sind  auch  p."  und  k^  entsprechende  C'urven  in  collinearen 
itKD  Systemen,  and  wenn  wir  einen  beliebig  gewählten  Bahnkreia  e  als 
«iipbase  betrachten,  so  sind  auch  fi  nnd  e  entsprechende  Cnrven  in  col- 
tUBo  Systemen.  Dnicb  diese  collinearen  Beziehungen  laset  sieb  auch 
U Schwierigkeit  nachweisen,  dass  die  beiden  Kegelschnitte  (i,  n'  con- 
Mliiod,    Uiernacb  erhalten  wir  den  wichtigen  Satü: 

15.  Bei  der  kreislinigen  Bewegung  eines  kreiwcrwandt- 
(iliderlichen  eben  en  Systems  bc  w  egt  si  ch  d  er  M  itlelpnnk  t 
l<i>i8jst«m  kreis  es  anf  einem  Kegelschnitt;  die  Mittelpunkte 
'tr  Bahnkreise,  anf  denen  sieb  die  Punkte  d  es  Systeink  rei - 
M  bewegen,  liegen  anf  einem  Kegelachnit  le,  and  beide 
>«t*Uchnitte  sind  confoca). 

D»  »He  Pbasen  des  Systerakreisea  i' in  dem  ühnlicli  -  verünJerlichcn 
WH«  System  S'  den  Kieis  (',  dessen  Mittelpunkt  ü'  ist,  rechtwinklig 
"•WidoD,  so  schneiden  auch  alle  Phasen  des  Systetnkreises  k  in  dein  kreiti- 
^niltverÄnderlicben  ebenen  System  S  den  entsprechenden  Kreis  (  von 
"•tlitwinklig.  Wir  können  daher  das  Carteaistho  Inversionsoval  auch  als 
"Envelftppe  eines  veränderlichen,  den  Krei.i  /  rechtwinklig  sclmeidenilen 
t  unsebcn,  dessen  Miflelpnnkt  sich  auf  dem  Kegel  sohnittett'  bewegt. 
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Die  BerübruDgspnnkte  Ä ^^  B^^t  welche  eine  Kreisphase  Ar'«  mit  der  Carve 
%  bildet,  liegen,  wie  wir  S.  410  bewiesen  haben,  auf  einer  dnrch  den  festen 
Pankt  Sl'  gehenden 'Geraden  und  auf  einem  durch  die  Punkte  (/,  £)'  geben- 
den Kreise;  folglich  liegen  auch  die  Berührungspunkte  Ax^  Bx^  welche  eine 
Kreisphase  Ar«  mit  der  Curve  x  bildet,  auf  einem  durch  i2,  P  gehenden  und 
auf  einem  durch  0,  O  gehenden  Kreise;  darnach  ist  der  gemeinschaftliche 
Schnittpunkt  der  drei  Kreissecanten  Pi2,  OD,  AxBx  der  Mittelpunkt  i^  das 
Orthogonalkreises  (  und  jede  Verbindungsgerade  der  beiden  Berührungs- 
punkte, welche  die  Phasen  des  Kreises  k  mit  x  bilden,  geht  durch  den  festen 
Punkt  /g.  Die  Verbindungsgerade  der  Mittelpunkte  der  sich  in  A^^  Bx 
schneidenden  Kreise  AxBxSlP^  AxBxOO  muss  den  Kegelschnitt  (i  in  dem 
Mittelpunkte  k°x  des  Kreises  kx  berühren;  denn  schnitte  diese  Gerade  fi  in 
zwei  Punkten,  so  müsste  jeder  dieser  Punkte  ein  Mittelpunkt  einer  die 
Curve  X  in  Ax^  Bx  berührenden  Kreisphase  sein;  es  kann  aber  nur  eine 
solche  Kreisphase  geben. 

Auf  Grund  dieser  Beziehungen  kann  man  das. Cartesische  Inversions- 
oval X  leicht  in  folgender  Weise  construiren.  Wir  ziehen  in  einem  Punkte 
l^x  AD  den  Kegelschnitt  (i  eine  Tangente,  fällen  auf  diese  von  dem  Mittel- 
punkte Iq  des  Orthogoualkreises  (  eine  Senkrechte  und  beschreiben  den 
durch  Sly  Py  oder  durch  O,  0  gehenden  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der 
Tangente  liegt;  dann  schneidet  dieser  Kreis  die  Senkrechte  in  den  beiden 
Punkten  Ax ,  Bg  der  Curve  x. 

Betrachten  wir  die  Bahnkreise,  deren  Mittelpunkte  auf  dem  Kegel- 
schnitte ft"  liegen,  als  Kreisphasen,  so  zeigt  sich  durch  analoge  Dar- 
legungen, dass  die  Verbindungsgeraden  der  Berührungspunkte,  welche  die 
Phasen  mit  der  Curve  x  bilden,  durch  den  Mittelpunkt  Iq  des  in  diesem  Falle 
imaginären  Orthogonalkreises  t  gehen,  dass  dieser  Punkt  t  der  Durchschnitt 
der  Geraden  /^O,  OSl  ist  und  dass  die  genannten  Berührungspunkte  auf 
einem  durch  P^  und  auf  einem  durch  OSl  gehenden  Kreise  liegen.  Dieser 
zweiten  Erzeugungsweise  entspricht  eine  der  oben  angegebenen  analoge 
Construction. 

Blicken  wir  auf  die  Bewegung  des  ähnlich -veränderlichen  ebenen 
Systems  S'  zurück,  so  können  wir  bei  der  ersten  Erzeugungsweise  des  Car- 
tesischen  Ovals  %  (S.  410)  auch  £/  als  Aehnlichkeitspol,  bei  der  zweiten  Sl' 
als  solchen  ansehen ,  und  demnach  können  wir  bei  der  ersten  Erzeugungs- 
weise der  Curve  x  auch  P,  O)  bei  der  zweiten  auch  P,  Sl  als  Verwandt- 
schaftspole betrachten.  Wir  haben  bei  der  Bewegung  des  ähnlich- veränder- 
lichen Systems  S^  noch  eine  dritte  Erzeugungsweise  der  Curve  x'  kennen 
gelernt,  bei  der  die  Vorbindungsgeraden  der  Berührungspunkte  durch  (/ 
gehen  und  für  welche  einerseits  O',  andererseits  Sl'  als  Aehnlichkeitspol 
angesehen  werden  kann.  In  diesem  Falle  giebt  es  einen  reellen  Orthogonal- 
krois  t',  dessen  Mittelpunkt  0'  ist.  Diesem  entspricht  ein  Orthogonalkreis  t, 
dessen  Mittelpunkt  r«  mit  dem  Punkte  F,  der  auch  der  Schnittpunkt  der 
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Geraden  OP,  .$20  ist,  zasammenfüllt,  und  durch  den  die  Verbindungsgeraden 
der  Berülirungspuukte,  welche  die  neuen  dieser  dritten  Erzeiigungsweise 
angehörenden  Kreisphasen  mit  der  Curve  %  bilden.  Je  zwei  dieser  Be- 
rührun^fspunkte  liegen  auf  einem  durch  0,  P  und  auf  einem  durch  Si^  O 
gehenden  Kreise,  und  die  Mittelpunkte  der  neuen  Kreisphasen  liegen  auf 
einem  neuen,  in  unserer  Figur  nicht  gezeichneten  Kegelschnitte  \il" .  Dieser 
Erzengungsweise  entspricht  eine  dritte  Construction  der  Curve  x,  die  den 
oben  angegebenen  Constrnctioucn  analog  ist. 

Gehen  die  Kreisphasen  des  ähnlich- veränderlichen  Systems  S  durch 
den  einen  Punkt  5^  so  gehen  auch  die  Bahnkreise  durch  diesen  Punkt; 
das  kleine  Oval  der  Curve  x'  wird  dann  durch  diesen  Punkt  S!  ropräsentirt 
und  das  grosse  Oval  geht  in  die  Pasc aTscho  Curve  oder  Schnecke  {Lima- 
(on)  über.  In  diesem  Falle  ist  die  Gesammthoit  der  Kreisphasen  mit  der 
Gesammtheit  der  Bahnkreise  identisch  und  die  Brennpunkte  0\  Sl'  fallen  in 
dem  Punkte  Z'  zusammen.  Nach  der  dritten  Erzeugungsweise  der  Curve  % 
können  wir  in  diesem  Falle  auch  S'  als  den  Aehnlichkeitspol  des  ähnlich- 
veränderlichen Systems  S^  betrachten  und  demnach  ist  die  Pascal* sehe 
Curve  auch  die  Hüllbahncurve  eines  Systemkreises,  dessen  Punkte  sich  auf 
Bahnkreisen  bewegen ,  die  durch  den  Aehnlichkeitspol  S  gehen.  Durch 
Uebertragung  auf  das  System  S  folgt:  Wenn  die  Kreisphasen  des  kreisver- 
wandt-veränderlichen Systems  S  durch  einen  Punkt  S' gehen,  so  wird  das 
kleine  Oval  der  Curve  x  durch  den  Punkt  S  vertreten,  und  das  grosse  Oval 
können  wir  als  die  Inversionscurve  einer  PascaTschen  Curve  ansehen,  die 
wir  kurz  eine  PascaTscho  Inversionscurve  nennen  wollen. 

Geht  ein  Bahnkreis  des  kroisverwandt- veränderlichen  Systems  ^  durch 
einen  oder  durch  beide  Verwandtschaftspolo  0,  /\  so  gehen  alle  Bahnkreiso 
beziehungsweise  durch  einen  oder  beide  Verwandtschaftspole.  Liegt  ein 
Verwandtschaftspol  innerhalb  oder  ausserhalb  eines  Bahnkreises,  so  liegt 
dieser  innerhalb  oder  ausserhalb  aller  Bahnkreise. 

Durch  Uebertragung  der  übertragbaren  Beziehungen,  die  bei  der  Be- 
wegung eines  ähnlich- veränderlichen  Systems  auftreten,  auf  ein  I^eisver- 
wandt- veränderliches  System  können  wir  leicht  eine  Reihe  interessanter 
Sätze  hinschreiben ,  welche  specialisirt  zu  einer  Fülle  neuer  Eigenschaften 
fuhren.    Wir  wollen  nur  die  wichtigsten  dieser  Sätze  hervorheben. 

Alle  Systeinkreiso  eines  kreislinig  bewegten  ähnlich -veränderlichen 
Systems,  die  so  liegen,  dass  sie  in  ähnlichen  Systemen,  welche  den  Aehnlich- 
keitspol gemein  haben,  einem  Bahnkreise  entsprechen,  umhüllen  einerseits 
Punkte,  andererseits  Pasc aT sehe  Curven.  üiernach  erhalten  wir  dann 
den  entsprechenden  Satz : 

26.  Alle  Systemkreise  eines  kreislinig  bewegton  kreis- 
verwandt-veränderlichen Systems,  welche  so  liegen,  dass  sie 
in  kreisverwandten  Systemen.  walAha  die  Verwandtschafts- 
pole   gemein    habeni     <  '''Qeli^^>    ^\9\- 
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hüllen   einerseits    Punkte,    andererseits    Pascal*8che  Inver* 
siouscarven. 

Bei  der  geradlinigen  Bewegung  eines  ähnlich  -  veränderlichen  Systems 
umhüllt  jeder  Systemkrois,  je  nachdem  derbelhe  durch  oder  nicht  durch  den 
Aehnlichkeitspol  geht,  einen  Punkt  oder  einen  Kegelschnitt.  Demnach 
folgt : 

27.  Bei  der  Bewegung  eines  kreisverwandt  -  veränder- 
liehen  Systems,  dessen  Bahnkreise  durch  den  einen  Ver- 
wandtschaft spol  gehen,  umhüllt  ein  Systemkreis,  je  nach- 
dem derselbe  durch  oder  nicht  durch  den  andern  Verwandt- 
schaft spol  geht,  einen  Punkt  oder  eineinversionscurve  eines 
Kegelschnittes. 

Bewegt  sich  ein  Systempunkt  eines  einförmig  ähnlich  -  veränderlichen 
Systems  auf  einer  durch  den  Aehnlichkeitspol  gehenden  Geraden,  so  be- 
wegen äich  alle  Systempunkte  auf  Geraden,  die  durch  den  Aehnlichkeitspol 
gehen,  und  diese  Geraden,  als  Systemgeraden  betrachtet,  bewegen  sich  in 
sich  selbst. 

28.  Bewegt  sich  ein  Systempunkt  eines  einförmig  kreis- 
verwnndtveränderlichen  Systems  auf  einem  durch  die  bei- 
den Verwandtschaftspole  gehenden  Kreise,  so  bewegen  sich 
alle  System  punkte  auf  Kreise  n^  die  durch  die  Verwandt- 
schaftspole  gehen,  und  diese  Kreise,  als  Systemkreise  be- 
trachtet, bewegen  sich  in  sich  selbst. 

Ein  Systemkreis  k  eines  kreisverwandt -veränderlichen  Systems,  der 
zwei  durch  die  Verwandtschaftspole  gehende  Kreise  a,  6  berührt,  umhüllt 
die^e  Kreise,  wenn  ein  Systempunkt  sich  auf  einen  durch  die  Verwandt- 
schaftspole gehenden  Kreis  bewegt.  Die  Hüllbahncurve  x  (Fig.  136)  degene- 
rirt  in  diesem  Falle  zu  den  beiden  Kreisen  a,  b\  die  Mittelpunkte  der  Kreis- 
phasen bilden  einen  durch  die  Verwandtschaftspole  gehenden  Kegelschnitt, 
dessen  Brennpunkte  die  Mittelpunkte  o^,  b^  der  Kreise  a,  6  sind,  und  die 
Verbindungsgeraden  der  Berührungspunkte,  welche  die  Phasen  von  Ar  mit 
a^  b  bilden,  gehen  durch  einen  auf  der  Geraden  a^b^  liegenden  festen  Punkt 
/(,,  den  Mittelpunkt  des  Orthogonalkreises  i  der  Kreisphasen.  Die  Mittel- 
punkte der  Bahnkreise  der  Systempunkte  von  k  erfüllen  die  gerade 
Strecke  a^h^. 

Bewegt  sich  ein  Systempunkt  eines  einförmig  bewegten  ähnlich -ver- 
änderlichen Systems  auf  einem  Kreise ,  dessen  Mittelpunkt  der  Aehnlich- 
keitspol ist,  so  bewegen  sich  alle  Systempunkte  auf  concentrischen  Kreisen 
und  diese  als  Systemkreise  angesehen,  bewegen  sich  in  sich  selbst.  — 
Dieser  besondere  Fall  ist  mit  der  Rotation  eines  starren  Systems  identisch. 

29.  Bewegt  sich  ein  Systempunkt  eines  einförmig  beweg- 
ten kreisverwandt-veränderlichen  Systems  auf  einem  Kreise, 
dessen  Durchmesser  von   den  Verwandtschaftspolen  harmo- 
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nisch  getheilt  wird,  so  bewegon  sich  alle  Systempunkto  auf 
loleben  Kreisen,  und  diese,  als  Systemkreise  angesehen, 
bevegen  sich  in  sich  selbst. 

Ein  Systemkreis  k  eines  kreisverwandt  -  veränderlichen  Systems ,  der 
iwei  Kreise  a,  6,  deren  Durchmesser  von  den  Verwaudtschaftspolen  har- 
iBODiflch  getheilt  wird,  berührt,  umhüllt  diese  Kreise,  wenn  ein  Systempunkt 
lieh  auf  einem  derartigen  Kreise  bewegt.    Die  Hüllbabncurve  x  (Fig.  13^) 
degenerirt  in  diesem  Falle  zu  den  beiden  Kreisen  rx,  b\  die  Mittelpunkte  dor 
Kreisphasen  bilden  einen  Kegelschnitt,   dessen  Brennpunkte   die  Mittcl- 
pQnkte  a„,  6^  der  Kreise  a,  b  sind,  und  die  Verbindungsgeraden  der  Be- 
rühr angspunkte,  welche  die  Phasen  von  k  mit  a,  h  bilden,  gehen  durch  einen 
anf  Og^o  liegenden  festen  Punkt  ^g,  den  Mittelpunkt  des  Orthogonalkreises  / 
der  Kreisphasen.     Die  Mittelpunkte  der  Bahnkreise  der  Syst'impunkte  auf 
^  erfüllen  die  gerade  Strecke  a^h^.    Das  Kreisbüschel,  dessen  Grundpunkte 
die  Verwandtschaftspole  sind,  sowie  das  Kreisbüschel,  dessen  Grenzpunkte 
die  Verwandtschaftspole  sind,  geht  bei  der  einförmigen  Bewegung  des  kreis- 
trerwandt-veräuderlichen  Systems  wandelnd  in  sich  selbst  Über  uud  die  ima- 
giuftren  Schnittpunkte  oder  Grundpunkte  des  letzteren  Kreisbüschols  kön- 
nen wir  als  zwei  imaginäre  selbstentsprechendo  Punkte  oder  zwei  imaginäre 
Verwandtschaflspole  ansehen.    Fallen  die  beiden  Verwandtschaftspule  0,  P 
in   einem  Punkte  ^  zusammen,  dann  berühren  sich  die  Kreise  des  ersten  wie 
dea  letzten  Kreisbüschels  in  diesem  Punkte  ^. 

Bewegt  sich  ein  Systempunkt  eines  einförmig  bewegten  ähnlich -ver- 
'Küderlichen  Systems  auf  einer  logarithmischen  Spirale,  deren  asymptotischer 
i^uokt  der  Aehnlichkeitspol  ist,  so  bewegen  sich  alle  Systempnnkte  auf  sol- 
eben  eongruenten  Spiralen,  und  diese,  als  Systemcurven  betrachtet,  bewegen 
Bick  in  sich  selbst.    Hiernach  erhalten  wir  den  Satz: 

30.  Bewegt  sich  ein  Systempunkt  eines  einförmig  beweg- 
^on  kreisverwandt- veränderlichen  Systems  auf  einer  loga- 
vitbmischen  Doppelspirale*,  deren  beide  asymptotische 
Punkte  die  Verwandtschaftspole  sind,  so  bewegen  sich  alle 
Syitem punkte  auf  solchen  logarithmischen  Doppelspiralon 
^nd  diese,  als  Systemcurve  angesehen,  bewegen  sich  in  sich 
•elbst. 

Bei  der  einförmigen  Bewegung  eines  kreisverwandt -veränderlichen 
^yiteins  sind  also  alle  Kreise  des  durch  die  Verwandtschaftspole  als  Gruud- 


*  Herr  Holzmüller  hat  in  einer  schüncn  Abhnndhing  („Uelicr  diu  lupriirith- 
'^iNhe  Abbiidnug  und  die  au8  ihr  entspringenden  orthogonalen  Curvensyt<tcme*', 
^itiehr.  f.  Math.  u.  Phys.  IM.  16  S.  200)  die  wichtigsten  Eii^'ensehaften  der  lojjaritli- 
^Ueheo  Doppelspiralo  zuerst  abgeleitet;  und  man  wird  leicht  erkennen,  dass  alle 
^*M  iottressanten  Eigenschaf Icn  auch  in  der  natürlichsten  Weise  aus  nn^eren  ktne- 
'^^tiicheo  Darlegungen  hervorgehen. 


pnnktB  bflBt  im  inten  Kreisb  lisch  eis,  und  alle  Kreise  des  ^nrch  die  Vervini 
subaflspole  sls  Gronzpunkte  bestimmteD  KreisbUschels  and  aIIü  logKritb 
uiisclieu  Doppeisp iralen,  deren  Asymptotiscbe  Punkte  die  VcrwanduebaFtt 
pole  sind.  Selbst  bull  cnrveo.  Die  Scbaar  der  logaritlimiscbea  Doppe 
Spiralen,  »af  denen  sich  die  SystempDukte  bewegen,  wenn  eiu  SystempnDk 
eines  einftirmig  bewegten  kreisverwandt*  veränderlicben  Systc^ms  eine  n 
jenen  lognrithmischeD  Doppelspiraleo  beschreibt,  geht,  in  einem  kreisra 
wandl-verHDderlichen  System  gehörend,  bei  der  einförmigen  Bewegung  4» 
selben  wandelnd  in  sich  seibat  über.  Alle  diese  logarithmiscbon  Dopptt 
Spiralen  werden  von  den  durch  die  Verwandlacbaftspele  gehenden  KreiM 
und  von  den  Kreisen,  deren  Durchmesser  von  den  Verwand tschaftipoll 
harmonisch  getbeilt  werden,  nnler  gleichem  Winkel  geschDittan.  J»<1 
Syetetncurve  eines  einförmig  bewegten  kreisverwnndt- veränderliebeo^ 
Stern'«  umhüllt,  wenn  ein  Sfslempunkt  eine  vonjenon  logarilbmiacheD  Oof 
pelspiralen  durchläuft,  eine  logarithmiscbe  Doppelspirale,  welche  nitdt 
ersteren  zd  derselben  Schsar  gehört. 

Jedem  beweglichen  Systempunkte  eines  kreisverwandt-verXndntliebt 
Systems  entspricht  ein  durch  ihn  gehender  Bahnkreis  und  jedem  Bahnkt^ 
ein  auf  ihm  liegender  Systempunkt.  Hie  kreislinige  Bewegung  eines  ki 
verwandt- veränderlichen  Systems  S,  dessen  Verwandtscbaftspolo  (Fig.  II 
OPsind,  ist  durch  eineu  Bahnkreis  fl,  fluf  den  sich  ein  Sygtempunkt -(.i 
in  der  Phase  S,  den  Punkt  ^^  einnimmt,  bewegt,  gegeben.  Um  den  B»bi 
kreis  b  eines  beliebigen  Systeinpunktes  B,  der  in  S,  dnrch  ff,  gegeben  !l 
lu  bestimmen,  mttseen  wir  beachten,  dass  a  und  b  entsprechende  Krei**! 
den  durch  die  entsprechenden  Punkte  OPA^,  (i/'d.  bestimmten  Sy»U 
sind.  Der  Bahnkreis  n  schneidet  den  Kreis  OPA^  noch  in  einem  iw< 
Punkte  <U,,  za  diesem  erhalten  wir  den  entsprechenden,  Auf  den  El 
OPB^  liegenden  Punkt  i8x,  wenn  wir  die  Sohnitipunkte  o,  ß,  welehei 
Gerade  A^  B^  resp.  mit  den  Kreisen  OPA;,,  Ot'B^  andereraeiU  biUl 
bestimmen  und  a%^  ziehen,  die  OP  in  einem  Punkte  0  trifft;  dann  sclii 
Bß  den  KreiG  OPB,  nndercrspits  in  dem  entsprechenden  Pnnkl«  SQ.> 
Bahnkreis  b  ist  hiernach  so  an  construiren,  dass  er  durch  die  Punkte  B,i 
gebt  und  den  Kreis  OPB^,  unter  demselben  Winkel  schneidet,  den  d«rKr( 
«  mit  dem  Kreise  OPJ^  bildet.  Nehmen  wir  an ,  es  seien  A^,  B„  C,,  ■ 
Punkte  einer  Phase  eines  Systemkreisee  A,  dann  liegen  nach  demSatiS-l 
die  lUittelpnnkte  Og,  6,,  c^,  ...  der  Bahnkreise  a,  6,  c,  ,.,  dieser  Punktt  if 
einem  Kegelschnitte. 

Die  auf  S.  40B  abgeleitete  Bestimmong  der  beiden  reellen  selbtltl 
sprechenden  Punkte  wird  unbrauchbar,  wenn  die  Systomphns 
nahe  liegen.  Wir  müssen  daher  noch  eine  Bestimmnug  dieser  Punkt«* 
geben,  die  auch  für  diesen  Fall  ihre  Gilttgkeit  bewahrt.  Sind  in  den  bei^ 
Syslcmpbason  5^,5^ eines  kreisvorwandt-voränderlicheu  Systems  5 (Kig>' 
''>.  *y  si*ei  "ich  8('hn>-idende  Kreisphaaen,  auf  denen  <4,ff,Cj, 
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sprechende  Punkte  sein  mögen,  so  können  wir  die  beiden  reellen  selbstent- 
sprechenden  Punkte  von  S^^  S^  erhalten,  wenn  wir  den  einen  Schnittpunkt 
B  der  Kreise  k^ ,  k^  als  Inversionscentrum  betrachten  und  fUr  diesen  das 
entsprechende  Inversionsgebilde  construiren;  den  Kreisen  Ar,,  k^  entspre- 
chen dann  die  Geraden  k'^^  k'y^  den  Punkten  Ax^s^^*^  -^y  ^y  ^y  resp.  die 
Punkte  A'x  B^x  C'xi  A'y  BfyCfy.  Bestimmen  wir  nun  die  Brennpunkte  0\  F 
des  Kegelschnittes,  dessen  Tangenten  k'^y  ^yi  Ä^^^y  ^»B\y  C\C'y  sind, 
und  ermittelt  zu  (/,  P  rückwärts  die  entsprechenden  Punkte  0,  P,  dann  sind 
diese  Punkte  die  reellen  selbstentsprechenden  Punkte  der  Systemphasen 

Die  allgemeine  Bewegung  eines  kreisverwandt -veränderlichen  ebenen 
Systems  ist  bestimmt,  wenn  die  zweitheitige  HUllbahncurve  eines  System- 
kreises bekannt  ist  und  die  drei  Bahncurven  dreier  auf  diesem  Kreise 
liegender  Systempnnkte  gegeben  sind.  Nehmen  wir  an,  die  Phasen  eines 
Systemkreises  k  umhüllen  die  Curven  0,  t  (Fig.  16)  und  die  drei  Punkte  A^ 
Bf  C  dieses  Kreises  bewegen  sich  resp.  auf  den  gegebenen  Bahncurven  a,  fr, 
c,  so  ist  die  Bewegung  bestimmt  und  die  oben  angegebene  Ermittelung  der 
selbstentsprechenden  reellen  Punkte  gilt  auch  in  dem  Falle,  wenn  die 
Systemphasen  Sf«,  Sy  und  mit  diesen  die  beiden  Kreisphasen  kx^  ky  unend* 
lieh  nahe  liegen.  Die  Berührungspunkte  i7,  /,  welche  Ar^  mit  d,  t  bildet, 
repräsentiren  die  Schnittpunkte  der  Kreise  k^^  Ar^;  die  unendlich  nahen 
entsprechenden  Punkte  AxAy^  BxBy^  CxCy  liegen  resp.  auf  den  Tangentoni 
welche  die  Bahncurven  a,  fr,  c  in  den  Punkten  ^«,  ^«,  C^  berühren.  Be- 
trachten wir  nun  den  einen  der  Berührungspunkte  i7,  /,  etwa  H,  als  Inver- 
sionscentrum,  so  entsprechen  den  unendlich  nahen  Kreisen  Ar«,  ky  die  un- 
endlich nahen  Geraden  k':g^  Ar'y,  welche  sich  in  dem  Punkte  l\  der  /ent- 
spricht, schneiden  und  die  wir  als  in  k'x  zusammengefallen  ansehen.  Auf 
k'tg  bestimmen  wir  die  Punkte  A':gB^:gC'xi  welche  den  Punkten  A^B^C^e  ent- 
sprechen, und  ziehen  durch  j^xy  ^«i  ^'«  die  Geraden  a,  6,  c,  so  dass  sie 
resp.  mit  Ar'«  dieselben  Winkel  bilden,  unter  denen  die  Bahncurven  a,  fr,  c 
den  Kreis  Ar«  schneiden.  Den  unendlich  kleinen  als  geradlinig  angesehenen 
Strecken  Ax  Ay^  B^By^  CgCy  entsprechen  dann  die  unendlich  kleinen 
Strecken  ÄxAly^  B'x^y%  C'xC'y  auf  den  Geraden  a,  b,  c.  Hiernach  sind 
die  Punkte  0^  P,  welche  den  Brennpunkten  0\  P  des  Kegelschnittes  ent- 
sprechen, der  die  Gerade  A*'«  in  V  und  ausserdem  die  Geraden  a,  6,  c 
berührt,  die  reellen  selbstentsprechenden  Punkte  der  unendlich  nahen 
Systemphasen  5«,  Sy,  Die  so  erhaltenen  Punkte  sind  die  reellen  Verwandt- 
schaftspole für  die  unendlich  kleine  Bewegung  des  kreiMverwandt-veränder- 
liehen  Systems  5,  welche  eintritt,  wenn  dieses  System  aus  der  Phase  Sx  in 
die  unendlich  nahe  Phase  Sy  übergeht.  Wir  wollen  die  Punkte  OP  dem- 
nach die  Verwandtschaftspole  der  Phase  5«  nennen.  Bestimmen  wir  in  der 
angegebenen  Weise  für  die  verschiedenen  Systemphasen  die  zugehörigen 
Verwandtschaftspole,  so  «q  Ebene  eine  im  AII^«\s\a\- 
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Ben  a weitheilige  Cnrve,  die  Verwandtschaftspolbahn.  Constroiren 
wir  dann  zu  den  Verwandtschaftspolen  der  verschiedenen  Systemphasen 
in  einer  als  Ansgangsphase  betrachteten  Systemphase  S^  die  entsprechenden 
Punkte ,  so  erhalten  wir  in  S^^  eine  im  Allgemeinen  zweitheilige  Curve ,  die 
Verwandtschaftspolcurve. 

Durch  die  stereographische  Projection  eines  kreisverwandt- veränder- 
lichen ebenen  Systems  ergiebt  sich  die  Bewegung  eines  kreisverwandt-ver> 
änderlichen  Systems  auf  der  Kugelfläche ,  und  wenn  wir  alle  Punkte  eines 
solchen  kreisverwandten  sphärischen  Systems  mit  dem  Kugelmittelpunkte 
geradlinig  verbinden,  so  ergiebt  sich  ein  Analogen  zu  der  Bewegung  eines 
starren  Systems ,  welches  um  einen  festen  Punkt  schwenkt. 

Die  Kreisverwandtschaft  ist  ein  specieller  Fall  der  Verwandtschaft 
zweiten  Grades.  Denken  wir  uns  ein  kreisverwandt- veränderliches  ebenes 
System  perspectivisch  abgebildet,  so  stehen  die  erhaltenen  Systemphasen 
in  Verwandtschaft  zweiten  Grades;  es  wird  daher  die  nächste  Folge  sein, 
die  Bewegung  eines  solchen  veränderlichen  ebenen  Systems  vom  allgemei- 
nen Gesichtspunkte  aus  zu  untersuchen.  Damit  wird  dann  auch  der  Weg 
zur  Auffindung  der  kinematischen  Beziehungen  derjenigen  veränderlichen 
ebenen  Systeme  gebahnt,  deren  Phasen  in  Creme  na*  scher  Verwandtschaft 
stehen.  Die  Begrenzung  dieser  dritten  Mittheilung  und  die  Weiterentwicke- 
lung unserer  Darlegungen  erfordert,  dass  wir  uns  die  allgemeine  Bestim- 
mung der  Krümmungsmittelpunkte  der  Bahncurven  und  Hüllbahncurven 
der  bisher  betrachteten  veränderlichen  Systeme  noch  vorbehalten  müssen, 
und  wir  verweisen  vorläufig  auf  die  interessanten,  von  Herrn  Grouard 
(V Institut^  Journal  universd  1870,  p.  27,  84,  124,  171)  leider  ohne  Beweis  mit- 
getheilten  Sätze,  welche  für  ähnlich  veränderliche  ebene  Systeme 
zur  Bestimmung  jener  Krtimmungsmittelpunkte  führen. 


XVIL 

In  Theorie  des  KrümmongamasseB  von  Mannigfaltigkeiten 

höherer  Ordnung, 

Von 

Dr.  R.  Beez, 

Professor  an  der  Bealschole  zu  Plaueu  i.  V. 


SiDd  in  einem  ebenen  RanmcrVon  n-|- 1  Dimensionen  die  rechtwinkligen 

CMrdioateo  eines  Punktes  oPq,  op, , . . .  oPb  als  Functionen  von  n  unabhängigen 

PiiiiDe(em/i],/iti  •-•P«  gegeben,  so  drücken  die  yt-|-l  simultanen  Gleich- 
ngeo 

0  «*=A(Pi.Pt»--P«)»     Ä  =  0,  1,2,  ...  n 

^^nhche  Mannigfaltigkeit  aus,  welche  in  jenem  Ramne  enthalten  ist. 
''^teD  nun  ^o,  i^,,  ...  A^  die  nach  der  ersten  Uori/.ontalreihe  genomme- 
^  Minoren  der  Determinante 


^0      •'^of 

h  —«1  , 

•  •  •   ^n       *^n 

^«0 

dxt 

dXn 

dPt' 

dpr 

dpi 

dx^ 

dxx 

djjti 

dp,' 

m  ' 

dp,' 

• 

dpt 

* 

• 
• 

dx^ 

• 
• 

dx, 

• 

dXn 

bpn' 

dp„' 

dPn 

^  ^erde 

^^tzt,  dann  lässt  sich,  wie  an  einer  andern  Stelle')  bewiesen  worden  ist, 
^  Baamelemont  dw  der  »fachen  Mannigfaltigkeit  durch  die  Gleichung 

^)  dw  =  Hdpi  dpf  . . .  dpn 


1)  Ueber  das  Krümmiingsinass  von  Mannigfaltigkeiten  höherer  Ordnung,  Math, 
^*>Mlen  Bd.  VII,  8.  387  üg^. 


^ 

L. 


Zar  Theorie  des  KriitnmiiDgsoi 


darstellen.  Die  GleicLang  J^O  drückt,  wie  leiclit  ersichtlioti  »t,  di«jeul{ 
ebene  Manntgraltigkeit  vod  n  Dimensioiieii  aas,  welche  die  gegebene  ii 
Ponktfl  Sf,  r,,  ...  x^  berührt,  nSbrenil  der  Miaor  ^tt  mnltiplicirt  xn 
dpi  .Spf,  ...  Spa  ge Wissermassen  als  die  Projection  des  Raaoieletnenls  tft 

aaf  den  ebenen  nfacben  Rsam  ^t  =  0  and  -rj  als  der  Cosinas  des  Winkt 

ai, ,  welchen  die  Normale  im  Pankte  Xi„X,,  ...  X.  mit  der  Xt  •  A%c  bildi 
aufgefasst  werden  kfinnen.  Das  LiaieneleDient  endlich  in  derselben  Mm 
nigfaltigkeit  nimmt,  wenn  wir  in  die  Gleichung 

a  s'  =  9  V  +  2^1 '  +  ■  ■  ■  +  3  •»*» 
die  aus  1)  sich  ergebenden  Differentiale 


9.>-o  = 


Bp, 


dx. 


L«^-. 


i ,  a , . 


Bubstitairon ,  die  Form  an 

Ö)  dü'^SitXik'fl'i^Pk, 

7)  1*1  =  01, 

gesetst  worden  ist. 

Mit  Uilfe  der  ans  diesen  Coefficientes  »iJt  gebildeten  DotenaiDante 


iHssl  sich  die  Grosso  ff  bestimmen;  denn  es  ist  nach  3) 
//'  =  J„'+^,»  +  ...  +  A 


^Px 


J,,   . 

.    *. 

ix, 

Sx, 

epi' 

'     ip. 

51, 

dx. 

äft" 
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Qaiidrirt  man 
Ar 


diese  Oleichnng  nnd  wendet  rechts  die  MnltiplicatioQsregol 
an ,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  7) 


10)         /Z^  = 


2jit 


SAt 


OPi  OPf  CPn 


dpt' 

dxk 


a 


II I 


a 


iti 


«ti 


Ott 


«I 


«2i 


£Ak 


dxk 

^Pn 


<ht\ 


Oji2 


a 


nn 


Vertauscht  mau  nun  in  der  Determinante  0)  die  erste  Ilorizoutalroiho 
mit  irgend  einer  andern,  so  wird  sie  identisch  Null;  es  ist  also 


opi  dpi  dpn  cpi 


a 


11) 

folglich  wird 

12)  H' 

und  das  Banmelement 

13)  a  w  =  ^fl .  dpy .  dpt  . . .  dpn- 

Kennt  man  daher  die  Form  6)  des  Linienelementes  einer  Mannigfaltig- 
keit, so  iXsst  sich  unmittelbar  aus  derselben  das  Raumelement  bestimmen, 
ohne  dass  man  nötbig  hat,  auf  die  ursprünglichen  Gleichungen  1)  zurück- 
xngehen.  Das  Gleiche  gilt  jedoch  nicht  vom  Krttmmungsmass ,  dessen 
Besiehang  zum  Linienelement  wir  jetzt  untersuchen  wollen.  Zur  Berech- 
nung desselben  benutzen  wir  die  Gleichung  40)  der  citirten  Abhandlung: 


14) 


Ä== 


1 


^"  +  » 


/>a,      /> 


tt 


D 


2ii 


reiche  wir  abgekürzt  schreiben 
14^)  K= 


1 


jy«+2 


.D. 


Die  Grösse  H  hat  die  im  Vorhergehenden  angegebene  Bedeutung,  wahrend 
die  Dik  durch  die  Gleichung 

dpi'dpk     dpi'dpk      '"      dpi'dpk 

\     dpidpk        'dpidpk  'dpidpk/' 


I4**) 


i 


welche   dnrcli  DifTerentiation  der  Gleichung  ll)  nncli  dpk   Pfhaltcn   wir 
d«finirt  sind.     Dasa  die  Formel  U)  für  n=2  in  den  von  Gkuh«  gegeben» 
Ausdruck  für  dns  KriimmnDgBinaBS  einer  PtXche 
DP"—D'ß' 

übergeht,    erhellt  Süfort.  weun  mau  iu  UeiBelbcn  A^s^J,  J,=B,  Jj  = 
p,=p,  Pt  =  q,  D„  =  —  D,  D„  =  D„=—I>',  /)„  =  — ß"  setzt.    Nenut  tuan 
und  A,  die  beiden  HnnplkrUmmnDgshalbmesser  in  irgend  einem  Pankt«  d< 
Flüche,  so  lässt  sieb  bekanntlich  das  Gaass'sche  KrUmninngsmasa  in  na 
Bchnalicber  Weise  als  das  Product  aus  den  reciproken  Wertbeu  der  lieida 
Hanptkrümmnngshalbincaser  defiuiren  und 

setzen.  "'  ■ "» 

Die  Formel  14)  behält  aber  —  waa  ganz  ausdrücklich  betont  werd( 
musa  —  auch  für  n  =  I  ibre  Giltigkeit  nnd  drückt  in  diesem  Falle  die  KrOi 
tnang  einer  ebenen  Curve,  d.  b.  den  reciproken  Wertb  des  Krlimmongalial) 
meaners  aas.    Denn  unter  der  Vnranssetzung  n^l  wird 


I  den  Bogen  der  Corvo  selbst  als  Parameter  nnnimmt 

/r_öx„  d'x,      Bx,  ffx^ 
dp, 'dpi'     dpi'Öpi* 
oder,  wenn  man  x^  mit  7,  x,  mit  y  nnd  dp,  mit  8s  verlanacbt: 

dx  S'if      3,v  9'* 

ds'd?~ds'd?' 

welchen  in  der  That  die  bekannte  Formel  fUr  den  reciproken  Worlh  d 
KrOmmangahnlbmeasers  einer  ebenen  Curve  ist. 

Wenn  nan  nocb  der  Nachweis  geliefert  werden  kann,  dasa  der  Ai 
druck  l4)  den  reciproken  Werth  der  n  Ilanpfkrümmungshalbroe* 
einer  n  fachen  Mannigfaltigkeit  darstellt,  so  unterliegt  es  wobl  kein' 
Zweifel,  dass  derselbe  als  die  allein  znlSssige  Verallgemcinerang  it 
Gauss'schen  Krümrauugsmasses  zu  bezeichnen  ist,  wShrend  alle  andere 
Formeln,  die  für  n^3  zwar  auch  den  Gnuss'scken  Ausdruck  ftii 
Krümmung  einer  Fläche  wiedergeben,  aber  weder  (tir  "=l  die  Krüi 
niuDg  einer  Curve,  noch  für  ein  beliebiges  n  das  reciproke  l'ioduct  der 
HauptkrUmniungBbalbmeaser  bedeuten,  nur  im  nueigentlicben  Sinne  als  V< 


also  nrhält  n 

15*) 
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allgemeineraDgen  des  KrflmmnDgsmnsses  gelten  können.    Es  möge  daher 
der  Vollstftndigkeit  wegen  jener  Nachweis  hier  beigebracht  werden. 

Die  Gleichung  der  Normale  im  Punkte  rr^,  arj,  ...  2:«  der  Mannigfal- 
tigkeit «t  =  A(Pi,Pi....;^n),     ^  =  0,  1,2,.../! 
ist 

16)  2*— a;jt  =  — .^, 

worin    ^  den  Abstand  des  veränderlichen  Punktes  {zt)  von  {xk)^  -jr  den 

Cusinas  des  Winkels  angiebt,  welchen  die  Normale  mit  der  Xk-Axc  bildet. 
Einem  in  der  Nachbarschaft  von  (xt)  gelegenen  Punkte  entspricht  eine 
andere  Normale,  die  im  Allgemeinen  die  vorhergehende  nicht  schneidet. 
Unter  der  speciellen  Voraussetzung  aber,  dass  dieses  der  Fall  ist,  kann  (z^g) 
als  der  Schnittpunkt,  g  als  ein  Hauptkrümmungshalbmesser  angesehen  wer- 
den. Beide  Grössen  ändern  sich  nicht  für  den  in  der  Nachbarschaft  von  {Xk) 
befindlichen  Punkt.  Die  Gleichung  16)  ist  daher  so  zu  differentiiren,  dass 
Sjk  nnd  Q  als  constant  betrachtet  werden.    Man  erhält  dann 

Maltiplicirt  man  diese  Gleichung  der  Reihe  nach  mit  •;; —  ,  - —  ....  -r — 
and  sammirt  Über  k  von  A:=0  bis  Ar=n,  so  findet  man  mit  Rücksickt  auf  7), 


18) 


(T+%=)^"+(f+^")'''+-+(T+7)^'"=»' 

worin  die  p  nicht  als  von  einander  unabhängig,  sondern  als  Functionen  einer 
and  derselben  neuen  Variabelen  aufgefasst  werden  müssen. 

Dnreh  Elimination  der  dp  erhält  man  hieraus  für  —  eine  Gleichung 

Q 

des  fi**"  Grades,  deren  erstes  und  letztes  Glied  bezüfi:lich  —  und  — -  sind. 

Da  aber  a^B*  ist,  so  geht  durch  Division  mit  a  das  constnntc  Glied  der 
Gleichung  in  den  für  das  Krümmungsmass  gefundenen  Ausdruck  14*) 

1 

fib«r.    Beseichnet  man  daher  die  n  Wurzeln  der  in  Rede  stehenden  Gleich- 
oog  mit 


^^^^i^^^m^i^H 

Parametera  p  enthält,  also  keine  reine  Function  der  Coefficicnlen  «u  ^H 

Dieae  Snmme  lässt  sich  —  sobald  nicht  die  dritten  DiffereDtinl<)Qotien^| 

selbst  Nnll  sind  —  nnr  dann  in  Wegfall  bringen,  wenn  es  mSglteli  bt,  ^1 

Dolerminanle  J)  so  nmznforroen,  dase  sie  blos  ans  Gliedern                          ■ 

Bu.Brt  —  ßir.ßt,                                                             m 

znEammengeselzt  ist;  denn  man  hat  in  diesem  Falle                                    ^| 

^yidpk'    dpidpt' '"  dpidpt 

8p,  8p.'   8p,8p,'  ■      apr^l 

83           8«,                BJC, 
Sp,'          3p,'      ■■■      dp, 

afi'      fe'    -    "fM 

B„ .  »„= 

dx,          ex,               81, 

8p,'       ap,"    ■'■    8p, 

¥;,■   8^-  ■••  '^ 

ai,        8»,            8r. 

8p.'         üp,'     '"     8p. 

W.'      äpi'    ■■■    8pfl 

,  8-1,      a-i,      ^   8>i,    8«        ,   e-i,     81, 
■'■ap,8p,-8p,8p.'  -'ap,ap,'ap,'        '8p.8pi-8p. 

dprtlp.'dp,  '                   ""'             ■■■                '" 

= 

^'dp,sp:ip,'           - 

8"«      aar, 
*8p,8p,-ap.' 

Ebenso  ergieht  sieb                                                                                        ^ 

^     8*J:,        _d*x,           ^     a*x,       8j:,           ^     ifzt       dx|H 
■^8p,8p,'8p,ap.'       ■ip,dp/dp,'-    '•»Pidp.'lpJ^ 

^Hptdp.'dp,'                                                    "'■            H 

^^Bllir.fil.« 

«8p.ap.-8p.'              "■"                    '"■         ■ 

£     ^"      "''                      «                               "                1 

H                  Nnn  ist  mit  Kücksicbt  anf  20)  nnd  2t)                                                         H 
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■»^t^^^^ii»    ^m^t^^^^^^^s^* ^^^^^  t 


Die  Summe  üi 


^'a?!      ^ap/ 


läset  sich  durch  die  ersten  Differential- 


air  =  El 


dpidpk'f^Pr 
quotieDten  der  Coefficientcn  a^r»  Ojin  ^a  darstellen;  denn  ans  den  Oleich- 

QDgen 

dxi  dxi 

dpi '  dpr  * 
dXi  dXi 

^kr=  ^i-^ .T I 

(^Pk    OPr 

„  ^^t  dxi 
aik=z2,i- — .- — 

opi  dpk 
ergebt  sich,  wenn  man  die  erste  nach  dpki  die  zweite  nach  dpi^  die  dritte 
nach  dpr  differentiirt  nnd  die  letzterhaltene  Gleichung  von  der  Summe  der 
beiden  ersten  absieht; 


20) 


d*X{      dxi 


dpr         \dj)k       dpi       dpr/ 


dpidpk  dpr      ^\duk    '    dpi 
Setzen  wir  mit  Christoffel^  zur  Abkürzung 


21) 


(düir      dükr      ^«fA_|«' A:| 
\dpk        dpi        dpr)^\  r  y 


80  kommt  nach  abermaliger  Differentiation  in  Bezug  auf  dp« 

_,     d^xi        dKxi 


20  •) 


^Pi^Pk'^Prdpt     dpt 
Ist  nun  rc=t,  «  =  Ar,  so  folgt 


d     « ^  I       «        a'a-/         dxj 
r  I         ^dpidpkdp,  *dpr' 


j,(  ^Xj  Y_   a'flj,     ^   d^xi    dxi 

\dpidpk)       *dpk*         ^dpidpk*'dpi' 


Wir  erhalten  daher  für  Dik  die  Formel 

^P*'         'dpidpk^'dpi 
ik 
1 
!f  ^ 

2 


22) 


^a  = 


I 


a 


II  ) 


a 


tf  1 


ik 
n 

«1« 


n 


«nl 


/l 


Mfl 


wi^lcbe  ausser  den  Coefficienten  Oik  und  deren  ersten  und  ^weitrn  Ab- 
loitnngen  noch  die  Summe  aus  den  Producten  der  ersten  und  d  ritten  Diffe- 
rentialqnotienten  der  ursprünglichen  Veränderlichen  iCo»  *n  •  ••  *»  nhzh  den 


2)    lieber   die  Transformatioo  der  homogenen   Diffcreiitialaiisdrück  e   zweiten 
Grmdet,  C  r  e  1 1  e '  s  Jourual  Bd.  70. 


^^^^^^H                                                              a^^H 

Farameteni  p  enthält,  also  keine  reine  Fnnction  der  CoefGcienteo  n^  i^| 

Diese  Summe  ISaet  sich  —  sobald  nicht  die  dritten  Differentialqaotient^B 

selbst  Null  sind  —  nnr  dann  in  Wegfall  brmgen,  wenn  es  maglieh  ist,  ^B 

Dik.Dr.-Dir.Dk.                                                             1 

SpiSpic'    epidpt'  '"  Spidpk 

a-i,           8'x,               8"», 
9p,  ep.'   8p,  8p.'        8p,»J 

Sp,'         dp,'      ■  ■      8p, 

8x„           8xj                 8x, 
dp,'         dp,'     '"      dpi 

»,»./*„  = 

83-j           8x,                8«, 
8pt'          8p,'     ■■"      8p, 

dx„           8x,                 dje, 
dp,'          dp,'      ■    ■       dp, 

8iH           8i,                8l. 
8p.'         8p.'     ■■■     8p. 

8x.           8i,                 83 
8p.'         8p.'      ■■■      äp. 

•^Sp,8p,'8p,8p.'    ~'ipidp,'Sp,'  ■■■  "dp, dp,' dp,    ■ 

^     e-xi     8X1                                                                            ■ 
*8p,8p.-8p,'                    « ••■               1 

-       = 

ü'xi      dx,                                                                                     ■ 

'^'lprdp.->:p.-               "• ■^-          '1 

' 

_    «"xi      8x,                                                                            1 
*8p,8p.-8p.'                   '^"            -             -■             ■ 

Ebenso  erhielt  sich                                                                                        ^| 

..     e-x,       .8'x,          ,     8'x,      8x,          „    ä-x,      3x,H 
dpidpr'dpkdp,'       'Sp^äpr'dp,'  '"  ~'8p,8p,  *8^,H 

^    8'x,      8X1                      ^                                                 ■ 
dPkdp,    dp,'                                                              ■             1^1 

/>.,."..- 

a    8**1      8x,                     ^                                                ■ 

dPk  dp,    8p.                                                                       1  ■ 

Nun  igt  mit  RücItHicht  auf  20)  and  21)                                                          ■ 
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^*M«s/^^^.p,#^^ 


fo%lieb,  wenn  man  das  eine  Hai  nach  dp«,  das  andere  Mal  nach  dpi  diffe- 
MDtiirt: 


0 


l^Xi  g^xi 


')       £i 


S^Xi        d*xi  d 

9ph  dpt '  dpi  dpr  ~"  dpi 


ik 

r 
ks 

r 


-2, 


-£, 


d^xi         dxi 


dpi  dpk  dp9  *  dpr  ' 

d^Xi         dxi 
dpkdp^dpi  'dpr 


Dnrch  Snbtraction  beider  Gleichungen  ergiebt  sich  das  wichtige  Resnltat 
^     yxi         !Fxi         _     SFxi         8«j?|  d   \ik\        d  \ks 

9pk  dpg  *  dpi  Bpr      dpt\r\      dpi    r 


^Pi  9Pk "  9pr  dpt 
Folglich  wirdy  wie  man  leicht  findet: 

l>ik'I>rs-'I>ir'Dks  =  a[^-\  — ^—  1 

\dp9  \r         dpt\r  \/ 


24) 


0 

rs 
1 

rs 
2 


ik 
1 


2 


•  •  • 


1^ 
n 


I 


«11      a„  ...  aia 


Oni     a«2...  a 


MM 


0 

I 

ks 
2 


tr 
1 


tr 
2 


Itr 
n 


a 


11 


a„  ...  Als 
öfl  •••  Ö2« 


I ' 


ks 
n 


^nl       ArS'.'   ^iin 


Beseichnet  man  mit  «^  den  Coefficienten  von  o^jt  in  der  Determinante 
so  läast  sich  die  Oleichnng  24)  einfacher,  jedoch  weniger  durchsichtig 


14*) 


+  ^m  ^Im 


tr 

l 


ks 
tn 


ik\\ri\ 
l  \\m 


Fuhrt  man  die  angezeigte  Differentiation  im  ersten  Oliede  rechts  ans, 
so  erhilt  man 


25) 


dp» 


ki 

r 


dpi 


ks 

r 


=  l(    ^'"''^  ^''"'  ^""^^  ^'"''^  "i 

*  \dpk  dp.  ■*■  dpi  dpr      dpr  dps      dpi  dpj' 


Nnn  kann  die  Determinante  in  14)  auf  sehr  verschiedene  Weise  in  eine 
■ädere  umgestaltet  werden,  deren  einzelne  Glieder  die  Form  DikDra—DirDks 

haben:  stets  wird  aber  noch  der  Factor  -- — ^,  welcher  keine  reine  Func- 

tion  der  Grössen  Oi^  ist  nnd  nnr  für  ns=2  auf  1  sich  redncirt,  dazntreten. 
Die  ranXchst  sich  darbietende  Transformation  ist  folgende.    Man  mnltipli- 
dre  in  der  Determinante  14)  die  zweite,  dritte,  ...  v}^  Vertikalreihe  mit  Z>, 
und  siehe  die  bezttglich  mit  Z>,| ,  D,, ,  ...  />■]  mnltiplicirte  erste  Vertikal- 
reihe ab,  80  kommt  mit  Rücksicht  anf  12) 

2»» 
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^'  ^VS^>^ v^  V  i^^  >^  «/V«»'^«»V>/>*«^«»«r<»»/lin<^»H^#»^^^^^^»«A*l» 


26)   K^ 


«+2 


J)    «-2 


^ii^«-/>i|i5i„     ^ii^«.-/>.i/>if  .../>ii/>ms-/>«il>.. 


Mit  Hilfe  der  Gleichungen  22)  und  24) ,  sowie  21)  und  25)  ergeben  sid 
die  Bestandtheile  dieses  Ausdruckes ,  wie  folgt : 


27)    Z>H 


,£«11 


hl  9 


flfl 


a 


it> 


oft 


«i 


«21 


aa„2^,  ^öit 


^■1 


«n2 


und  das  allgemeine  Oliod  der  Determinante  in  26) 


a 


nm 


«o^      n     n  n     n  1     /    g'«<l      .     ^«k\         »*««         a*a„    \ 

, /^on      8ati      gg^A  t  Z^g^w  .  agjfc,      gg^\ 


i 


0, 

aa„ 


dpr 
ap,     *  ap, ' 


ap 
öii» 

«111 


dpi 

gl» 

«2« 


g 


mh 


dfUn    ,  agil 

a^""'ä^'  "*' 

^  ^fl, ,  ,  /a«^  aa<2  aai  A  /agu  ,  aa„ 
'  a;>, '  *  W,  "*"  dpi  "  ä^>  -  Häi^.  "*"  ?^ 
agii 


ag|rft 
apj 


1 


apt' 


'IM 


'1t  9 


dot^     daki    düik 


*(ap*"*"ap 


r2    aa^X 


«ft 


g|M 

g2ii 


I  /^?f[i2  -L  ^^^  agu\ 


gii2t 
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.  ^^^^.  wv««^>v> 


F«r  fieai  wird 


K^ 


woraus  [s.  61.  15*)]  leicht  der  gewöhnliche  Ansdriick  für  die  Krümmang 
einer  ebenen  Curve  abgeleitet  werden  kann. 

Für    n  =  2,  wenn  zugleich  a|i  =  Ä,  a„  =  a„=F,  an  =  ^»  ^Pt  =  9Pt 
dp^  =  dp  gesetzt  wird,  findet  man^) 


29)     {EG  —  FyK 


d'F         d*E       a»G 

dp.dq    «aj«    'ap«' 

dF    ,  ac 

I  ^^ 

dq       *dp' 

*dp 

dE 

*ap' 

B, 

P 

dF        dE 
dp      ^dq  ' 

f, 

G 

,dE       ,dG 

"'     *a,'    ^dp 

•ilf'     ^'      ' 

9 

C'-   ^'      ' 

welches  identisch  ist  mit  der  Gleichung,  die  Gauss  im  XI.  Artikel  seiner 
Disquisiiiones  circa  superficies  curvas  für  das  Krümmungsmass  einer  Fl&cho 
gefanden  hat,  nämlich 

.r,^       ..•..,      „[dE  dG        dF  dG     /dGyi 

,„(dE  dG_dE  dG_    dE  dF       dF  dF_    dF  dG\ 
"^     Kdp'dq       dq'dp       '^d'q'Vq'^'^d'p'dq      ^TpTp) 

ras  d^     dE  dF    fdE\n 
"•"   La/>*a/>    ^dp'd^'^Kdi)] 


30) 


-HEG-n{^~2 


d*F       d'G 
dp.dq"^  dp 


0- 


Der  unsymmetrische  Bau  der  beiden  Formeln  29)  und  30)  —  die  jedoch 
in  sich  selbst  übergehen,  wenn  man  E  mit  G^  dp  mit  dq  und  umgekehrt  ver- 
tanscht  —  findet  seine  Brklftrung  in  der  Beschaffenheit  der  Gleichung  20). 
Diese  liefert  n&mlich  für  n  =  2  zwei  Tormo,  wenn  i=k  ist,  und  nur  einen, 
sobald  I  oder  k  gleich  r  gesetzt  wird. 

Wegen  der  grossen  Wichtigkeit  der  Gleichung  30)  sollen  noch  einige 
andere  Formen,  unter  denen  das  Krümmungsmass  dargestellt  worden  ist, 


3)  Nach  einer  Bemerkung  vonSalmon  hat  WilliamBon  diese  Form  zuerst 
all fffes teilt.  S.  Salmon- Fiedler,  Aiialytischo  Goumetrie  des  U«umos,  2.  Auflage, 
8. 0S4,  Anm.  17. 


Zw  Themie  dw  KrUmmungBinii- 

KO  dieser  Stelle  hervorgeLoben  werden.    Lionvüle*)  hat  fttr  dM<olb«  fi 
gendcu  Aasdrack  gefunden : 


3£_    £G  F\ 
hq      *äp'GJ' 


«0  3  1         {,3E 

Vertauicht  mau  hiorie  E  mit  C,  dp  mit  dj  and  omgekehit,  nud  addirt 
aeae  Formel 

-  i  ^IG-y'-j^  _^^^^|^J_+ j_.-__J 
£  I         (  dC        iE  F\ 


welche  GleichuDg  iDEofern  bemerkenswcrtb  ist,  rIb  jedes  der  beiden  Glied' 
auf  der  rechtoo  Seile  aas  dem  andere  dnrcb  den  eben  angegebene!)  Ho 
der  Verlanecbung  Lervorgebt. 

Wenn  das  Carvenelement  in  die  Form 

3.=.— ji— 
lianaformirt  ist,  so  Bodet  ebenfalls  Lioaville^)  das  KrUmniiiDgsniasE 

worin  h  den  Modales  des  iotegrirenden  Factors  der  Gleicfaaog 


^\Edu+{F+i}/EG-F')dp\  =  0 

ys 

bedeutet.    Die  Formel  32)  ist  offenbar  einer  aualytischen  Verallgemeim 
flthig.    Wenn  man  nSmIicU  die  quadratische  Form 

nach  der  iu  meiner  frliberen  Abhandlung^)  angegebenen  Methode  in  aw 
hypercomplexe  Factoren  A  und  A'  zerlegt  und  mit  a  den  integrirendsD  f  i 


4]  LiouTille'B  Jonrnal  f.  Math.  Bd.XtV,  S.  130.  Den  Beweis  für  die  Kidil 
keit  obiger  Formoln  geben  Cht  Uni  [AmmH  di  leimte  .VatmalleAt  e  t'iHeÄe  aimf. 
B,  Torloäni,  Giugno  1851)  und  Beltrami,  Rictrcke  di  anaHii  appliealo  a/la  geama 
XXI  f.  Hapoli  1806. 

5)  Journal  f.  Math.  Bd.  XU.  8.201,  und  AppHcotiOA  dt  tanal^u  a  le  Oiom* 
perG.  Monge,  td.  Lio«oille,  Note  1  f. 

0}  Heber  coofurme  Abbildung  etc.,  diese  ZeiUcbrifl  Bd.  XX. 
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tor    der  Gleichung  JsssO  bezeichnet,  der  mit  A  in  einer  durch  die  reelle 
J^  gehenden  Ebene  liegen  muss,  falls  das  Problem  überhaupt  lösbar 
in  8oIl|  80  stellt 

das  ▼oIlBtändige  Integral  der  Differentialgleichung 

dar  und  es  iSsst  sich 

aetsen ,  folglich  wird  analog  der  Gleichung  32) 

Es  liegt  nahOf  die  soeben  aufgestellte  Formel  an  dem  Ausdruck  zu 
prüfen,  den  Riemann^)  für  das  Linienelement  einer  Mannigfaltigkeit  von 
coDstanter  Elrümmung  gegeben  hat.   Derselbe  lautet 

a4)  ds^ ^- ysdx^i,     /  =  0,  I,  ...  (w-1), 

1  + 1  £x*i 

^  4 

worin  a  das  constante  Krümmungsmass  der  Mannigfaltigkeit  „nach  irgend 
einer  FlXchenrichtung*^  bedeuten  soll.    Setzt  man  o=—  — ,  so  erhält  man 

ala  das  Element  einer  Mannigfaltigkeit  von  constanter  negativer  Krüm- 
mang*),  zu  welcher  Kategorie  auch  nach  Beltrami  der  sogenannte 
i^iehteuklidische  Baum'^  gehören  würde.   Setzt  man  zur  Abkürzung 

■o  wird 

P  .     dxo*  +  dx,'  +  ..,  +  da^n 

and  es  läset  eich  daher  ds*  in  die  beiden  hypercomplexen  Factoren 


und 


—  +  !,—  +  ... +  1-1— li -i 


BXq       .  dXi  ^J?n— 1  Mf 

1        «i-;^-...-t—i— Ij— -^ 


aerlegen.    Nun  ist  der  integrirende  Factor  beider  Ausdrücke  =eA,  folglich 


7)  BiemanDi  lieber  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen. 

8)  B^iirami,    Teoria  fondameniale  degü  spaiii  di  curvatura  costante,  Annali  di 
Serie  il.  Tarn.  U,  p.  212. 


Es  ist  aber 
folglich,  weoQ 
36) 


4-  =  A-(^ 


^  dl,'  ^ 


daf. 


'n-J' 


Ih 


3^_ 


nao  die  Somme  bildet 

=  T  +  ^-^4^' ^'•' +*•'  +  -•  + ''—^ ' 

für  n=2  ein  oonsUates  KriimmuDgsuuua 


welcliet  AuBdruck  offenbar  i 
giebt. 

Die  ForinolD  31)  uod  32)  leitet  Beltrami^)  mit  Uilfe  seiiics  DiCTerea-  | 
tialparametera  der  zweiten  Ordonng  ab.  Derselbe  ist  unter  VoraoBaelsuag  | 
der  gewübalicben  Darstellang  fUr  das  CacvenelemcDt 

durch  die  Gleicbnng 

86)    ^ 
ilefinirt. 


0  wird  das  KrUmmiiugsmS^^ 


f/EG  —  F'IS"\  l/EG- 
:  maa  in  dieser  Gleicbnng 

worin  h  dieselbe  Bedeutnog  bat,  wie  in  32), 
einfach  ausgedrilckt  dnrcb  die  Formel 

In  einer  spätem  Abbandlang'")  liat  Beltrami,  gestützt  auf  eiue  1 
Arbeit  von  Jacobi"),  die  Theorie  der  DiffereulialparamelBi 
belo  aasgüdebut.  Jncobi  balle  bemerkt,  dass  sur  Transformaljoa  itT% 
L B  p  1  a c  e ' scben  Uifferentialgleitbnng 

S'U 


die  Rennttii 
elemeuts 


ox'     äff'      d- 
i  des  transformirleD  Ausdrucks  t'üi 


das  Quadr« 


s  Lioieii- 


allein  scbon  binreicbend  sei.  Denselben  Gedankeu  fübrt  Beltrami  untsr  I 
weit  allgemeineren  Voraussetzungen  ans,  indem  er  sowobi  die  Buschrän-  l 
kung  auf  drei  Variabele  fallen  lässt,  als  auub  die  specielle  Form  du«  LlDiea   i 


9)  Beltrami,  RUercht  etr-.  An.  XV. 

10)  Sulla  teorica  generale  dei  ptirimetH  dl^eraitiati,  Hoiogtia  ISßfl, 
il)  Ueber  uiiie  particuläre  Lüsung  der  Oleichiuig  dei  rotcatiata,  Opvat,  i 
Qd.2niidCrelle'a  Journal  Bd.  36. 
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elements  aafgiebt.    Die  Hauptmomente  seiner  Entwickelang  sind  folgende. 
Wenn  das  Linienelement 

durch  irgend  eine  Sabstitution 

dxr=^P\rdyi+p2rdy2  +  ^..  +  Pnrdyn,     r  =  l,  2,  ...  « 

d^=::£bikdyidy 

übergeht,  so  wird  durch  dieselbe  Substitution  auch  der  erste  Differential- 
parameter, welcher  durch  die  Gleichungen 

du  du 


Ji  ü=£aik 


dXi  dxk 


«<*  = 


djga 
daa  ' 
a,,      a„   ...  a\n 


a  = 


definirt  ist ,  in  die  entsprechende  Form 

V«      ^^     ^^ 

oyidyk 

^1   ^l ...  ^ijt 


6= 


'«I   «'tt 


^tt    •••   ^2i 


übergeführt.    Ebenso  wird  das  n  fache  Integral 


n 


I  JV}/a  dx^  dx^  . . .  dxn , 


wenn  W  eine  Function  von  x^^  x^y  ...  Xn  bedeutet,  durch  die  gleiche  Sub- 
stitution in 


n 


I  WyZdy^  dyt    ..  dyt 


transformirt.    Setzt  man  nun        „,        ,  „ 

so  besteht  die  Bedingung,  dass  die  erste  Variation  des  Integrals 


II 


I  JiU .  f/a  dXf  dx^  . . .  dxn 
Null  werH'  '     >AHwmden  des  Ausdrucks 


■I^^^^^^^^^^B 

37) 

M 

woriu  zur 

Abküranng                    '^ 

d.A.Ü 

37«) 

"'"KS 

1 

gesoUt  Ul 

Dieser  Aaadmck.  welcher  der  zweita  DilTerentialparameter  dc^ 

Form  Eai 

Sxjdx),  genannt  wird,  ist  ebenso,  wie  der  erste,  covariant  i^| 

derselben. 

Für  den  eJofachBten  Fall 

■ 

wird 

--(K)'+(i-:)'+(i-D" 

1 

und 

-.-t^0+^- 

1 

welcliea  bekanntlich  der  erste  uod  aweile  Differentialimrnmeler  L  a  n>  d'  8  undC^ 

Wenn 

demnach  die  Form  XandxidXk  in  zwei  hype 

,ooo,pl«e  F«l4 

reo  zerlegt  wird  uod  h  den  Modaliis  des  integrirendeu  Factors  dersalba^^ 

bedeutet, 

BD  wird  vom  rein  analytischen  Standpunkte  ana 

Nichts  im  WeiM 

stflliea ,  de 

r  Gleichnng 

■ 

38) 

k  =  J,{gh 

■ 

eine  Aasdebnnng  auf  n  Variabelo  zd  geben.     Aach  vod 

dieser  Gleicliii^l 

wollen  wir 

eine  Anwendung  auf  das  BiemaDn'sche  Carvenelement      -  ^^k 

o  .1                                   «•  a  _t          I        ■     « 

1  +  {JE«,' 

£s  ist,  wie  sich  Aas  87)  nnci  37*)  ergiebt: 

^ 

Vä 

"■'■^) 

-Ifc*) 

"■■'Ä'> 

Setzt  mau 

a,.  =  «„  =  ...  =  «„„  =  i. 

■ 

dagegen 

1 

wenn  i  nnd  k  verscbieden  sind ,  so  kommt 

j/«=-.     «..=«„=    ,.  =  ...,-^1^, 

1 

^■jind 

1^ 
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-  «■  ,  rf-^i^-j-*/-^^  ^^*yf  ^^.r^^.^^. 


flix  ungleiche  t  ond  A,  folglich  wird 


und  endlich 

welcher  Ausdruck  bis  auf  das  Vorzeichen  des  zweiton  Gliedes  rechts  in 
überraschender  Weise  mit  35)  übereinstimmt. 

Beide  Formeln  33)  sowohl  als  38)  geben  demnach ,  wenn  man  sie  auf 
das  Sie  mann 'sehe  Curvenelement  einer  Mannigfaltigkeit  von  constanter 
Krümmung  anwendet,  nur  für  n=2  ein  befriedigendes  Resultat.  Hieraus 
kann  jedoch  noch  nicht  geschlossen  werden,  dass  die  Form  des  Riemann- 
Bchen  Elementes  für  n^2  unzulässig  sei.  Es  leuchtet  vielmehr  ein,  dass  die 
Formeln  35)  und  38)  nicht  im  geometrischen  Sinne  als  Verallgemeinerungen 
des  Gauss 'sehen  Krümmungsmasses  anzusehen  sind,  was  schon  aus  der 
Thatsache  gefolgert  werden  kann,  dass  sie  zwar  für  n=2  die  Krümmung 
einer  Fläche,  nicht  aber  für  ft  =  l  die  Krümmung  einer  ebenen  Curve  an- 
geben. Denn  in  diesem  Falle  wird  h=\  und  folglich  in  beiden  Formeln  üfsO. 

Dieselbe  Bemerkung  gilt  nun  auch  für  gewisse  Dififerentialausdrücke 
Ton  Christof  fei  und  Lipschitz,  welche  zwar  in  sehr  naher  Beziehung 
snm  Gauss 'sehen  Krümmungsmass  stehen  —  wie  dies  ja  auch  von  den 
beiden  soeben  betrachteten  Formeln  zugegeben  werden  muss  — ,  jedoch 
nicht  als  Verallgemeineruogen  desselben  geometrisch  gedeutet  werden  kön- 
nen, da  sie  für  den  einfachsten  Fall  7i  =  l  keine  Giltigkeit  besitzen.  Um  die 
erwähnten  Ausdrücke  mit  den  von  mir  gefundenen  Formeln  bequemer  ver- 
gleichen in  können,  will  ich  die  wesentlichsten  hierher  gehörigen  Punkte 
der  Lipschitz 'sehen  Abhandlung  (s.  CreHe's  Journal  Bd.  70)  hervor- 
heben. 

Das  Verschwinden  des  Krümmungsmasses  einer  Fläche  ist  bekanntlich 
daa  Kriterium  dafür,  dass  die  Fläche  in  eine  Bbene  abwickelbar  ist  und  dass 
dem  Curvenelement  die  Gestalt 

gegeben  werden  kann,  worin  p=0,  7=0  geodätische,  sich  rechtwinklig 
fehneidende  Linien  bedeuten.  Für  die  Ebene,  welche  zu  derselben  Gattung 
Ton  Flächen  gehört,  ist 

und  die  geodätischen  Linien  ^=0,  y=0  fallen  mit  den  gewöhnlichf;n  recht- 
winkligen Coordinatenaxen  zusammen.    «Setzt  man 

CXii  CX;^  CX^  '^"^''' 

worin  Qik  die  Coefficienten  der  quadratiaclicn  Fuim 
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bezeichnen,  so  lässt  sich  nach  Lipschitz  dem  Gauss 'sehen  KrümmuDgS' 
masse  K  die  Gestalt  geben 

41)  1 

+  J^  {^11  (A*tit  —  All  /im)  +  öit  (/tu  fttt  —  ^ftttftit  +/iii/tat) 

worin  zf  die  Determinante 


+  «»f(/*iii-AiiAii)}, 


a 


II 


a 


it 


«fl        Ot2 

bedeutet.   Diese  Gleichung  kann,  wenn  durch  A^^,  der  Coefficient  von  a^^  in 
der  Determinante  zf  bezeichnet  wird ,  kürzer  geschrieben  werden 

41»)     -air^=fJ^«-^^«)+iz,»^»(AuA»-A«A«) 

und  stimmt  dann  genau  überein  mit  der  Formel 


a  )dpi 


22 
1 


21' 
1 


+  "It  ^im  Olim 

a 


21 

/ 

21 

m 

— 

22 

/ 

11 

m 

die  man  erhält,  wenn  in  20)  und  24*) 

nc=a2,     f=:Ar  =  2,     r  =  5=l 

gesetzt  wird.  Nun  gehört,  wie  Lipschitz  nachweist,  zu  jeder  wesentlich 
positiven  quadratischen  Form 

/'=^£aikdXidXk, 

deren  Determinante  a  nicht  verschwindet,  eine  zweite  Form,  welche  nach 
vier  Systemen  von  Differentialen  der  Variabelen  x^y  die  mit  dx^,  Sx^y 
3t/g,  Su^  bezeichnet  werden  mögen,  quadrilinear,  nach  den  Verbindungen 
dXfiöxif^  öXadx^  und  du^öttj^  —  öuQdu^  bilinear  und  symmetrisch  ist 
und  deren  Coefficienten  mit  Ililfe  von  einmaliger  und  zweimaliger  partieller 
Differentiation  der  Coefficienten  der  gegebenen  Form  in  Bezug  auf  die 
Variabelen  derselben  gebildet  werden.  Diese  zweite  Form  hat  die  Eigen- 
schaft, sobald  die  gegebene  Form  und  sie  selbst  durch  Einführung  neuer 
Variabelen  transforniirt  wird,  sich  mit  der  gegebenen  Form  so  zu  verändern, 
dass  ihre  Beziehung  zu  derselben  unverändert  bleibt.  Das  nothwendige  und 
hinreichende  Kriterium  dafür,  dass  die  gegebene  Form  in  eine  Form  mit 
Constanten  Coefficienten  und  weiterhin  in  ein  Aggregat  von  Quadraten  der 
Differentiale  verwandelt  werden  kann,  besteht  darin,  dass  die  in  Kode 
stehende,  ihr  zugehörige  quadrilineare  Form  identisch  verschwindet  Bei 
den  Formen  von-  zwei  Differentialen  gehen  das  Kriterium  der  quadri- 
linearen  Form  und  das  Kriterium  des  Krümmungsmasses  in  einander  über. 
Dieße  gnadrilineare  Form  ist 
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f^^^^^^<^^^^^^^^^^^j^r^\^^>^^^^ 


tf 


+  2-2:^^  —  (/iaa/bb&  — /'cab/i)bfl);^«a^Wb3a:göa:^. 
Die  Gntwickelnng  des  ersten  Gliedes  rechts  giebt 

^faH      ^fahh__     ^'^gfl      .      ^^tb  g'^g^  ^^bg 

^j:^        ^Xc^       dorf,d.rff      dx^dx^^      dx^dx^      dx^dx^ 

Da  der  Coefficieut  von  duaöuj^dxqöxff  sich  in  den   entgegengesetzten 

Werih  verwandelt ,  sobald  man  entweder  a  mit  b ,  oder  g  mit  ]^  vertauscht, 

aber  in  sieb  selbst  Übergeht,  sobald  man  gleichzeitig  a  mit  g,  und  b  mit  ]^ 

verwechselt,   so  kann  ^  als  bilineare  Function  der  beiden  Systeme  von 

-i •    Verbindungen  dua  dwj  —öuaduiy    und    dx^öXf^  ^  öXQdXf^    dar- 

gestellt  werden,  so  dass  man  erhält 
1.  —  y       .  l/^/abi      ?/abJ \ 

+  J  -2:-j  C/cag  Abb  -  /ia^  /bbg))  (^  «a  *  «b  '  d  Mq  ^  "b)  (^  ^^fl  ^  ^^ 

Für  die  Zahl  von  iwei  Variabelen  besteht  ^  nur  ans  einem  einzigen  Gliede 
uid  hat  den  Werth 

44)       (\3^.  ^^^i/ 

+  i-r-2p(/iii/b22  — Ai2/i2i)|  (^MidM,-  du,  ai/,)(aa?,  dar,  -  da:,air,). 

El  findet  also  zwischen  dem  Erümmungsmass  K  [41*)]  und  der  Form  '^  für 
"^2  die  Beziehung  statt 

45)  ^s=—  2iCJ  {diit  dM,  —  dw,  duf)(dx^  öx^  —  dx^  dx^). 

KeselbeForm  hat  auch  Christof  fei  unabhängig  vonLipschitz  bei  Ge- 
lesenheit  einer  Untersuchung  gefunden,  die  ursprünglich  durch  die  Aus- 
^iuiQog  des  Problems  der  aufeinander  abwickelbaren  Flächen  auf  Gebiete 
^  a  Dimensionen  veranlasst  worden  war  (s.  Grollens  Journal  Bd.  70). 
^  ist  in  der  betrefifenden  Abhandlung  mit  G^  bezeichnet  und  durch  die 
^Mehong 

'^rt.  Der  CoefBcient  {gkht)  hat,  wenn  das  Curvenelement  in  der  Gestalt 
Woen  ist ,  den  Werth 

Eaß(\gi\\hk        gh\\ik^ 


worin 


Xgdxi     dxidxfc     dxgdxh/ 


^^^^^^^^^^^^H 

[to„         W,,     ...    UI. 

■ 

wi.      o>„  ...  a)j„ 

■ 

£= 

■ 

...1                                        ■ 

ist.    VertnUHcbt  man  g,  t,  A,  A  bezüglich  mit  r",  r,  k,  s,  so  ergiebt  sich  i 

Rücksiclit  anf  34'}  zwischen  dem  Cbristorferscheo  Coefficienten  {itk 

ntid  dem  allgemeioeD  Oliede  aoaerer  Deteruiinaote  die  eiafacbe  Besieha 

*^*)                            DaDr,-DurDy.^aiiskr). 

Wir  wollen  nan  anf  den  Bpecietlen  Fall  n=3,  den  aQob  Cbriatoff 

aoBfährlicliBr  behandelt  bat,  etwas  näber  eingehen,  um  an  einem  Betspi« 

den  ünterecliied  zwiacben  dar  Form  «f  "der  G^  und  der  von  un»  fQr  d 

Krttmmnngemass  aufgeBtellten  Gloichang  deutlicher  bervorbeten  sa  UsM 
Für  n=3  ist  das  Quadrat  dea  Linienelements 

0s*  =  a,,S;i,'  +  2ai,3p|a;),  +  2ai,3p,  3p, +  o„?p,'  +  2a,j3;),3p»  +  aM3j 

Die  allgehörige  Form  i(f  oder  G^  beaitzt  in  diesem  Falle  eochs  C«e( 

cieoten  A,  die  folgende  Werthe  haben: 

''"       H^p.ap,      Bp:       Bp^n^^u    \\i\\k\      \i\\k\V 

^,(3'a,.         9'a„           3'«,            S^n„ 

) 

'*      H?P,'^2P.S;.,     dp.dp^     dp,d,,, 

+*'vii?ii';i-[^'lirii. 

,      ./e"'.,  .  8'",.       3'"..      a-.„  \ 
•*■■    *\dp,-^s,.ip,    ep,sp,    8p,W 

"'  +-.''fl;Tir;!-iTi[r|!. 

-=K^ak-r;y-f-)...-ir||THriiy||. 

/B-»..     ä'.„       8',,.       a'„„\ 
""    *{dp,-^dp,ep,    ip,dp,    dp.ipj 

+  **  a    ||.'  11*1      |(||*li' 

■•■■      H'8p,8,.      3p.-      8p,V  +  *'.MM     |,-|i»ll- 

Doinnaoh  wird 
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^>^  g»^  W^m^^m  rf^^M»JM^MM^*^^MV^M^MMW^^MMMM»^w  mm^ 


^^^0^^^^f^ß^F>^»^i^^^i>^^i^^^^f^ß^^^k^^^^^*0^^t^t^»^t^t^t^t^^^^^^^^^^^0^ 


49) 


+  -^11  (3«^Äw,  —  5MjÄM,)(^ar,  äa:,  —  ^j:,  5ar,) 
+  Jii{dut8u^  —  dug  8uf){dxi  8Xf  —  3«,  da:,) 
+  Jtf  (ßugdtii  —  dui  8u^){dxg  8Xi  —  9a:,  dar,) 
+  i^,,  (^Wj  di/|  —  dui  8pi^)  {dXi  Sxfdx^  8xi) 
+  Ag^(dui  Suf  —  duf8ui)  {dxi  8x2  —dx^  8xx). 

Dagegen  ergiebt  sich  aas  unserer  Formel  26)  fUr  ns8  das  Krtimmangsmass 

^11^18-^11^8,       Al^88-i>18^.1 

durch  Vergleichung  der  Werthe  der  Grössen  A  mit  dem  Ausdrucke  Dik  D 
-^  JDirDk»  [s«  24*)  und  25)]  findet  man  aber 

^2^88  —  ^8t  A8  =         ö-^l  , 

At  ^8  —  Ai  ^8  =  —  a.Any 

At  Al  —  Al  At  =  —  «.  ^18, 
Al^ft-AtAl=  «.^88, 
Al  As  —  Al  A8  =  —  ö  •  ^t8  » 

AiAs  — Ai  As=    «.-^28, 

so  dass  das  Elrümmongsmass  die  Gestalt 


») 


w) 


A'= 


1    J 


11 


■ff 

^8 


^28 


88 


annimmt,  in  welcher  es  unmittelbar  mit  der  Form  ilf  oder  G^  (Gleichung  49) 
▼erglichen  werden  kann.  Wenn  diese  Form  identisch  verschwindet,  was 
nur  dann  der  Fall  ist,  sobald  die  Coefficienten  J  Null  werden,  so  ver- 
schwindet auch  das  Krümmungsmass.  Aber  auch  das  identische  Verschwin- 
den des  letBteren,  d.  h.  das  Nullwerden  der  Glieder  der  Determinante  51), 
sieht  das  Verschwinden  der  Form  ^  nach  sich.  Es  zeigt  sich  nämlich  — 
was,  wie  mir  scheint,  von  Christof  fei  und  Lipschitz  nicht  bemerkt 
worden  ist  — ,  dass  das  Verschwinden  der  Grössen  A  nicht  unabhängig  von 
einander  stattfindet,  sondern  dass,  wenn  eine  bestimmte  Anzahl  derselben 
Nnll  wird ,  dies  auch  das  Nullwerden  aller  übrigen  zur  Folge  hat  In  vor- 
liegendem Beispiel  genügt  es,  dass  drei  der  Grössen  A  verschwinden,  also 
a.  B.  die  in  51)  vorkommenden  Glieder  der  Determinante  A^^  A^^y  A^^. 
Denn  ans  60)  ergiebt  sich  in  diesem  Falle  sofort 

AiA2-A2Ai^0, 

AiA8-AiA8  =  o, 
AiA8-AiA8  =  o, 

woraoa  dann  leicht  die  Gleichungen 

/>„/>„ -2>„Z>„  =  0, 

A2A8-Al'>28  =  0, 

D^  Dn,  —  />..  Z>«  =  0 


n^ii 


21 


■v^ 
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abgeleitet  werden  können.    Wenn  also  A„ ,  i^„ ,  >^,,  Null  werden,  so  müiien 
auch  —  da  a  nicht  Null  sein  darf —  die  Grössen  An ,  ^^k,  i^,,  verschwinden. 
Das  Krümmnngsmass  ^  hat  aber  auch  den  Werth  Null,  wenn  zwiachen 
•^tt  9  '^t  I  ^99  ^^^  solcher  Znsammenhang  stattfindet ,  dass 

ist.   In  diesem  Falle  verschwindet  die  Form  ^  nicht. 

Wenn  nun  schon  hierin  ein  wesentlicher  Unterschied  awischen  der 
Form  tf;  und  dem  KrUmmnngsmass  K  bemerkbar  ist,  so  hat  man  doch  die 
HanptdifiTerenz  in  dem  Umstände  zu  suchen,  dass  die  Coefficienten  der 
Form  ^  reine  Functionen  der  Coefficienten  a^k  des  Linienelements  sind, 

während  das  Krümmnngsmass  ^  einen  Factor  —-  enthält,  welcher  nicht 

aus  diesen  Coefficienten  bestimmt  werden  kann. 

Es  ist  von  Interesse,  zu  erfahren,  wie  die  Form  ilf  sich  lu  dem  Rie- 
mann 'sehen  Linienelement  verhält.  Wir  beschränken  uns  hierbei  auf  die 
Betrachtung  eines  Raumes  von  drei  Dimensionen,  legen  also  das  Curven- 
element  in  der  Form 


zu  Grunde.    Die  Formeln  48)  ergeben 


A    =iA    =A    —  " 


41  —  ^ft  —  ''88  —  -7  -  w  1 

(l+-(^,*+^t*+^8*)j 

Alf  ^  Af^  =r  ^j,  =  0, 

folglich  wird  die  Form 
-^ss— ■ rj  {(3wi  öuf  —  duf  öUi){dXi  da?,  —  3a?,  da?,) 

^       *  ^    +(311,  5m,  — aM,*M,)(aa?,5a?,  — aa?,5a?,) 

+  (3m,  dw,  —  3m,  5«,)  (3a?,  da?,  —30?,  da?,)}. 

Also  auch  in  diesem  Falle  —  da  der  Exponent  im  Nenner  rechts  nicht  6, 
sondern  4  ist  —  wird  das  erwartete  Resultat  nicht  erhalten.  Dass  es  ans 
der  von  uns  aufgestellten  Formol  51)   überhaupt  nicht  abgeleitet  werden 

kann,  geht  daraus  hervor,  dass  deir  Coefficient    jr-  die  ursprünglichen 

•^11 

Coordinaten  des  ebenen  Raumes  von  vier  Dimensionen  enthält,  aus  welchem 
der  constant  gekrümmte  Raum  von  drei  Dimensionen  ausgeschieden  ist. 

(Forts etznng  folgt.) 


xvm. 

Die  Orundlagen  der  Oeometrie. 

Von 

J.  C.  Becker, 

Professor  am  Gymnasium  in  Mannheim. 


(Hierzu  Tafel  VI,  Fig.  l  —  12.) 


^Iq  Untersnchnngon  Rio  mann 's  „lieber  die  Hypothesen,  welche  der 
Ueom^^JQ  zu  Grunde  liegen'*  haben  die  Beantwortung  zweier  sehr  ver- 

*^^ner  Fragen  zum  Gegenstande,  welche  sich  etwa  in  folgender  Weise 
formuli jg„  lassen : 

1.  „Welches  sind  die  nothwendigen  nnd  hinreichenden  Voranssetz- 
^^K^o,  die  wir  Über  den  Raum  selbst  machen  müssen,  damit  die  Sätze  der 
^^metrie  ohne  weitere  Axiome  begründet  werden  können?*' 

2.  „Woher  schöpfen  wir  unsere  Ueberzengung  von  der  Wahrheit 
^^f  Euklid 'sehen  Axiome,  und  wie  weit  ist  dieselbe  berechtigt?*' 

Die  vorliegende  Abhandlung  hat  nur  die  Beantwortung  der  ersteren 
"^^e  zum  Gegenstande,  und  dürfte,  falls  ihre  Ergebnisse  als  richtig  befun- 
"^  Werden,  künftigen  deductiven  Darstellungen  der  Geometrie  als  Grund- 
'H^  dienen. 

Denn  es  ist  jedenfalls  eine  schwache  Seite  der  jetzigen  syntli«tischen 
Geometrie,  dass  sie,  wie  Riemann  sagt,  „von  den  ersten  Grundbegriffen 
'^^  Nominaldefinitionen  giebt,  während  die  wesentlichen  Bestimmungen  in 
'^onn  TOD  Axiomen  auftreten,  ohne  dass  man  einsieht,  ob  und  inwieweit  die 
^^bindong  jener  Begriffe  mit  diesen  Axiomen  eine  nothwendige  ist**.  So 
^nd  ausser  dem  Parallelenaxiom  insbesondere  die  Axiome  von  der  Geraden 
^ttd  von  der  Ebene  anstössig.  Sollen  die  Eigenschaften  der  geo 
^^trisehen  Figuren  als  nothwendige  Folgen  der  Natur  dos 
'^tiiiiies  erscheinen,  was  sie  doch  ohne  Zweifel  sind,  so  dür- 
^0  auch  keine  anderen  Voraussetzungen  gemacht  worden, 
*'•  lolche,  welche  sich  auf  den  Raum  selbst  boziehen. 
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DiP  Grnntllagen  der  Geometrie. 


Eine  Bewegnag,  bei  der  ein  Punkt  fest  bleibt,  heisst  ccDtralel 
Drebnng  und  der  feste  Punkt  ibr  Centrnm.  £ino  Bewegung,  bei  der  I 
zwei  Punkte  fest  bleiben,  heisst  axiale  Drehnng  oder  Rot&tiou.  I 
Bei  einer  solchen  bleiben  alle  Punkte  fest,  welche  in  der  darch  die  als  fest  J 
angenommenen  Punkte  bestimmten  Geraden  liegen,  und  diese  Gerade  heisst  i 
ilie  Axe  der  Rotation.  Alle  nicht  in  der  Äse  liegenden  Punkte  müssen  | 
sich  in  den  Kreisen  bewegen,  denen  sie  nAch  Axiom  VI  angehtireo. 

Besieht  die  Fignr  blos  rus  einer  Geraden  und  einem  Punkte  ausser- 
halb derselben,  so  bewegt  sieb  nur  dieser  Punkt,  wenn  zwei  Punkte  der  | 
Geraden  festgehalten  werden.     Da  aber  dabei  die  Distanien  zwischen  dem    I 
bewegten  und  den  festen  Punkton  sich  nicht  Undern,  so  folgt,  dass  i 
Punkte  äiner  Kreislinie  von  jedem  Punkte  ihrer  Axeglei 
weit  abstehen. 

Ausser   dieser  Eigenschaft  der  Kreislinie  und  der  vorher  etwUhnten 
Eigenschaft  der  KugeläScbe  ergeben  sich  ans  den  vorstehenden  Postulalon  \ 
snn&chst  folgende  Lehrsätze: 

1.  Zwei  Geradfi  fallen  zusammen  (decken  einander),  wenn  sie  Kwei  J 
Punkte  gemein  haben.  Geradlinige  Strecken  sind  also  congraent,  wenn  ] 
ihre  Endpunkte  gleiche  Distanz  haben. 

2.  Die  Länge  einer  Geraden  ist  der  Distanz  ihrer  Endpunkte  pro- 
portional und  wächst  mit  dieser  über  jedes  angebbare  Uass. 

3.  Alle  geraden  Strecken  vom  Cenlrum  einer  Kugel  nach  ihrer  Ober-  J 
Qäche  (Radien)  sind  gleichlang,  nnd  zwar  lAngpr  als  die,  welche  das  Oen- 
trnm  mit  innerhalb  der  Kugel  gelegenen  Punkten  verbinden,  nnd  kürsor  1 
als  die,  welche  es  mit  ausserhalb  gelegenen  Punkten  verbinden. 

i,    Haben   zwei    Kugelfijichen   einen    Punkt   der  Geraden   gemein, 
welche    ihre    Centron    verbindet  (ihrer  CentralHnie),   so   haben  i 
ausser  diesem  keineu  Punkt  mehr  gemein. 

5,  Die  kürzeste  Linie  zwischen  stwei  Punkten  ist  die  sie  verbind ends f 
geradlinige  Strecke. 

Beweis.  Seien  j4  und  B  (Fig.  1)  die  beiden  Punkte,  C ein  nicht  Miffl 
der  Geraden  JB  liegender  Punkt,  und  .^^  grösser  wie  die  geraden  Strecken  | 
JC  nnd  Cß,  so  kann  auf  AB  ein  Punkt  D  so  bestimmt  werden,  dasa  | 
JB  =  AC  ist,  und  II  Hegt  dann  mit  C  auf  derselben  KugelflXcbe ,  welche 
znm  Centrum  und  Jß  zum  Radius  hat.  Diese  Kngelüäche  hat  mit  derjei 
gen,  welche  B  zum  Centrnm  hat  nnd  durch  D  geht,  nur  den  Paukt  D  1 
gemein  und  liegt  mit  allen  anderen  Punkten,  also  auch  mit  C  ansserhAlb  J 
derselben,  d.  b.  CB>ßB,  mitbin  anch  AC+CB>AD  +  DB  etc. 

Definitionen.     Eine   aus   »weien  in  einem  Endpunkte  zusammen- 
treffenden  geraden  Strecken  bestehende  Figur  heisst  ein  Winkel,  die 
bildenden   Strecken    seine   Schenkel,    ihr   gemeinsamer    Endpunkt  i 
Scheitel.     Winkel    heissen  einander  gleich,  wenn  sie  so  anfeiaauder-  j 
t)e£t  worden  kJiunen,  daes  die  Sclieilel  zasammenfalleu  nnd  die  Schenkfll  J 


D  die  des  4tidGru  gnnz  otter  tlieilweise  (lecken  (d.  b.  von  dor  L&nge 
du  Scbtukol  wird  bei  Vergleidioog  der  Winki'l  abstrahirt). 

Ein  Wiuke)  heiaat  ein  gestreckter,  wenn  seine  Schenkel  Tlieile  der- 
nIb«D  Geraden  sind, 

Zwfli  Winkel,  welche  einen  Schenkel  gemein  haben,  wührend  die 
Mdta  anderen  anter  sich  einen  gestreckten  Winkel  bilden,  lieissen 
SebeowiDkel. 

Sind   die  Schenkel  eines  Winkele    die  Veilängerangen  der  Schenkel 
iCb  andern  Winknla,  so  lieisst  er  dessen  Scheitelwinkel. 
Aus  diesen  Definitionen  folgt  unmittelbar: 

Jeder  Winkel,  dessen  Schenkel  nicht  einer  Geraden  angehören,  hat 
aeu  Scheitelwinkel  und  zwei  Nebenwinkel,  und  ist  selbst  der  Scheitel- 
winkel Keines  Scheitelwinkels.   Ferner  sind  die  Nebenwinkel  desselben  WJa- 
kelsQQter  sich  Scheitelwinkel, 

Lehrsatz  6.  Zwei  Winkel  sind  gleich,  wenn  sie  gleiche  Schen- 
kel haben  und  die  Distnnz  der  nicht  gemeinsamen  Endpunkte  der  Sehen- 
kel  bei  dem  einon  su  gross  ist  vie  bei  dem  andern. 

Beweis.  Ist  (Fig,  2)  AB=/Ii',  ßC=B'C' und  AC  =  A'C,  s»  kann 
■•n  den  Winkel  ÄI>C'  so  verschieben,  dass  ff  mit  B  und  C  mit  C  zuiam- 
■"unUlt;  dann  liegen  Ä  und  A  auf  derselben  Kreislinie,  deren  Axc  BC  ist. 
^'«ht  man  demnach  A'ffG'  um  BC  als  Axe,  so  kann  auch  ^  mit  J  snr 
üvekung  gebracht  werden.  Da  aber  dann  auch  AB  und  Äff  einander 
■•eken,  so  müssen  die  Winkel  einander  gleich  sein. 

>ohrsatB  7,  Jeder  Winkel  ist  seinem  Scheitelwinkel  gleich, 
weis.  Sei  ABC  (Fig.  3)  der  gegebene  Winkel,  i5Ä' die  Verlange, 
a  AB,  Bb  die  von  Cfi,  also  EBB  der  Scheitelwinkel  von  ABC,  und 
**eht  mau  BA  =  BC=BB  =  BE,  ferner  auf  einer  andern  Goraden 
^€f^tfB'=IiB,  bestimmt  endlich  die  Lage  von  Ä  so,  dass  DÄ=bA, 
^■A^BA,  also  LD'B^A=LDBJ,  m  kann  zunächst  die  Figur  D'BÄC 
'  gelegt  wurden,  das»  D'  mit  D,  K  mit  S,  Ä  mit  A  sosurumenf&IIt;  dann 
^Dt  al>er  auch  ffC'  in  die  Verläogeruug  von  ÜB  und  deckt  mitbin  dis  ihr 
Cl«ieh6SUockoS6-  derselben,  d.  h.  die  Winkel  ABC<iuA  AB'C'  sind  «in- 
"d«,  gleich.  Andererseits  kann  aber  die  Figur  D'I^/0'  auch  so  gelegt 
'^4cD,  dass  D'  mit  A,  U  mit  B  und  yl'  mit  I)  zusammeurüllt,  und  dann  füllt 
I  di«  Verlängerung  von  AB  und  deckt  davon  die  ihr  gloichu  Streck« 
''C;  der  Winkel  Ab'C  ist  mithin  auch  dem  Winkel  ÜBE  und  dieser  bIso 
**eli  d«iu  Winkel  ABC  gleich. 

Hierin  ist  anch  der  Beweis  enthalten  für  den  folgenden  SaU: 

Lehrsatz  8,  Sind  zwei  Winkel  einander  gleich,  so  sind  auch  Ihre 
N«benwinkel  einander  gleich. 

Lehrsatz  9.  Jeder  Punkt  ausserhalb  einer  Oer^don  kann  durch 
<^lne  Gerade  so  mit  dieser  verbunden  werden,  dass  dio  entstehenden 
Nebenwinkel  einander  gleich  sind. 


Bewoia.  Sei  AB  (Fig. 4)  die  gegebene  Gerade,  Cein  Pnnkl  ana»«f- 
halb  derselben,  so  sind  die  Strecken  von  C  uacli  Pankteo  der  Geraden  AB 
Ten  verschiedener  Länge,  und  kfinnen  alle  Wertbe  acnebmen  von  einer 
ktirzeüten  Länge  an  bis  über  jeden  angebbaren  Worlb.  Denn  bewegt  sicii 
ein  Punkt  A  von  einer  Stelle  0  anu,  in  welcbcr  er  den  kUrsesten  Abstand 
von  Chat,  auf  AB  nacb  einer  Seite  fort,  so  wird  sein  Abstand  OA  von  der 
Aafaogalage  stets  grosser  und  kann  bis  ins  Unendliclie  vergrössert  werden. 
Da  aber  der  Abstand  OA  von  0  immer  kleiner  sein  muss  als  CA-\-  OC,  so 
musa  auch  CA  über  alle  Grenzen  wachsen,  nnd  da  bei  stetiger  Fortbewegung 
eines  Punktes  seine  Distanz  von  einem  festen  Punkte  sich  nur  stetig  ändei 
kann,  so  muss  auf  jeder  Seite  von  0  mindestens  ein  Punkt  auf  der  Geraden 
liegen,  dessen  Abstand  von  C  einen  beliebigen  Werth  zwischen  OC  und  oc 
bat.  Man  kann  nlso  auf  der  Geraden  unsShliga  Paare  von  Punkten  bestini' 
men,  die  von  C  gleichen  Abstand  haben.  Sei  nun  AC=-Cß  und  M  die  Mitto 
von<4B,  so  hat  C!^  die  verlangte  Eigenschaft;  denn  die  Nebenwinkel  AMC 
und  BMC  sind  nach  Lehrsatz  6  einander  gleich. 

Definition.  Bildet  eine  gerade  Strecke  mit  einer  andern  bwM' 
gleiche  Nebenwinkel,  so  beiest  sie  ein  Perpendikel  (ein  Loth,  eins  Senk- 
rechte) auf  derselben,  oder  man  sagt,  sie  stehe  anfderselbeo  perpen- 
dicalär  (lothrecht,  senkrecht). 

Lehrsatz  10.  Schneiden  zwei  Gerade  einander  so,  lUss  von  den 
entstehenden  vier  Winkeln  awei  Nebenwinkel  einander  gleich  sind.eo 
sind  alle  vier  Winkel  einander  gleich,  und  je  zwei  Punkte  auf  der  einen, 
welche  vom  Schnittpunkte  gleichen  Abstand  haben,  haben  von  jedem 
Punkte  der  andern  gleichen  Abstand. 

Beweis.  Schneiden  sich  die  beiden  Geraden  AAt^Uff  (Fig.  S)  ho, 
dasfi  die  Winkel  ÄMB  und  ÄMB  einander  gleich  sind,  und  macht  maa 
AlU  =  MJ',  so  ist  AB^  AB,  da  die  Figuren  AUB  und  AfdB  congrueal 
Bind.  .4 und  Ä  liegen  also  in  einer  Kreislinie,  deren  Aie  MB,  und  sind  mit- 
hin von  jedem  Punkte  derselben  gleichweit  entfernt.  Nach  Lehisatz  B  und 
g  ist  aber  unaU  LAM B -^  LA'MB  =  LAMB".  tmd  wenn  mithin  Mlf=BM 
gemacht  wird,  so  sind  auch  B  und  B  von  allen  Punkten  der  Goraden  A/^ 
gleichweit  entfernt. 

Definitionen.  Zwei  Punkte  heissen  symlnetriBche  Gagen< 
punkte  in  Bezug  auf  eine  Gerade,  wenn  ihre  gerade  VerbiudnDge- 
linie  von  dieser  in  der  Mitte  senkrecht  geschnitten  wird. 

Ein  Winkel,  der  seinem  Nebenwinkel  gleich  ist,  dessan  Schenkel  nlso 
aufeinander  senkrecht  stehen,  heisst  ein  rechter  Winkel. 

Lehrsatit  II.  Von  einem  Punkte  auaüerhalb  einer  Geraden  kana 
nur  ein  Periiendlkcl  auf  iliesolho  gezogen  werden  und  dieses  ist  ktl/zei 
wie  jede  schiefe  Linie  von  dem  Punkte  nach  der  Geraden. 

Ut  AM  (Fig.  0)  senkrecht  auf  BC,  MA"  die  VerlAngerong  von  AM,  ani 
AM=MA',  D  ein  beliebiger  Pnnkt  aai BC,  so  iatAD=ßJ'  und  ABÄ'^Al^ 


'  A*  Hch  AD>AM.  Wäre  anob  AD  flenkteclit  anf  BC,  so  mUaste  AM 
n^ciuh  kleiner  und  grSsser  wie  ^i)  eein,  also  ist  '^^  das  etazige  Perpen- 
dikel luf  Bf. 

ilieiaiis  folgt  Temer: 

12.  Jedem  Punkte    ausserhalb  eioer  Geraden  entspricht  nur  ein 
'       fTmmetri scher  Gegeopankt  in  Bezug  auf  dieselhe. 

13.  Alle  rechten  Winkel  sind  einander  gleich. 

Seien  ABC  und  a'B'C'  (FJg.  7)  rechte  Winkel,  also  ihren  Nebenwin 
l»hi  CßD  nnd  CTB"!/  gleich,  nnd  macht  man  AB^^  BD  =  Än'=  ffü'.  so 
hon  man  beide  Figuren  so  aneinanderlegen,  dass  A  mit  Y,  B  mit  B',  D  mit 
i*"  loaam  Dien  fallen.  A  und  D  Bind  dnnn  symmetrische  Gegenpuukte  in  Be> 
Mg  anf  CB  nnd  C'B,  und  also  sowohl  von  C  als  von  C'  gloichwoit  entfernt, 
ffihlt  man  non  C  ndd  Cso,  dasa  AC  =  AC',  so  liegen  C  nnd  C  in  einer 
Kreisliuie,  deren  Ase  AD  ist.  Dreht  man  also  die  eine  der  beiden  Pignren 
Bn  jU),  so  kauD  C  mit  C  und  iXw  ancb  ABC  mit  ABC'  sur  Deckung  gebracht 


Hieraus  geht  aber  ferner  hervor,  dass  bei  der  Rotation  des  lechten 
Wiakela  ABC  nm  den  einen  Schenkel  AB  der  andere  BC  nach  and  nach 
mit  allen  in  B  mfSglicheu  Senkrechten  auf  AB  zusammenfallen  niuss  nnd 
dau  mitbin  alle  Gerade,  welche  eine  gegebene  Gerade  in  demselben  Ptinkle 
•enkrecbt  schneiden,  in  einer  Fläche  liegen  und  diese  stetig  erfüllen.  Diese 
PUclit  nennen  wir  Ebene,  nnd  können  demnach  definiren: 

Bine  Ebene  ist  der  Ort  aller  Geraden,  welche'  eine 
gegfbeDe  Gerade  in  demselben  Funkle  soukrecht  schneiden. 
Di« gegebene  Gerade  möge  A  xe,  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Ebauo  Scbeitol 
in  Eben«  beissen. 

Lehrsatz  )4.  Jede  Oernde,  welche  einen  Punkt  einer  Ebene  mit 
dem  Scheitel  derselben  verbindet,  steht  auf  der  Axe  senkrecht  oud  liegt 
gKn>  in  derselben. 

Sei  AB  die  Asu,  B  der  Scheitel  der  EbeuR,  Cein  Punkt  derselben,  so 
C<bt  jedenfalls  dnrcb  C  eine  der  Geraden,  welche  AB  la  i9  senkrecht  schnei- 
^^;  da  aber  durch  B  nnd  C  nur  eine  Gerade  geht,  so  ist  diese  identisch 
■•*  dieser  Senkrechten. 

Li-hraalz  15.  Zwei  Punkte  anf  der  A 
Scheitel  gleichweit  abstehen,  haben  anch  v 
&keiie  gleichen  Abstand. 

Ist  J.**  (Fig.  b)  die  Aie,  B  der  Scheitel  o 
''•»*«■  C  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,   so  ii 
Ood  j(  sind  sjmmetristhe  Gegenpankte  vo 
•^Ueml.    Ist  umgekehrt  AC  =  AC,  so  folgt  hieraui 
**«bt  rtehl  «nd  mithin  C  in  der  Ebene  liegt, 
^^hrsatx  daher  in  den  folgenden  erweitern : 


le  einer  Ebene,  welche  vom 
]D  jedem  andern  Punkte  der 

iner  Ebene ,  aad  AB  =  Bj(, 

il  C^senkrecbt  anf  .^.i',  und 

1  CB,  also  von  Cgleicliweit 

),  dass  CB  auf  AA'  senk- 

a  kann  den  vorstehenden 


I6.  Der  geumetriBcliii  Oit  aller  Punkte,  welclie  vou  zwei  gogebvan 
Pnnicten  gleichen  Abstnad  babeo,  int  eioe  Ebene,  «leren  Aia  die  Verbd^i 
dnngsgr^rade  iljeser  Paukte  ist. 

Zwei  solcbo  Fnnkte,  welche  von  jedem  Punkte  einer  Ebene  gleichwi 
abstebeo,  beiasen  symmetrische  Gegeopnnkte  in  Bezug  aof  di 
Ebene. 


17.  Jede  Gerade, 
gftQB  in  derselben. 


'clche  zwei  Punkte  in  der  Ebene  ve^indet,  lie; 


Sei  Äj(  (Fig.  9)  die  Axe.  ß  der  Scbeitel  der  Ebene  und  AB  = 
80  sind  A  und  Ä  symmetrische  GegoD|iunkte  in  Bezug  aiiT  die  Ebea« 
Liegen  also  C  und  t>  in  derselben,  so  ist.* 6'=  XC^  AD=  AD,  und  mitUi^ 
liegen  A  und  A'  iu  einer  Kreislinio,  die  CD  znr  Axe  bat,  sind  also  von  jede 
Pnnkte  nuf  CD  gleicbweit  entfernt;  d.  h.  alle  Punkte  der  Gerndou  Ct>  Kes« 
in  der  Ebene. 

18.  Dnrcb  jeden  Punkt  einer  Ebene  kann  niKD  nur  eine  Gerald 
Kioheu,  welche  in  der  Ebene  liegt  aud  auf  einer  in  der  Ebätie  li^eadJ 
Geraden  senkrecht  steht. 

Liegt  der  gegebene  Punkt  nicht  auf  der  gegebenen  Geradei 
inan  von  ihm  übcrbnapt  uur  eine  Senkrecbte  au  dieser  Geraden  ziel*  «o. 
Eines  Beweises  bedarf  der  Satz  demnach  nur  für  den  Fall,  dutis  der  PiB.skl 
auf  der  Geraden  selbst  liegt. 

Sei  AX  (Fig.  10)  die  gegebene  Gerade,  B  der  gegebene  Punkt, 


macht  man  AB^^BÄ, 
Bezug  auf  jede  durch  B  g 
senkrecht  und  in  der  Eber 
auf  ßC,  sondern  mit  Y  a 
Gerade  AD,  welche  gani 


lud  A  und  A'  symmeiriscbe  Gegenpunkt^  iu 
de  Senkrechte  auf  .*.*'.  Sei  nna  CB  auf  -^-^ 
'  irgend  ein  Punkt  der  Ebene,  welcher  n.  icl"' 
erselbeu  Seite  von  ^Cliegt.  Dann  mtuuc  di° 
r  Ebene  liegt  (nach  Lehrsatz  17),  dicGor"-«'!^ 
flC  jedeufallfl  schneiden.  Sei  ß  der  Scbuittponkt,  so  ist  AE=A'E,  ^i" 
AD='A'E+ED>A'D,  und  mithin  kann  BD  nicht  ebenfalls  auf  JJ*  stE^'J'' 
rocht  stehen.  Ebenso  ist  zu  beweisen,  dass  auch  eine  Gerade,  welche  i^  "■'' 
einem  Punkte  auf  der  andern  Seite  von  BC  verbindet,  nicht  n\i{  AA  s^^''" 
recht  stehen  kann. 

19.    Je  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Paukte  bestimmen  ^ssii"' 
Ebene. 

Seien  A,  B,  C  (Fig.  II)  die  gegebenen  Punkte,  CD  das  Loth  von  C  »"^ 
die  Gerade  A  R,  so  liegt  A  B  in  der  Ebene,  welche  OD  zur  Axe  und  b  ^""^ 
Sdinilel  ha(,  und  CD  liegt  in  der  Ebene,  welche  Ab  zur  Axe  und  /'  sü-""" 
Scbeitel  hat.  Ist  ferner  t'  der  «ymmeirischo  Gegenpunkt  von  C  in  Bnmg  *"' 
die  durch  AB  gebende  Ebene,  so  liegt  auch  C  in  der  Ebene,  welch«  -^^ 
zur  Axe  und  I)  sum  Scbeitel  hat ,  wäbreud  C  und  V  auf  verscbiedeuen  ä<"' 
teu  der  andern  Ebene  liegen,  woraus  folgt,  dass  beide  Ebenen  aicb  scliu^' 
doa,  d.  h.  wenigstens  eine  Linie  gemein  haben. 
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Sei  DUD  E  ein  beiden  Ebenen  gemeinsamer  Punkt,  so  ist  ED  sowohl 
auf  äD^  als  auf  CD  senkrecht  und  liegt  in  beiden  Ebenen  (Lehrsatz  14),  ist 
mithin  ihre  Schnittlinie,  and  zwar  die  einzige,  weil  sie  nach  Lehrsatz  18  die 
einsige  Gerade  ist,  welche  CC  oder  AD  m  D  senkrecht  schneidet  und  mit 
CC  oder  AD  in  derselben  Ebene  liegt.  AB  und  CD^  oder  //,  B  und  C  liegen 
also  in  der  Ebene ,  welche  diese  Gerade  zur  Axe  und  D  zum  Scheitel  hat. 

Durch  AB  allein  kann  man  unzählige  Ebeuen  legen,  als  deren  gemein- 
schaftlicher Scheitel  D  angenommen  werden  kann ,  während  jede  durch  D 
gehende  Senkrechte  auf  ^^  einer  derselben  als  Axc  zugehört.  Sei  z.  B. 
D F  senkrecht  auf  AB^  so  ist  DF  die  /.xe  derjenigen  Ebeue,  welche  AD 
beschreibt,  wenn  der  rechte  Winkel  ADF  sich  um  DF  ah  Axe  dreht.  Ist 
nun  DF  mit  der  Axe  DE  der  vorhin  betrachteten  Ebene  ABC  nicht  identisch, 
so  kann  die  Ebene  den  Punkt  C  nicht  enthalten,  da  sonst  ED  und  FD^ 
welche  mit  CD  in  einer  Ebene  liegen,  zugleich  auf  CD  senkrecht  wären, 
was  gegen  Lehrsatz  18.  Durch  A^  B,  Cgeht  also  immer  eine  und  nur  eine 
Ebene,  wenn  C  nicht  in  der  Geraden  AB  liegt. 

Mit  diesen  Sätzen  scheint  mir  nun  das  Axiom  von  der  Ebene  erwiesen 
zu  sein,  und  es  fragt  sich  nur  noch,  ob  auch  die  Theorie  der  Parallelen 
ohne  besonderes  Axiom  aus  den  sechs  aufgestellten  Postulaten  abgeleitet 
werden  kann. 

Ob  meine  Ableitung  des  Axioms  von  der  Ebene  mit  der  von  De  ah  na 
{^Demonstratio  theorematis,  esse  supcrficiem  planum.  Disserl,  inaug.  Marburg 
1837)  mehr  oder  weniger  übereinstimmt,  weiss  ich  nicht.  Da  meine  Absicht 
eine  wesentlich  verschiedene,  wird  man  mir  keinen  Vorwurf  daraus  machen, 
wenn  ich  die  Ergebnisse  meiner  Untersuchung  veröfifentliche ,  ehe  ich  mit 
den  übrigen  Versuchen,  „das  Axiom  von  der  Ebene  zum  Theorem  zu 
erheben**,  mich  näher  bekannt  gemacht  habe ,  was  mir  hier,  wo  mir  keine 
mathematische  Bibliothek  ausser  meiner  eigenen  zur  Verfügung  steht,  ziem- 
lich schwierig  werden  dürfte. 

Weit  grössere  Schwierigkeiten  erheben  sich,  wenn  man  auch  das 
Parallelenaxiom  durch  die  aufgestellten  Postulate  begründen  will.  Es  han- 
delt sich  hier  lediglich  um  den  Beweis  des  Satzes ,  dass  durch  einen  Punkt 
zu  einer  gegebenen  Geraden  nur  eine  Parallele  gezogen  werden  kann,  d.  h. 
nur  eine  Gerade,  welche  mit  der  gegebeneu  in  einer  Ebene  liegt,  ohne  einen 
Punkt  mit  ihr  gemein  zu  haben.  Es  ist  mir  nicht  ersichtlich,  wie  dieser 
Satz  ohne  Herbeiziehung  des  Unendlichen  bewiesen  werden  soll ,  obwohl 
mir  die  Existenz  der  sogenannten  absoluten  Geometrie  kein  Argument  für 
die  Unbeweisbarkeit  desselben  ist.  Uebrigens  kann  ich  auch  nicht  das 
Bedenken  begreifen,  welches  mau  gegen  Beweise  dieser  Art  erhebt,  und 
nehme  keinen  Anstand,  meinen  Beweis  für  das  aufgestellte  Theorem  hier 
zu  veröfifentlichen,  obwohl  derselbe  gewiss  schon  manches  Mal  von  Anderen 
Teröffentlicht  wordeo  aem  maie.  Es  handelt  sich  lediglich  darum : 


Die  Onindlt^sn  am  Gsometrit:. 

Wird  die  Oorade  BC  (Fig.  12)  von  den  mit  ihr  in  einer  Ebene  Üegei 
den  Geraden  AB,  CD  so  geecbnitten,  dass  von  den  oorrespondirendi 
Winkeln  JBE,  CD£  der  letstere  der  grössere  ist,  so  wird  BA  von  D 
ge§cbDitten. 

Mein  Beweisgrund  ist  der  folgende.  Da  der  Raom  nnd  mitbin  anc 
die  Ebene  sla  Überall  auf  gleicbe  Art  ausgedebnt  voranegeaetit  wird,  8 
mttasen  ancb  die  Tboile,  welcbe  zwei  gleiche  Winkel  ans  der  Ebene  berani 
ecbneiden,  als  gleich  betrachtet  werden.  Daraus  folgt  aber,  dasa  bw 
solche  AusscLnitte  der  Ebenen  sieb  verhalten  wie  die  Winkel,  von  den 
Schenkeln  sie  bpgrenzt  werden.  Mitbin  ist  das  Verhültniea  der  BbeneDH 
Hcbuitle  CDE:ABE  =  LCDE:LABE>\. 

Andererseits  kann  der  Theil  auch  eines  nnmessbnr  Grossen  oiol 
gtÜBser  sein  wie  das  Gsnaie;  läge  also  CDE  gans  in  ABE,  so  kSnnI 
das  Verhältuiss  CDS:  ABE  bijchatens  =1  sein  (wenn  etwa  der  Thi 
ABDC  gegen  ABB  unendlich  von  niederer  Ordnang  wlEre),  also  mta^ 
lieb  >1. 

Der  Elauplsache  nach  ist  dieser  Beweis  einerlei  mit  dem 
trand,  den  auch  Herr  Baltzer  in  der  ersten  Auflage  seiner  „Glemenl 
der  Mutliematik"  aufgenommen  hatte,  nnd  es  inuss  mitbin  gegen  ibn  di 
selbe  Argument  geltend  gemacht  werden  können,  welches  Herrn  Balts« 
voraulasüt  hat,  statt  dos  Beweises  von  Bertrand  in  die  dritte  Anflaj 
folgende  Bemerkung  aufzunebmcn  (B.  12): 

„Der  ScblnsB,  daas  ein  Winkel  von  einem  Streifen  nicht  gana  ei 
gescblosseu  sein  könne,  weil  von  den  Verhältnisaon  des  Winkels  und  di 
Streifens  zur  unendlichen  Ebene  das  eine  nicht  verschwindet,  das  andei 
verschwindet,  ist  nicht  herecbligt.  Auf  dies  mangelhafte  Fundament  m 
die  Parallelentbeorie  von  Bertrand  gegründet." 

Warum    aber    dieser    Scblnse    nicht    berechtigt   sei,    hXll 
Baltzer  nicht  für  nötbig  ansugeben,  obgleich  ein  Außinger,  für  den  Hot 
ein  l^brbncb  bestimmt  ist,  nnraoglicb  begreifen  kann,  wie  es  möglich  set«. 
an  denken,  dass  das  Vorhältniss  des  Tbeiles  sum  Ganzen  =ao:l  Mio  kann, 
d.  h.  dass  der  Tbeil  unendlich  vielmal  grösser  sei  als  das  G: 
and  das  mitsste  doch  sein,  wenn  ein  Winkel  ganz  in  einem  Streifeu  lÜ^i 
also   kleiner   wäre   wie   dieser   (wenn  man  mit  Bertrand   und  BaltS' 
unter  Winkel  den  Ansschnitl  aus  der  unendlichen  Ebene  versteht). 

Es  mag  sein,    dass   wirklieh  ein  Einwand  gegen  die  obige  odi 
Berttand'scbeScblnsBweiae  gemacht  werden  könne.    Da  aber  die  BUcb« 
welche    hiervon    handeln,    gleich   dem    Baltzer'scbeD  entweder  «infaol 
absprechen,  d.  h.  die  Itedensart,  dies  sei  „nnbcrechtigl"  «der  „nnauUseig' 
nn  die  Stelle  eines  sscblichen  Grundes  setzen,  oder  den  eigcDtlichen  Ken 
der  Frage  anbsruhrt  lassen,  so  möchte  ich  hiermit  die  unbedingten  AnbÜnget 
äer  jl/doloten  Geoinctiie  auffordern,  doch  mit  der  SpraclH  heran lavctttki 
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und  klar    und  deutlich  auszusprechen,    was  denn  eigentlich 
gegen  diese  Scblussweise  eingewendet  werden  könne. 

Für  den  Fall,  dass  solche  Einwände  wirklich  erhoben  werden  können 
und  also  der  obige  und  der  Bertrand*8cbe  Beweis  wirklich  als  unzulässig 
sich  erweisen,  würde  ich  vorschlagen,  die  Parallelentheorie  durch  das  fol- 
gende Axiom  zu  begründen: 

VII.  Eine  Kreislinie  mit  unendlich  ferner  Axe  ist  eine 
Gerade. 

Denn  damit  ist  nur  eine  Eigenschaft  des  Raumes  selbst  ausgesprochen, 
insofern  derselbe  als  stetige  Mannigfaltigkeit  seiner  Punkte  aufgefasst 
wird.  Deutlicher  tritt  dies  hervor,  wenn  man  es,  mit  dem  fünften  Postulate 
vereinigt ,  in  folgende  Fassung  bringt : 

Alle  Punkte,  welche  von  zwei  unendlich  fernen  Punkten  denselben 
(unendlichen)  Abstand  haben,  erfüllen  stetig  eine  Linie  von  unbegrenzter 
Ausdehnung,  welche  ihre  Lage  nicht  mehr  ändern  kann,  wenn  sie  in 
irgend  zwei  Punkten  festgehalten  wird. 

Freilich  haben  wir  auch  so  immer  wieder  das  Unendliche,  und  man 
könnte  vielleicht  noch  mit  mehr  Recht,  als  man  das  B  e rtr an  d*sche  Argu- 
ment der  Parallelentheorie  ein  ,, mangelhaftes*'  nennt,  dieses  Postulat  als 
„unzulässig**  erklären,  weil  es  von  „unendlich  fernen  Punkten**  spricht, 
deren  Existenz  nicht  einmal  denkbar.  Denn  411^^i  ^^^  ^ii*  Q°s  ^^^  i™ 
Räume  befindlich  denken,  müssen  wir  doch  als  irgendwo  befindlich  denken; 
wo  ist  aber  das  unendlich  Ferne? 

Rio  mann  charakterisirt  den  Raum  als  solchen,  in  welchem  On- 
abhän^gkeit  der  Länge  der  Linien  von  Ort  und  Richtung  herrsche,  und 
sagt  (III,  §1  am  Schlüsse): 

„Endlich  könnte  man  drittens,  anstatt  die  Länge  der  Linien  als  un- 
abhängig von  Ort  und  Richtung  anzunehmen,  auch  eine  Unabhängig- 
keit ihrer  Länge  und  Richtung  vom  Orte  voraussetzen.** 

Diese  Auffassung  scheint  mir  in  der  That  der  Sache  am  meisten  zu 
entsprechen.  Nur  würde  ich  für  das  Wort  „Richtung**  als  bezeichnender 
das  Wort  „Stellung**  vorschlagen.  Wie  soll  man  aber  diesen  Begriff 
definiren,  wenn  man  sich  nicht  auf  die  Anschauung  berufen  will?  In  meinem 
„Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Geometrie**  (Schaff hausen  1872,  bei 
Carl  Schoch),  sowie  in  einem  Aufsatze  in  der  Hoffmann 'sehen  Zeitschrift 
für  math.  u.  naturw.  Unterricht  (II.  Jahrg.  Heft  2,  S.  95)  habe  ich  den 
Begriff  der  Stellung  definirt  als  dasjenige  Merkmal  eines  Raumgebildes, 
welches  sich  ändert  bei  4er  Drehung,  aber  ungeändert  bleibt  bei  der 
Verschiebung,  d.  h.  bei  derjenigen  Bewegung,  bei  welcher  alle  Punkte 
gleiche  Wege  durchlaufen.  Abstrahirt  man  aber  von  dem  anschaulichen 
Elemente  dieses  Begriffes,  so  sucht  man  vergeblich  nach  einem  Inhalte  dei 
so  definirten  Begriffes. 
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Nan  18t  zwar  nnsere  UeborzengaDg  Ton  der  Bichtigkeit  der  Biiklid*: 
sehen  Parallelontheorie  lediglich  anf  die  intuitive  Erkenntniss  gegrtiodeti 
dass  die  Stellung  eines  Kaumgebildes  unabhängig  ist  vom  Orte.  Wie  aber 
soll  man  diese  Erkenntniss  rein  begrifflich  als  eine  besondere  Eigentbfini- 
lichkeit  derjenigen  dreifach  ausgedehnten  stetigen  Mannigfaltigkeit  voa 
Punkten  ausdrücken,  die  wir  Baum  nennen?  Ich  wüsste  dies  nur  in  dar 
folgenden  Form  zu  thun : 

Jede  räumliche  Figur  kann  nach  allen  Seiten  ohne 
Ende  so  bewegt  werden,  dass  alle  Punkte  völlig  gleiche 
Wege  beschreiben. 

Für  .ein  Postulat,  das  neben  den  sechs  anderen  als  Ausgangspunkt  einer 
rein  deductiven  Darstellung  der  Geometrie  dienen  soll ,  scheint  mir  dieser 
Satz  jedoch  nicht  einfach  genug  zu  sein. 


j 


Kleinere  Mittheilungen. 


ZVHL    Heber  eine  Oattang  transoendenter  Cnrven,  welohe 

gesohloMen  sind. 

§1. 

Die  in  der  Ueberschrift  bezeichneten  Cnrven  werden  dadurch  hervor- 
gebracht,  dass  eine  bewegliche  Ellipse  anf  einer  ruhenden,  ihr  congruenten 

l  Ellipse  ohne  Gleiten  rollt.  Verfolgen  wir  nun  die  von  einem  mit  der  rol- 
lenden Ellipse  fest  verbundenen  Punkte  beschriebene  Curve  (z.B.  vom  Mit- 

'  telpnnkte),  so  lehrt  die  unmittelbare  geometrische  Anschauung,  dass  die  so 
entstehenden  Cnrven  geschlossen  sein  müssen.  Jndess  würde  es  voreilig 
sein,  aus  diesem  Umstände  folgern  zu  wollen,  dass  sie  auch  algebraisch 
seien.  Im  Gegentbeil  beschränkt  sich  die  Möglichkeit  eines  algebraischen 
Integrals  der  hier  auftretenden  Differentialgleichung  auf  den  sehr  speciellen 
Fall,  wo  die  grossen  Axen  der  beiden  Ellipsen  beim  Anfange  der  Bewegung 
eine  gerade  Linie  bilden.  In  allen  übrigen  Fällen  verbindet  die  Differen- 
tialgleichung durch  ihre  Aussage,  dass  in  jedem  Momente  gleiche  Bogen- 
atfieke  sich  berühren,  zwei  elliptische  Integrale  erster  und  zweiter  6at- 
tang,  weshülb  die  Möglichkeit  eines  algebraischen  Integrals  im  Allgemeinen 
nicht  vorhanden  ist  Dieser  Umstand  veranlasste  mich,  die  Aufstellung  der 
Gleichung  der  besprochenen  Curven  in  irgend  einer  Form  zu  versuchen. 
Es  ergab  sich,  dass  dies  in  der  That  mit  Hilfe  der  elliptischen  Functionen 
gelingfi  nnd  zwar  erhftit  man  jene  Ausdrücke,  die  mit  den  hyperelliptischen 
Functionen  der  zunächst  höhern  Gattung  als  degonerirto  Formen  dcrsolbon 
tn  Bezug  gesetzt  werden  können. 

Sei  die  Gleichung  der  beiden  congruenten  Ellipsen 


a>h. 


Beliehen  wir  dieselben  auf  Polarcoordinaten  r,  g?,  indem  wir  den  Mittelpunkt 
zum  Pol|  die  JT-Axe  als  Anfangslage  des  Radius  voctor  nehmen,  so  wird 

und  das  Bogenelement 
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2)  ds- 2L=^^-7=dr. 

Den  Wurzeln  ist  ibr  positiver  Werth  za  erthoilen,  indem  wir  9  and  s 
wachsen  lassen,  während  r  abnehmend  von  a  in  6  tibergeht. 

Um  jetzt  die  Ideen  zu  fixiren,  nehmen  wir  an,  die  rahende  Ellipse 
befinde  sich  in  dem  Punkte,  dessen  Polarcoordinaten  der  spitze  Winkel  ip^ 
and  der  Vector  r^  seien,  mit  dem  Scheitel  der  rollenden  Ellipse,  welcher  der 
Endpunkt  ihrer  grossen  Axe  ist,  in  Berührung ;  und  zwar  soll  die  Berührung 
eine  äusserliche  sein.  Dann  denken  wir  uns  die  rollende  Bewegung  so,  daas 
sie  zam  Endpunkte  der  grossen  Axe  der  ruhenden  Ellipse  hin  fortschreitet. 
Bezeichnen  wir  nun  in  irgend  einem  Augenblicke  die  Vectoren,  welche  den 
sich  berührenden  Bogenelementen  der  ruhenden  und  der  beweglichen  Ellipse 
zukommen ,  mit  r^  und  r^ ,  so  ist 

Dabei  sind  die  Wurzeln  alle  mit  positivem  Vorzeichen  zu  nehmen.    Diese 
Di£ferentialgleichung  kann  man  in  die  Integralgleichung  verwandeln 

a  a 

Da  die  Werthe  r,s=ro,  rfssa  simultan  angenommen  werden,  so  ist  die  geo- 
metrische Bedeutung  der  Constante  u  daraus  leicht  zu  entnehmen.  Es  ist  u 
die  Länge  des  zwischen  dem  Punkte  (r^,  g)^)  und  dem  Endpunkte  der  gros- 
sen Axe  enthaltenen  Ellipsenbogens.  Da  r,  stetig  von  r^  zu  a  zunimmt,  r, 
von  a  zu  r^  abnimmt,  so  wird  in  einem  gewissen  Momente  r,  =r,  sein.  Auf 
diesen  Umstand,  der  später  von  Wichtigkeit  sein  wird,  wollen  wir  bereits 
an  dieser  Stelle  aufmerksam  machen.  Jetzt  fügen  wir  der  Gleichung  4)  die 
analog  gebildete  hinzu,  welche  den  Parameter  u  einführt,  als  dessen  Fnnc- 
tionon  r^  and  r,  dargestellt  werden  sollen.    Sie  lautet: 


'•i 


a  a 

Als  untere  Grenze  für  die  Variabele  r,  hätten  wir  in  4)  und  5)  auch  eben- 
sowohl b  annehmen  können. 

Die  geometrische  Bedeutung  von  u  ist  nicht  gerade  leicht  ersichtlich. 
Es  mag  bemerkt  werden,  dass,  wenn  man  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  aus 
auf  die  Tangente,  deren  Berührungspunkt  den  Vector  r  hat,  eine  Senkrechte 
errichtet,  die  Länge  dieses  Lothesp  durch 

_         ab 

gegeben  wird.  '  "  y^+^' 


Kleinere  Hittheilangen.  4M 


§2. 

Ansführang  der  Integration. 

Hierbei  werde  ich  mich  der  Beseichnnngen  und  Methoden  des  Herrn 

Veiarstrass,  meines  hochverehrten  Lehrers,  bedienen,  was  nm  so  mehr, 

in  der  hohen  Vortrefflichkeit  derselben  abgesehen,  gestattet  scheint,  als 

Anb  die  Arbeiten  von  Kiepert  in  den  letzten  Bänden  des  Crelle-Bor- 

f  fkird tischen  Jonrnals,  die  Andeutungen  inThomae's  Fnnctionentheorie 

nd  mehrere  Doctordissertationen  das  Verständniss  der  genannten  Metho- 

im  aneh  weiteren  Kreisen  zugänglich  geworden  ist.  Man  wird  indess  auch 

wMch  den  älteren  Methoden  die  Besultate  |  welche  ich  jetat  vorlegen  werde, 

leicht  verificiren  können. 

Es  iet  sunächst  erforderlich,  den  Integralen  die  Normalform  zu  erthei- 
en.    Zu  diesem  Zweeke  setzen  wir 

r«  =  5 +  }(««+ ^»). 
>aiio  wird 

■  ist  also 

^,=      ia*^}b\     ^,  — e,  =  fl*-^«, 
e,  =  —  Ja*  +  ^6*,     e,  —  e,  =  «*. 

Noch  ist  zu  bemerken 

— — —  ^ 5 —  —  K. 

Ci  —  e^         ar 
ftsen  wir  noch 

Ä(5)  =  4(Ä-ei)(5--c,)(Ä— ^,), 

Mheo  nnsere  Formeln  4)  und  5)  in  die  folgenden  über: 

««  «ff 

'  J  yR{s)     J  yR(s) 

/*_ds      ,    r  ds     _ 
yRjT)  Jywr 


in  sei 


«• 


»I 


_  r       ds  _  /•       ds 

wird 

lO)  «i=P(»i  +  »ff).     *ff  =  A'K+»t) 

njl  es  gehen  die  Integrale  8)  ttber  in  solche  von  der  Form 
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^ß^ß^^^r^ß^f^ß^^^^^^^^^^i^^^^^*^0^^^^^^s^^^^^^^^^^^^^0^^^^0^k  * 


V 


0 
oder  in 

a(p+o9,)        aoo,  <y,(») 

Demnach  reduciren  sich  die  Gleichangen  8)  and  9)  aaf  die  folgenden : 

Bezeichnen  wir  den  Werth  von  u  für  das  Werthepaar  r^s=^r^^  r,ssa 
mit  Uq,  so  ist,  indem  v^  dann  verschwindet  und  Vf=UQ  wird: 

12)  e,iio  +  ^«^  =  i/'. 

Diese  Gleichung  leistet  die  Rectification  des  zwischen  dem  Vector  r^  and 
dem  Endpunkte  der  grossen  Axe  befindlichen  Ellipsenbogens;  auch  kann 
mit  ihrer  Hilfe  u  durch  Functionen  von  u^  ersetzt  werden,  wodurch  manche 
Formehl  übersichtlicher  werden. 
Man  hat  nun  die  Formeln 

woraus  man  ableitet 

^PJVi  +  cail-'Pivt  +  fOt)  ^  ff'(Mi^2)  _  ^j^  _  ^2 
P  (yi  +  ^t)—P  («^2  +  w.)       ö  (?',  +  r,)       <y,  p,       <F,  V, ' 
Daher  wird  Gleichung  11) 

18)  ^/^.w  +  ^i'-a^^+^^i^^^^^ 

ÖM        ^    />0'|+W,)--^K  +  (ö,) 

Nimmt  man  dazu,  dass  mit  Hilfe  des  Additionstheoroms  der  Function  p{u) 
die  Functionen  p{t>x)  und  p(t>^  mitp(f/)  in  algebraischen  Zusammenhang 
treten,  so  ist  die  Möglichkeit  evident,  aus  dieser  Relation  und  der  Gleich- 
ung 13)  p(t>i)  und  p[f>tj  algebraisch  durch  u  und  u  auszudrücken.  Mit  Auf- 
stellung dieser  Formeln  wäre  dann  die  uns  zunächst  beschäftigende  Auf- 
gabe gelöst. 

§3. 

Ausdruck  von  5|  = /> (V|  +  w,)  und  52=p(p,  +  Cö,)  durch  die 
Consta  nte  u    und  den  Parameter  ti. 

Zur  Abkürzung  setzen  wir 

au 
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^^i^^NÄ^N^ii^^i^^^N^fc^^^Ä^^i^^^^  «^^«i^S^^S^h^S^N^^^S^^r^«^.^.^^  ^'^  ^-y^-^^.^.^,^-^  .^^•^■-^'^ 


Dann  werden  die  beiden  Oleichnngen,  welche  5|  und  s,  bestimmeti,  nämlich 
18)  and  das  Additionstheorem  der  Function  pti,  nämlich 

die  folgende  Gestalt  annehmen: 

14)  Y^)-VWi)^_^^^ 


s,  —  s. 


16)  (^«  +  *,)  (2^.  J.  -  \g,)  -g»~  yRjs^) .  /fi(5,)  ^  „^  „  ^ 

ä(ä,)  =  4(5,— e,)(Ä— ^,)(«— ^,)  =  4s*-fir,5  — ^j. 

Uebor  die  Vorzeichen  der  Wurzeln  in  den  beiden  Gleichungen  14)  und 
15)  entscheidet  die  folgende  Betrachtung. 

Man  hat  p'(a)a)  =  0,  p"(w)  =  6p*i/  — ^gr,,  daher  p"(»«)  =  6c*a  —  iö't 
oder,  da  —  ^0^«=  — ^a+ ^/j<?yi  P"(o>«)  =  2(e.— ^^)(e«  — ^y),  mithin  nach 
dem  Taylor'schen  Lehrsatze 

p{v+ma)  =  ^a  +  {^a—eß){ea—ey)  »•  +  .... 

Demnach  hat  p'{v+cja)  in  der  Nähe  von  v  =  0  für  positive  e  das  Vor- 
zeichen von  {€a'-eß){ea-'ey).  Nun  sind  nach  unserer  Definition  durch  die 
Integrale  Vt  und  v,  positive  Grössen;  es  ist  ferner  (^f  — ^i)(^f  — O  negativ 
und  darum  ist  ^  (&,  +  c^t)  and/7'(t;t-|-o)s)  auf  der  ganzen  Strecke,  die  wir  zu 
untersuchen  haben,  negativ,  und  daher  ist  über  die  Vorzeichen  der  yR^s) 
so  zu  verfügen ,  wie  wir  es  gethan  haben. 

Quadriren  wir  jetzt  14)  und  subtrahiren  15),  nachdem  wir  zuvor  mit  2 
multiplicirt  haben,  so  wird  die  linke  Seite  der  neu  entstehenden  Gleichung 
durch  (^1  —  ^2)*  theilbar  und  nach  Entfernung  des  Multiplicators  4)  kommt 
16)  5,+5,  =  iV*  — pM. 

Diese  führt  in  Verbindung  mit  14)  zu  einem  Ausdrucke  für  s^  ,8^.  Denn  man 
leitet  aus  14)  zunächst  ab 


Quadrirt  man  ferner  14)  und  ersetzt  ^ä(5,)./ä(5,)  durch  den  aus  den 
vorstehenden  Relationen  folgenden  rationalen  Werth,  so  wird  eine  Gleich- 
ung entstehen ,  die  in  Bezug  auf  ^j ,  s,  symmetrisch  ist.  Drücken  wir  alle 
Glieder  durch  ^j-f  ^t  ^^^  ^i^s  ^^s«  ersetzen  sodann  s^+s^  durch  seinen 
Werth  aus  16),  so  resultirt  für  5, 5,  eine  quadratische  Gleichung,  deren  Auf- 
lösung das  Resultat  ergiebt 

SiS^^  —  igt  +  iI^^+pu)pu±N.p(u). 

Es  bleibt  noch  über  das  unsichere  Vorzeichen  die  Entscheidung  zu 
treffen.     Diese  wird  Af  4ms  qds  ein  simultanes  Werthepaar 

SStttaohfIfl  t  llalbtr  ^V 
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•  >•  au.au 

20)  p^.p^s=a*b*. 


N.au  ,  atU  —  a, ti . a, » 
Man  beweist  ebenso  allgemein  leicht  die  Gleichung 

\      au        au . au  / 
Soll  beiderseits  die  Wurzel  herausgezogen  werden,  so  ist  zur  Bestim- 

munfic  des  Vorzeichens  zu  bemerken ,  dass  -^— ^ ,   -^-^ ,  -^— ^  positiv  sind, 
^  ö«o      <^''o      ^^'o 

denn  u^  ist  eine  positive,  zwischen  0  und  (Oj  liegende  Grösse.  Somit  wird 
für  «  =  «0 

'  öw^,        (ytio.0(io       gtWo^g*"o       g*"ü/ 

^  gfWo 

Dieser  Ausdruck  ist  negativ  und  somit  wird 

V  ^y'/ TT <      gjM.öati       _,  a^u 

21)  K(^i  -*i  (<?i -•^«)=  -^ —  -i-  -  ^.  J-. 

Für  die  Formel  20)  ist  diese  Zeichenbestimmung  irrelevant.  Analog 
findet  man 

N  /z r; V      %r  g«w     atU .  a^u 

'  au       au , au 

Mit  Hilfe  dieser  beiden  Formeln  können  wir  nun  leicht  die  dritte  hierher 
gehörende  hinschreiben,  denn   die  Multiplication   der  drei  Formeln  muss 

|.]^i^(5i).]^ß(5,)  ergeben  und  diesen  Ausdruck  können  wir  ans  Formel  15) 
sofort  durch  die  Functionen  von  u  ausdrücken.  Suchen  wir  den  Coefficien- 
ten  von  N*  in  dieser  Darstellung  auf,  so  erkennt  man  die  Richtigkeit  der 
nachstehenden  Formel: 


g. u     atu  ,  a%u 


au       au , au 

Suchen  wir  endlich  den  Abstand  der  Centra  der  beiden  betrachteten 
Ellipsen  oder  den  Vector  unserer  Curve  zu  berechnen.  Da  die  Winkel, 
welche  die  simultanen  Vcctoren  fj  und  r,  mit  der  gemeinsamen  Tangente 
im  Berührungspunkte  bilden ,  durch  ihre  trigonometrischen  Functionen 

dg>       dr 
^7s'     ds 

gegeben  sind  [Formeln  1)  und  2)],  so  ist  der  Cosinus  des  Neigungswinkels 
der  beiden  Vectoren  gegeben  durch 

__  j[  (g,  - e;)  (g, - (?,)  +  j/{p, - gJHf t - ^t) (gs - ^1 ) (g» - >t) 

wo  allen  Wurzeln  der  positive  Werth  zu  ertheilen  ist.    Daher  wird  der  Aus* 


Kleinere  Mittbeilungen.  465 


p,_  ,    ,  ,    ,   ,,    .  (gi-gt)(g|-gi)  +  /(gt-^i)(gt--g»)(gi-^i)(<*»-^«> 

K(^i-*i)(^i-^t) 

oder,  wenn  wir  die  bekannten  Substitutionen  aasführen : 

Dieser  Ausdrnck  scheint  einer  weiteren  Vereinfachung  nicht  fähig  zu  sein. 

Bisher  haben  wir  die  Untersuchung  geführt,  indem  wir  die  rollende 
Ellipse  aus  der  Anfangslage  in  diejenige  Übergehen  Hessen,  in  welcher  sie 
die  ruhende  im  Endpunkte  der  grossen  Axe  berührt.  Es  hat  keine  Schwie- 
rigkeit, den  weiteren  Verlauf  der  Bewegung  zu  übersehen.  Die  ruhende 
Ellipse  wird  demnächst  von  dem  andern  Scheitel,  dem  Endpunkte  der 
kleinen  Axe  der  rollenden  Ellipse,  berührt  werden.  Dies  deutet  sich  ana- 
lytisch dadurch  aus,  dass  bei  ^1=^1  und  ^t'^^o  ^^®  Wurzel  ^^(^i)  ihr  Vor- 
zeichen ändert  und  nun  5,  und  Si  beide  absteigend  sich  das  erstere  dem 
Endwerthe  e,,  das  letztere  einem  Mittelwertbe  zwischen  e,  und  e,  nähert. 
Dieser  Mittelwerth  bezeichnet  die  Stelle,  wo  die  Begrenzung  des  vom  An- 
fangspunkte der  Bewegung  aus  gerechneten  Ellipsenquadraten  liegt.  Da 
für  diesen  Punkt  v,ao)i  ist,  so  wird  fic=t;|-|-o)i  ^^^  daher  nach  13)  der 
Werth  für  u  durch  Auflösung  der  transcendenten  Gleichung  gefunden 

Dieser  Werth  von  u  bestimmt  für  N  den  Ausdruck  — — '—^  ,  wie  man  auch 
aus  22)  leicht  bestätigt. 

§5. 

Die  von  uns  bisher  entwickelten  Principien  finden  nicht  nur  auf  das 
hier  behandelte  Problem ,  sondern  auf  eine  ausgedehnte  Classe  von  Auf- 
gaben aus  dem  Gebiete  der  Kollcurven  Anwendung.  Es  soll  hier  die  Be- 
handlung eines  Falles  folgen,  der  die  Kenntuiss  nur  der  logarithmischen 
Transcendenten  voraussetzt,  nämlich  die  Ermittelung  der  von  dem  Scheitel 
einer  gewöhnlichen  Parabel  beschriebenen  Curve,  wenn  sie  auf  einer  andern 
ihr  congruentcn  äusserlicb  berührend  abrollt.  Kurze  Andeutungen  mögen 
genügen. 

Sei  die  gemeinsame  Gleichung  der  Parabeln  y^  =  2px\  gesucht  werden 
die  zusammen  gehörenden  y-Coordinaten  t/i  der  ruhenden,  yt  der  rollenden 
Ellipse,  wenn  im  Anfange  der  Bewegung  ^1  =  ^01  yt=0  ^^f-  Setzen  wir 
ye=p8  und  bezeichnen  die  zu  ^1,  ^„  y^  gehörigen  Werthe  von  s  durch  f|,  «t, 
s^   Dann  erhalten  wir  die  den  Formeln  4)  und  b)  analogen  Gleichungen 


Wenn  nan  hierein  dar  fUr  ^_i  sns  l)  folgende  Werth  eiDgeseUt  wird,  I 
lumn  die  gesncbte  Form  für  B^.  Man  sieht  ttbrigeos,  dasB  l)  Bar  dann  giU 
ist,  vreDD  man  eich  Ji"  durch  an  foia  and  er  folgen  de  einzeloe  nnd  immer  1 
derselben  Reihe  vorgenommeiiß  MultipUcationen  von  ^  entstanden  dank 
Es  ist  dies  wichtig,  weil  man  das  l'roduct  zweier  Delerminanten  bekaantli« 
in  vier  verschiedene  Formen  bringen  kann.  Hier  eoll  nun  nach  der  Hnll 
plicationsregel,  welche  dnrch  2)  dargostellt  wird,  vorgegangen  werden. 

In  I)  können  wir,  ohne  den  Werth  diegea  Aasdrackes  an  Hndem,  I 
gende  Verlaaschuagcn  der  Indices  vornebmeD: 


^.=22-2<' 


Vertauscht  man  weiter  in  1)  x  mit  1,  ao  wird 

Man  sieht  also,  dags  stets  J,^j'  sein  wird,  wenn  ajf  =  nH  ist.   Wir  kÖ&Dt 
demgemäsa  sagen: 

„Die  Potenz  joder  symmetrischen  Determinante  ist  wieder  eine  eji 
metrische  Determinante." 

Es  erübrigt  dabei  zu  zeigen,  dass  in  dieser  Fassung  der  Bati  anal 
hängig  ist  von  dem  angewandten,  durch  3)  dofinirton  Mtiltiplicatioaavi 
l'ahrea.  Die  vier  verschiedenen  Formen,  die  man  dem  Prodnclo  zwei 
Determinanten  geben  kann,  erhält  man,  wenn  man  entweder  in  ein«r 
di-ti  beiden  gegebenen  Determinanten  oder  in  beiden,  oder  endlich  in  ke 
von  beiden  die  Reihen  mit  den  Colonnen  vertauscht  nnd  das  Prodnct  vi 
diesen  ungeschriebenen  oder  ungeHnderl  gebliebenen  Determinanten  ni 
■1er  Regel  2)  bildet.  Man  siebt  daraus,  dass  bei  symmetrischen  DeioriniDi 
ten  alle  vier  Arten  der  Bildung  des  Productea  auf  dieselbe  Uetermiiw 
fUliren. 

Ebenso  siehl  man  leicht,  dass  auch  unter  den  gemachton  VoraoaBe 
ungen  eine  einzeln  vorgenommene  Multiplication  von  J  mit  ^,  dann  wiedi 
mit  J  und  so  fort,  wie  sie  zuerst  angenommen  wurde,  nicht  nütbig  iat,  dal 
der  ttusgesprocbene  Satz  giltig  bleibe. 

Vertauscht  man  in  l)  k  und  x  und  zieht  das  Resultat  von  1)  ab,  so  w 
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.  -  Mo+  M  +  ©in  (k + t/p) .  @in  (u— Mq) 

@iu(m) 

Es  ist  nun  leicht,  einen  analogen  Ausdruck  für  ^i+^s  zu  gewinnen;  es 
Terlohnt  sich  indess  kaum  der  Mühe,  ihn  besonders  aufzustellen,  da  die  For- 
mel 20)  in  Verbindung  mit  31)  hinreicht,  alle  in  Frage  kommenden  Aufgaben 
la  lösen. 

Die  Grösse  u  geht  von  dem  Werthe  i/q  aus,  bis  der  Werth  erreicht  ist, 
Ar  welchen  der  Parabelbogen  —  vom  Ausgangspunkte  bis  zum  Scheitel  — 
balbirt  wird.  Dieser  Werth  resultirt  nach  29)  ans  der  Annahme  N^M, 
d.  b.  aus  der  transcendenten  Gleichung 

Hier  tritt  eine  Vertauschung  der  Wurzeln  ein,  indem  j,  dem  Endwerthe  0, 
f,  dem  Endwerthe  Sq  zustrebt.  Alsdann  wird  s^  negativ,  Sf  bleibt  positiv  und 
beide  wachsen  unbeschränkt.  Dies  Wachsen  zur  Unendlichkeit  geschieht 
aber  in  der  Weise,  dass  die  Quadrate  zweier  zusammengehörenden  «, ,  s^ 
eine  constante  Differenz  haben,  wie  durch  Cntwickelang  der  Integrale  2ö)  in 
Potenzreihen  gezeigt  werden  kann.  Der  Parameter  u  convergirt  dabei  gegen 
Noll.  Die  Annahme  N+M=:0  ^ürde  auch  infolge  von  29)  zu  «|'  =  f,' 
fShren;  indess  ist  dieselbe  unstatthaft,  da  sich  leicht  zeigen  läsbt,  dass  für 
positive  Uq  ihr  keine  reellen  Werthe  von  u  cntöprechen. 

Osterwick,  Rgbz.  Münster.  Dr.  Karl  Schwering. 


Bemerkungen  über  symmetrische  Determinanten  und  Anwendung 
dieaer  auf  eine  Aufgabe  der  analytischen  Oeometri& 

1 .  £&  bezeichne 

eine  Determinante  der  (n-fiy^*'  Ordnung.  Wir  werden  dann  leicht  jedes 
Glied  der  Determinante,  welches  die  p^^  Potenz  von  J  -lai  -teilt,  entwickeln 
können.    Ist  nämlich 

so  w^ird  man  finden 

wobei  tfämmtliche  £  von  0  bis  n  auszudehnen  bind.  Diese  Formel  wird  ein- 
fach dorch  das  Beweiäverfahren  von  ;>  auf  {p  +  l)  verificirt.    In  der  That  ist 

und 

2)  ^a=^A%-ia^    ,. 


Groad  einsehen,  warum  die  dort  vorkomio enden  Oleichangen  kojne  Anw* 
dang  fiailen  aaf  beliebige  Dotorminanton.  Nach  dem  Gosngleti  wird  m 
QUO  leicht  fiodeu,  dasa,  wenn  eise  symmetrische  Deteraiiuaute  darn"*  Oi 
nang  der  NdII  glcichkooiuit  and  ansserdem  die  Coef&cienten  von  {n  — 
Diagonalgliederu  verücbwinden,  alle  PartialdetenuinaDten  der  (n  — 1)' 
Ordnung  Null  werden. 

Es  sei  antor  der  Annahme  a^=^a* 

^  =  i'+<io",,.fl»2l  =  0  und  .,„''=  a,'=...  =  o^-|  =  0. 
Eb  werden  dann  nach  dem  Früheren  diejenigen  Partialileterminanton  di 
{n— I)''"  Ordnung  Vörschwindeu.  welche  Elumeutüu  ootsprecbeti ,  die  ■ 
dou  Diagouftlelementen  a^,  a,'  bis  o"'*  in  deraolbeu  Horisonial-  oder  Vt 
ticalreibe  stehen.    Es  wird  infolge  dessen  sein 

1)  a^Zi<'*-\  +  alZial,Z\  =  0,      ^Zla"Zl  +  ii^ZzttZZ.j  =  o 
nnd  infolge  dessen 

2)  '■l-U'uZl  =  alzKZ]. 
Ferner  ist  i    „— z       n  — i 


Und  wenn  mau  den  hieraus  resultirenden  Werth  von  «h— t  <n  0   ■ 
nnd  dann  beide  Seiten  der  Gleichung  qnadrirt,  so  wird 

Mit  Hilfe  solcboT  Gleichungen  l)  nnd  3)  wird  man  sieb  nun  leicht  Ubersa 
gen,  dnse,  wenn  "J— i  ""^^  "b-I  "''^''^  verschwinden,  sowohl  «tjrlt  "Is  an 
*Ii-2  "'"^  infolge  dessen  auch  «JzJ  der  NaII  gleicbkommt.  Tritt  jod<H 
dieser  hier  aasgoschlosseue  Fall  ein,  so  gilt  das  Gesagte  selbst veratiDdH 
nicht  mehr.  Man  wird  sich  von  der  Richtigkeit  diesar  Bahaoptung  i 
Uicht  durch  spcciclte  Beispiele  überseugeD  können. 

Wir  wollen  nun  das  Prodnct  zweier  Determinanten 

j=£± ti^'a,'.. -  "^  - ! ,   ß= s± V'.'- ■  -  *: : ! 

betrachten  und  annehmen,  dass  A  nicht  vcrscbwindo,  wXliread  B  mII 
nebst  den  Parti aldeterminanten  der  (n— 1)""  Ordnung  Null  seiu  eull.  D« 
iit,  wenn 


=  £n.a: 


gesotat  wi 
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Auf  glmehe  Weise  erhält  man ,  wenn  man  die  Partialdeterminante 


betrmebtet ,  die  Relation 
ö)  0  = 


60°  V...  ^»-^  ^»** 


0 


1 


m. 


...  171, 


Bezeichnet  man  also  die  in  1)  und  2)  als  Coef^cienten  der  Grössen  a 
Auftretenden  Partialdeterminanten  mit  if ,  so  erhält  man  durch  Fortsetzung 
des  angegebenen  Verfahrens  folgendes  System  linearer  Gleichungen : 

<        ^o  +  fli''       ^, +  ...  +  «"«-i^«-i  =  0. 

Da  nun  voransgesetztermassen  die  Determinante  A  nicht  verschwindet, 
50  kann  dem  System  6)  nur  dadurch  genügt  werden,  dass  ilfg,  M^  ...  üfn^i 
einsein  verschwinden. 

Auf  gleiche  Weise  beweist  man  auch  das  Nullwerden  der  übrigen  Par- 
tialdeterminanten (n— 1)^^^  Ordnung  von  /I^A.B, 

3.  Ist 

1)  9  =  Va:*  +  2Va:y  +  Vi/'  +  2V«'  +  ...  +  Vi>*  =  0 

die  Gleichung  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  so  wird  dieselbe  ein  £be- 
nenpaar  repräsentiren,  wenn  die  Determinante  R  von  1)  verschwindet 
Anaaerdem  müssen  die  Partialdeterminanten 

dR      dR       dR 


av'  ^K' 


av 


Nall  werden.    Da  im  Allgemeinen  in  1)  a^  und  o,*  nicht  verschwinden  wer- 
den ,  80  wird  nach  dem,  was  oben  gesagt  worden  ist,  die  Gleichung  1)  ein' 
Ebenenpaar  darstellen,  wenn  sowohl  A,  als  auch  sämmtlicho  Partialdoter- 
minaaten  der  dritten  Ordnung  verschwinden. 

Es  sollen  nun  die  Kegel  zweiter  Ordnung  bestimmt  werden ,  welche 
darch  die  Schnitte  des  Ebenenpaares  1)  mit  einer  beliebigen  Oberfläche 
aweiter  Ordnung,  deren  Gleichung  sei 

hindnrchgohen.  Es  soll  ferner  2)  keinen  Kegel  darstellen,  oder  es  soll  die 
Determinante  2+a^.,,ag^  von  Null  verschieden  sein.  Ist  dann  iL  ein 
anbekannter  Factor,  so  werden  die  fraglichen  Kegel  zweiter  Ordnung 
bekanntlich  dargestellt  werden  durch 

(p  +  k^^O, 

wenn  il  bestimmt  wird  ans  der  biquadratischen  Gleichung 


Wir  miiltipliciren  ^mit 
CoeflicicDteD  in  2),  also  mit 

Setzt  m»D  domgemäBB 

so  wird  sich  die  Bedingung  3)  bo  duratellen : 


DotermiDAnle  des  adjangirlea  Systems  <1< 


4) 


JS=\ 


iwi'  +  Ä,  ... 


=  0. 


I      Am,',  ...im.'  +  Ä 

Man  kann  die  eiazeluCn  m^  aucb  definiren  als  die  elDzeloeii  Elomeal 
der  Determinante  If,  wo  if  das  Prodnct 

austeilt. 

Da  4)  für  1=0  nur  dann  ermilt  w 
aUBgPSchloBaen  worden  igt,  so  kann  i 

-  =  y  geselzt: 

5j  .     . 


I,  wenn  A=D  ist,  nnd  dieser  Pal 
a  mit  1'  dividireu  und  erliXll  dani 


I    <,    -".'.  '"■■.  f»^+y] 

Die  Eotwickelang  solcher  Determinanten  nach  y  hat  bekaiiutltcli  Jacob 
gelehrt.  Bezeichnet  man  hiernach  taitSJ,,  ^^t,  ^-^ji  ■■■  die  Suiuinen  di 
Partialdeterminanton  der  eruten,  zweiten  el«.  Ordnung,  welch«  uit  &)  ili 
Diagoualglieder  gemoinschnftlich  haben,  so  orbSlt  man 

6)  y*  +  y" i^-J,  +  !/j  ■£ '^i  +  y  S'^i  +  Z^,  =  0, 
Nach  den  oben  gemachten  Bomerkangeo  ist  aber 

Infulge  desaon  erhält  man  aar  Bestimmung  von  {/  die  qaadratiwlie  Olcjahtu 

7)  y'  +  y  ^^-  +  -i''*.  =  0 . 

wobei  noch  xa  bemerken  iat  —  was  Jibrigen§  a  priori  klar  war  — ,  djua  s== 
den  geHtelltcn  Bedingungen  eboiifalb  genügt,  also  i^^ai  eine  Warsel  tit 
Gleichung  4)  iBt.    Setzen  wir  für  y  seinen  Wertli,  bü  erhalten  wir  Bchli«M)ic 

Die  Bescbrfinknng,  dass  die  OberflScbe  3)  kein  Kegel  Kweilei-  Ordnung  sag 
macht  übrigens  die  vorstehende  Keclmung  nicht  nugiltig  fUr  di«8«n  Pnli 
Man  braucht  nur,  slalt  die  Gleichung  dos  Kegels  direct  in  Anweodnn^  9 
bringen,  dafür  die  Gleichung 


[£J,  +  j/(£J,)'— 4ZJ,], 
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9  +  1** 
■«  aabstitniren ,  wobei  (i  der  einzigen  Bedingung  au  genügen  hat ,  dass  die 
Diaeriminante  von  q)+ii'tlf  nicht  verschwinde. 

Um  die  Formel  8)  in  speciellen  Fällen  leicht  anwenden  zu  können, 
liegt  uns  jetzt  die  Aafgabe  vor,  dieselbe  für  den  Fall  zu  transformiren, 
wenn  statt  1)  die  beiden  Ebenen  dnrch  ihre  Gleichungen 

9)  Mo«  +  ^oy  +  ^«'o  2  +  ^oP  =  ö,     Wi  a;  +  w,  y  +  w,  t  +  r,  |)  =  0 
gegeben  sind.  Die  Grössen  b  hängen  von  den  ü,  v  etc.  durch  die  Relationen 

^  0  ^  'VV+ iliifo       ^  ,  ^  "pVi  +  titVo       ^  ,  ^  «fü^^+J^o  pj^ 
0  2  *         **  2  '         °  2 

ab.     Wegen  der  symmetrischen  Form  dieser  Ausdrücke  ergeben  sich  die 

flbrigen  Gleichungen  von  selbst.    Wir  haben  nun  die  einzelnen  Glieder  der 

Determinante 

mu  bilden.    Man  findet 

"•=M — 2 — r^'A — 2 — /+"n — i~~  /+"n — 2 — )' 

Setst  man  also 

10)  F{u,  V,  w,  r)  =  u^u"  +  2ao^*»  +  . . .  +  «,»/', 

so  kann  man  m^  so  darstellen : 

"».''=lt«ol^'(«.)  +  »'.if"(«.)|. 
nnd  wenn  man  die  analogen  Ausdrücke  für  m^^  etc.  bildet  und  bedenkt,  dass 

ao  erhSlt  man 

Zor  Bildung  von  2/1^  haben  wir 

«.' = ^° .  4  '"''.  +  'J .  i  P\ .   '«.'' = V  •''""'  +  ?•  *  ^'"'' 

und  hiermit 

I6K°OT,*  -  <m,'^)  =  (w,i?,  /''m,  F'y„  +  m,  i^o  ^'"o  ^'«'i) 

imd  ftbnliche  Ausdrücke  für  die  übrigen  Aggregate.  Am  übersichtlichsten 
werden  wir  wohl  zum  Wcrthe  von  ZJ^  gelangen,  wenn  wir  in  dem  Aus- 
drucke 

—  Wo  F'u,  \u,  \  F\  +  r,  1  F\  +  fv,  4  F'w,  +  r,  \  F\  \  +  \u, »/,  F'u,  F\ , 
+  M.  f  'w,  I !/,  i  F\  +  i^,  4  /"i'o  +       ...       +  r,  4  FVo  t  -  .;  Mo  M,  /^'mo  ^'"i  • 

—  tt,  F'w,  j  M^l  F'mj,  +  ...  +  r  J  F'/'o  I  +  i  "o  "1  '^'"o  '^'"i 

u  mit  9,  11^  mit  r  vertauschen  und  die  so  erhaltenen  Ausdrücke  addiren. 
Man  siebt,  dass  sich  dabei  die  rechts  von  der  Klammer  stehenden  Glieder 
gegenseitig  zerstören. 


Bezeichnet  msn  dano 

F,'=u,\F\  +  ...  +  r 
nnd  bedenkt,  (taaB  ri_  po 


:iFy 


ist,  weil  F  eine  Lomogene  Function  ist,  so  wird  man  erlisiten 
und  wenn  wir  dies  in  die  GIdcbung  8)  einsetxen 


od« 

Wir  hfttten  voAer  erbalteo 


F„'+yF^'F, 

Will  man  bierio  fatalt  Fdie  Gleicliuu^  der  gegebenen  OberflXcho  in  Punkt 
coordinaten  /'=0  einnibreii,  so  bat  msn  nntGr  Belbebaltang  analoge>r  B« 
aeichnangen,  wie  wir  aie  für  die  Fnuction  />' gebrancbt  baben 

nnd  biermit 

■0 

Man  siebt  übrigens 


c  +  Vf.'r.' 

dass  F  der  Delerminaate 


ontepricbl.    Versiebt  man   nni 
fliehe)  in  Ebenencoordinaten , 

IS)  *  = 


aber  nnier  F  die  Oleiobnng  I)  (<ler  Ol>ai 
10  bat  man  einfach 


Fi'  +  yF^^F,' 

Die  Gleichungen  II)  und  12)  kann  mnn  mit  grosser  Leicbtiglieil  ii 
jedem  speclellen  Falle  anwenden.  Es  sei  mir  gestattet,  diese  NoUa  mi 
einer  Aufgabe  :ra  bescblieaaen,  bei  der  diese  Anwendung  eintritt. 

Ein  System  coufocaler  centrisdier  Oberfläcben  zweiter  Ordnung  win 
von  einem  Ebenenpnare  gescbnitlen,  welches  in  gewisser  Beiiebting  «ym 
metrisch  liegt,  indem  jede  der  beiden  Ebenen  Tangentialebene  ein  und  der- 
selben Oberfläche  ans  dem  System  sein  soll.  Man  soll  dann  den  geomctn* 
echeti  Ort  der  Spitzen  der  Kegel  zweiter  Ordnung  finden,  welche  dntch  den 
Schnitt  des  Ebenenpaares  mit  der  confocalen  OberflKcbenschaar  hindurch' 
^"   ^^'  Uvao  Seeliqgr,   Assistant  an  der  Sternwarte  in  Bonn. 
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^MMMM^«^^■^w««v■•vv^.«^^</v^^w^■'•-^^•«>^•r>  ^-,  -  ^^  ^  i^^.v.«-^. 


XX.    Die  partielle  Integration 

hat  durch  Herrn  du  Bois-Rejmond  (Abhandlungen  der  königl.  bayr. 
Akademie  d.  Wisaensch.  II.  Gl.,  Bd.  XII  S.  120)  eine  Ansdohnong  ihres  Oil- 
tigkeitsbereiches  erhalten,  welche  bemerkenswerth  ist.  Schreibt  man  nXm- 
lieh  in  der  Gleichung 

b  b  b  X 

J^{,x)f{x)  dx  =  rl>{h)J}{x)  dx  -JY{.x)Jf{x)  dx^dx 


J 


tpioc)  dx  statt  ^{x)  and  also  fp{x)  statt  V(a;),  so  kann  man  sie  in  die 


Form  bringen 

b  X  h  b  b  X 

r\f{x)Cq>{j)dx\  ilx=Cf{a)  dx  ßix)  dx  ^  C)(p{x)  Cfix)  dx\dx, 

nnd   es  braucht  nun  nnr  vorausgesetzt  zu  werden,  dass  f{x)  und  q>(x)  im 
Intervall  von  a  bis  b  lutegprable  FnuctioDon  sind*.    Es  ist  klar,  dass  man 
den  Bweiten  Mittelwcrthsatz  zur  Schätzung  bestimmter  Integrale  mit  diesem 
Satze  ein  wenig  allgemeiner  beweisen  kann,  als  mit  der  gewöhnlichen  par- 
tiellen Integration,  wenn  schon  die  dirccte  Ilerleitung  allgemeiner  nnd  des- 
halb vorzuziehen  ist.  In  meiner  unlängst  erschienenen  Schrift,, Einleitung  in 
die  Theorie  der  bestimmten  Integrale,  Halle  a.  d.  Saale  bei  L.  Nebert*' 
habe   ich  S.  18  bemerkt,  dass  dieser  Satz  zuerst  von  Herrn  Weierstrass 
seinen  Zuhörern   mitgctheilt  und  von  Herrn  du  Bois-Reymond  zuerst 
veröffentlicht  sei.    Diese  Bemerkung  ist  der  nicht  beabsichtigten  Deutung 
fShig,  als  ob  Herr  du  Bois*Reymond  einen  ihm  durch  Herrn  Weier- 
strass bekannten  Satz  nur  veröffentlicht  habe.     Die  Sache  verhält  sich 
jedoch  80,  dass  Herr  Weierstrass  diesen  Satz  mittels  partieller  Integra- 
tion, alHü  unter  wesentlichen  Bohchränknngen  hergeleitet  und  in  Vorlesungen 
Angewendet  hat,  ohne  dass  hiervon  Herr  du  Bois-Ueymond  Kenntniss 
hstte.  Zudem  hat  Herr  du  Bois-Keymond  jenen  Satz  von  den  beschrän- 
kenden Bedingungen  befreit  und  ihm  so  erst  die  Bedeutung  gegeben,  die  er 
jetzt  hat. 

Der  Beweis  eines  so  fundamentalen  Satzes,  wie  die  partielle  Integra- 
tion ist,   muss  auf  die  Fundamente  der  Integralrechnung  gegründet  wer- 
'den  können.   Deshalb  mag  es  gestattet  sein,  neben  den  Beweisen  des  Herrn 
dn  Bois-Reymond  noch  zwei  andere  anznfü;^en,  wobei  wir  uns  der  Kürze 
we^^en  auf  den  Fall  beschränken,  in  dem /und  q>  im  Integrationsiutervalle 


*  Herr  dn  Bois-Rcy iintiid  rüfft  uIh  ncdingiinf^  hinzu,  ilass '^(f)  stetig  sein 
BiSsae.  Da  aber  ^{x)  eine  integrable  Function  Hrin  hoII,  so  muss  ip(x)  von  selbst 
stetig  sein. 


endlich  l)Ieibendo    FnnctioDea    sind.     Der  erste  Beweis   wird   a  pt>a 
gerührt  and  ist  nicht  ganz  »o  allgpineln,  aIs  der  zweite  direct  gefabrto, 
der  Definition  dea  Integrals  darch  eine  Somme  beruhende  Beweis. 
Nennen  wir  bei  pnaittvem  h 

bfls.  den  vorwärts  nnd  rückwSrta  genommeneD  Differentialqnoticnlen  i 
F(.r),  flo  ist  bekanntlich  eine  zwischen  a  and  b  alettge  Function  F{x),  die 
dem  Intervall  von  a  hts  6  —  0  Überall  den  vorwärts  genommenen  Differenlii 
quolienten  f{x+0)  oder  zwischen  a  +  O  und  b  Itbcrall  den  riickwSrts  genoi 
menen  Differentialquotieaten  /'(a-— 0)  bat,  bis  auf  eine  additive  ConstaU 
v5llig  bestimmt,  wenn  f(x)  intcgrabel  ist. 
DifTereutüren  wir  nnn  die  Function 

b  b 

J}{x)dxJip{x)dx=Hb) 

iction 

b  x 


einerseits  nnd  die  Function 

b  x 

andererseits  entweder  vor-  oder  rückvHrls  nach  6,  so  dnden  wir 
A+O  ft+0 


^^L{b±/.)-t^b)_ 


6+0 


6  +  0 


Da  nun   j ipdx  =  j tprix,    tfdx=^jfilx  ist,  weil  daslotegial  etner  int 

grabein  Function  eine  stetige  Function  seiner  obern  Greoxe  ist,  so  ist  dl 
vorwärts  genommene  DifTereutialqaotieDt  von  L{b)  gleich  dem  von  A(A),  I 
lange  ein  üolcber  existirt,  oder  der  rückwärts  genommene  Differentialqq« 
tient  von  L(b)  gleich  dem  von  it{b),  so  lauge  ein  solcher  exinlirC,  d.  h.  i 
lange  im  Integratiousinterval!  entweder  überall  f{x-\-f.'),  9>(x+o),  od< 
aberall  fl.X~ü),  tp[x  —  0)  vorhanden  sind,  wie  auch  die  integrabeln  Fnn« 
ttonen  f{x),  v(x),  und  wie  oh  auch  (unendlich  oTt)  sie  unstetig  sein  mdgei 
Da  nun  ausserdem  L(b)  und  Ii{b)  für  6t=a  gleichzeitig  veracbwiuden,  i 
muBs  unter  den  gemachton  Bedingungen 


Beta,  WMB  zu  beweisen  «u. 


x)d.\dx 


r 
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f  HinfKllig  aber  wird  dieser  Beweis,  wenn  irgendwo  im  Intervall  die 

Ordsaen  /"(dr+O),  qf{x+0)  sAmmtlich  nicht  vorhanden  sind,  namentlich  dann, 
wenn  diea,  was  unbeschadet  der  Integrabilität  geschehen  kann,  in  jedem 
noch  8o  kleinen  Intervalle  unendlich  oft,  stattfindet  Dann  mnss  der  Be- 
weis dnrch  Snmmation  erbracht  werden. 

Zn  diesem  Zwecke  vereinfachen  wir  die  Formel  etwas  dadurch,  dass 
wir  von  der  Gleichung 

6  b  h         X  b  X 

jf{x)  dx  ifp{x)  dx^  i  \f  iq>  dx\  dx  +  jhp  jfdxi  dx 

o  a  a         a 

die  IdentiUt 

b  a  ^  i  ^  \ 

jf(x)  dx  iq>{x)dx  =  j  \f{x)  1  (p{x)  dxS  dx 

a  a 

Abziehen ,  wodurch  sie  die  symmetrische  Goutalt  erh&lt 

ob  b  X  b  X 

Cfipc)  dxCq>{x)  dxz=  nf(x)  fq>{x)  dx\  dx  +  Titp^x)  if{x)  dxXdx, 
a  a  a  a  a  a  . 

deren  Richtigkeit  wir  nun  beweisen. 
Es  besteht  die  Gleichung 


denn  es  kommt  sowohl  auf  der  linken  Seite  jedes  B^^  mit  jedem  A^^  als  auch 
auf  der  rechten  Seite  einmal  und  nur  einmal  multiplicirt  vor,  so  dass  eine 
Identität  vorliegt.  Dies  ist  aber  der  Satz  von  der  partiellen  Integration. 
Wir  theilen  das  Intervall  von  a  bis  6  in  n  gleiche  Thcilo  von  der 
Grösse  d  und  setzen 

f(x)dx^6^na  +  vd)  +  F^,      hia:)dx=^q>{a  +  vd)  +  0^, 

ond  «nr  Abkürzung /"(a  +  vd)  =/V.  q)(«+vÄ)  =  9f»  so  int 
b  X  b  X 

T)/" (*) /*«P («)  ''*}  rf-«-  + /*! «P (•«•) /?(^)  dx\ilx=R {b) 

a  a  an 

=  a*  V/m  (^v. + *,  j + * + 6'yjvM  j^A + ^i.  [  +  X . 

Oft  ü(9}  üjj«?  0{V) 

Qud  es  sind  k^  k,  F^,  <P^  Grössen,  die  dadurch  beliebig  klein  gemacht  wer- 
den können,  dass  man  ö  klein  genug  nimmt,  weil  q>  und/* als  intograbcl 
Toransgesettt  wurden  und  weil  Producto  integrabler  (und  endlich  bloiuondcr) 

SattMhrin  f.  MsthemAtlk  u.  Phyaik,  XX,  6.  %'t 


FvncliuDen  integrabel  sind.     Nftofa  dem  voransgegebioklra  [dentitUasKti 
köQnea  wir  hierrär  schreiben 


S<u)  "IM  "(f'l  OW  "Eui 

bcweUeo,   dase  in   ä'h 
imeodetn  d  gegen  Nnll 

b  h 

noch  §n  kleine  vorgeget 


Es  ist  nun    QQScLwer   zn    bewei§eo,   dase  in   diesem  AOBdracke   die  f&i 
letsten  Glieder  mit  abnehmeodem  i  gegen  Nnll  convergiroo,  8o  diuu  dt 

Ä(lt)  TOD 


nnr  nm  woniger  als  jode  noch  §n  kleine  vorgegebene  Grüas«  anterscfaeidi 
kann ,  d.  b. 


sein  mnss,  w,  z.  b.  w. 

t'rciharg  i.  D. ,  1875. 


XXI.    Zusammenhang  der  von  Reye  gegebenen  Formel  für  barometrück 
HOhenmesHiing  mit  der  gewöhnlichem. 

HerrReye  leitet  in  seinem  Werke  über  die  Wir  bels  türme  gelegontll« 
eine  Formel  TUr  barometriacbc  Uühenmessimg  ab  (S.  233),  in  welcher  d 
Abnahme  der  Luftlempcratar  mjt  der  Höbe  berUcksicbtig;t  ist.  ^  Er  bemerl 
liber  seine  Fonnel  nur,  dass  sie  eine  wesentlich  andere  sei  als  die  Üblich 
fiiiitet  aber  dnrch  ein  Zablenbeispiel  eine  nahe  TJebereinatimmung  der  dar« 
beide  Formeln  gelieferten  Höhendifferenzen. 

Ich  will  im  Folgenden  den  Zasammenhang  beider  Formeln  enlwiekc! 
nnd  zeigen,  dass  ihre  Uebereinsiimmung  stets  eine  Äusserst  grosse  ist,  dn 
aber  die  Keye'sche,  theoretisch  riebtigere  Formel  stets  etwas  klein« 
Werthe  für  die  llöbendifferena  liefert,  als  die  gewöholiche  Formel,  in  wel 


eher  der  theoretische  Znhiwerth  dos  Baroraetercoefficinnten  n 
den  empirischen  ersctst  ist. 

BeEeichnet  —dp  den  absoluten  Wortb  der  Abotihmn  det 
auf  die  Flücheneinheit  hei  Erhebung  um  dh,  so  ist 

—  rfp  =  ^.rfA, 
wo  d  diis  Gewicht  der  Volnmeneinbeit  Lull.     Ist  ferner  t'  das 
Gewichlaeinheit,  so  bat  man 

1 

Aber  nach  deta  MarialLe-  Hod  G^Kj^-LuAka^'aeUen  C 


icht  da 


Kleinere  Mittheilangen.  479 

p.v=:B.T, 
wenn   7*s=278+'  Grad  Celsius,  nnd  B  eine  Constante  bedentet,  die,  bei  der 
Wahl  von  Meter  and  Kilogramm  als  Einheiten,  den  Werth  29,272  hat.  Also  ist 
1^  Rdpdh 

Indem  man  nnn  die  Temperatur  /  in  der  ganzen  LnftsHuIe  als  constant 
annimmt,  nSmlieh  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der  Temperatur  /„  und  /, 
an  der  unteren  und  oberen  Station,  somit 

2  2 

seist,  findet  man 


I)  Ä,  -  Äo  «=  Ar.  log  nai  (^\ , 


wo  AgPo  nnd  /«,/7,  die  Meereshöhe  und  den  Druck  an  der  unteren,  resp.  obe- 
ren Station  bedeuten.  Dies  ist  die  gewöhnliche  barometrische  liöhenformel 
ohne  Berücksichtigung  der  Luftfeuchtigkeit  und  der  Veränderung  der 
Schwere  mit  Breite  und  Höhe. 

Statt  für  die  Temperatur  der  ganzen  Luftsttuie  in  obiger  Art  einen  und 
denselben  Werth  zu  setzen,  macht  Herr  Keye  die  der  Natur  mehr  ent- 
sprechende Annahme,  dass  die  Temperatur  proportional  mit  der 
Erh  e  bung  abnimm  t.    Dann  ist  zu  setzen 

2)  —!//  =  /. dÄ, 
wo  /  eine  Constante;  also  durch  Integration 
^er                                            <u-^i  =  '.(Ä|-/0 

3)  7;-7',  =  /.(Ä,-Ä,). 


Ans  I)  und  2)  folgt 


R.dp _  dj_ 


also  durch  Integration 

oder  mit  Einführung  des  Werthes  von  /  aus  Gleichung  3) 

Di^s  lAt  die  Rey  e'schn  Formel.  Sie  unterscheidet  sich  vondorgewöhnlichon 

k  7  —  7' 

dednreh,  dass  der  Factor  7'der  letztern  durch  — --  ->;_—  vertreten  ist.   Die.so 


hg  nai 


(1) 


Ausdrucke  sind  also  miteinander  zu  vergleichen.     Zu  dem  Zwecke 
wird  die  (Grösse  >f  —  r 

eingeführt.    Dann  wird 


^)  ^=^o.(»-5^). 


r  NFUuer  des  letzteren  ÄDsdrnckes  wird  durch  Einfühn) 
f  ini§cli«D  Ueibe  umgerormt,  welche  steU  coDvergirt,  w 
Brach  ist.    Dann  heiset  der  Nenner 

-:-K.-»a)'-i(f.)"-i(f.)'- 

f.-h*^*(f.)"+*(f.)"+ -!■•>■< 


'•»""'©     '  +  4f.+»(f.)'+*(f.)'+-^ 

oder  durch  MullipUcalion  des  ZAlilers  uad  Nenners  mi 

rückaichtigung  von  GloicLnng  4) 

_7 

°.  +  A(t)'+V.(g+A(04 

BeriickBicbtigl  nmii  von  dem  Brnche  ~  ,  welcher  wohl  j 
noch  die  dritte  Potcni,  so  nitnmt  i 


dUnden  <-,\^  bleibt, 
Gestalt  an 


■■\'Mf)'i'-^i)\ 


lind  ilic  Reyn'sche  barometrisclie  UöhenfoTmel  Untet  iiott| 

III)      /,,-*.  =  «.  r.%™,i(£?).j.-A(0.(n-; 

In  dieser  Gestalt  anterscheidet  sie  sich  von  der  gewöhnliol 

den  Hinzutritt  des  Factors  '  — ^1(7:)    {'  +  7)'  ^««««"Wri 

FAllen  der  Praxis  am  weniger  aU  ^irTor  '""  '  verschiedoo  b 
Somit  ist  bewiesen: 

1.  dnss  ilie  Reyo'schc  Formel  steta  auf  kleinere  1 
HüheodifferenK  fi)lir«n  muas,  als  die  gewöhnliche  Formel  d 
des  tbeorelisclien  Baroraetercoerficienlon  durch  einen  empiri 

2.  dsBH  dei'  Unterschied  beider  Resnilalo  hiichsteiis  ^ff^  i 
Wertlies,  in  den  meisten  Fällen  aber  sogar  seht  viel  weniger  b 

DasH  Herr  Heye  a.  a.  0.  durch  Anwendung  der  Formfll-Il 

Ermittelnng   der   Alantblanc- Höbe   aus    Saussuro'scheo    Beobll 

t   irinen  grossem  Werlh  {4487°"}  findet  als  bei  Anu-endang  der  g«ll| 

Formel  I)  (4481*°),  kann  nach  obiger  AuseinaDdersplznug  nur« 

■ehe»  beruhen. 

CnrlaruhK.  .Tannar  1H1&. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


L 

Zur  Geschichte  der  deutschen  Mathematik  im  fünfzehnten 

Jahrhundert. 

Von 

Dr.  8.  Günther, 

Docent  am  Polytechnikum  zu  München. 


(Hierzu  Taf.  I ,  Fig.  l  —  1 1 .) 


§  1. 
Als  die  beiden  ältesten  geometrischen  Druckwerke  in  deutscher 
Sprache  betrachtete  man  bisher  die  Schriften  zweier  Künstler,  des  Archi- 
tekten Mathias  Roriczer*  und  des  ^falers  Albrecht  Dürer.  Während 
die  eigentlichen  Gelehrten  sich  noch  lange  hinaus  der  lateinischen  Sprache 
bedienten  —  als  erste  Abweichung  von  dieser  Hegel  kann  die  praktische 
Geometrie  des  bekannten  Astronomen  Stoff  1er*)  gelten — ,  fühlten  jene 
Techniker  das  Bedürfniss,  den  mathematischen,  resp.  geometrischen  Bedürf- 
nissen ihrer  Zunft]^enossen  durch  populäre  Anweistingon  in  der  Landes- 
sprJicbe  zu  Hilfe  zu  kommen.  Die  Schrift  Roriczer*s')  geht  derjenigen 
Dfirer's  um  fast  40  Jahre  voraus  und  kann  wohl  noch  unter  die  eigent- 
lichen Incunabeln  gerechnet  werden;  in  rein  wissenschaftlicher  Hinsicht 
bietet  sie  nur  sehr  dürftiges  Material,  indem  sie  sich  ausschliesslich  mit 
einer  speciellen  Aufgabe  der  gothischen  Baukunst  beschäftigt.  Gleichwohl 
ist  sie  insofern  von  grosser  Wicht?gkeit,  als  sie  den  directen  Beleg  für  die 


•  Es  möge  hier  erwähnt  werden,  dass  in  einer  in  Boncompagni's  BuUetino 
(Tatmo  VI)  erschienenen  Arbeit  desVorf.  d*»r  Name  Roriczer  in  Borick  e  r  (8.  331) 
verketsert  wurde.    Der  Vorname  Thomas  ist  daselbst  vom  Verf.  irrig  angegeben 

worden. 

1)  JohannStöfflerv.  Jnstingen,  Von  künstlicher  Abmessung  aller  grosse, 

ebene  etc.,  Frankfurt  1536. 

2)  Mathes  Roriczer,  D)  Puechlen  der  fialen  gerechtikait,  i486. 

Hist-Ul  Abtblff.  d.  Zeitsebr.  f.  Math.  a.  Phys.,  XX,  I..  1 


Historisch  -literarische  Abtheiinng. 

allerdings  an  sich  sehr  wahrscheinliche  Annahme  erbringt,  dass  in  den  Bau- 
hütten des  Mittelalters  nach  bestimmten  geometrischen  Normen  gearbeitet 
warde;  liesse  sich  doch  sonst  die  Constraction  der  Spitzbogen,  Fischblasen, 
Rosetten  etc.  nicht  erklären,  welche  die  Kenntniss  einiger  Elementarsätze 
von  den  Kreisbertthrnngen,  den  Sternpolygonen  etc.  zur  nothwendigen  Vor- 
anssetznng  haben').  Aber  anch  das  tibrige,  theilweise  zu  so  hoher  Vervoll- 
kommnnng  gediehene  Kansthandwerk  bedurfte  eines  geometrischen  Funda- 
mentes, wie  denn  nach  Doppelroajr's^}  Zengniss  dieses  tiefempfundene 
Bedtirfniss  sogar  eine  allerdings  nicht  in  den  Druck  gekommene  deutsche 
Eaclid- Bearbeitung  hervorgernfen  hat.  Man  muss  sich  in  Hinblick  auf 
diese  unzweifelhaft  constatirten  Thatsachen  wundern ,  dass  gar  kein  litera- 
risches Denkmal  solcher  Bestrebungen  vorhanden  sein  soll,  und  in  der  That 
existirt  ein  nolches,  dessen  nähere  Untersuchung  der  Zweck  dieser  Aibeit  ist. 

§2. 

Im  Besitze  der  Nürnberger  Stadtbibliothek  befindet  sich  ein  Sammel- 
band mathematischer  Druckwerke,  gezeichnet  mit  der  Bibliotheksnummer 
484,  sonst  ohne  jede  weitere  Notiz.  Der  Inhalt  ist  von  dem  Besitzer  in  fol- 
gender Weise  angegeben  auf  der  Rückseite  des  Deckels  (wir  behalten  die 
eigentliche  Orthographie  bei) : 

Tabule  direclionü  Jo,  de  Reiiio  monle  ^ 

T.  pportionii  plusgf  aureus 

T.  alius  in  Aslronöia  ^ 

Geomelria  ^ 

T'tbule  Jstro*:^  Alphonsi  regis. 

Der  Inhaber  des  Buches  scheint  von  dessen  Inhalt  nur  sehr  oberflächlich 
Kenntniss  genommen  zu  haben;  denn  die  dritte  der  genannten  Schriften  hat 
mit  Astronomie  durchaus  nichts  zu  thnn,  sondern  ist  das  obengenannfe 
Werkchen  Roriczer*s,  weshalb  hier  auch  eine  Hand  neueren  Datums 
beigesclirieben  hat:  „d.  i.  Matthias  Roriczer  über  die  goth.  Baukunst. 
D.  Büchlein  über  fiale  Oerechtigkt.*^  Der  erste  Bestandtheil  des  Buches 
sind  die  bekannten  Tabulae  directionum  Regiomontan^s  in  einer  1504  zu 
Venedig  von  Peter  Liechtenstein  besorgten  Ausgabe ,  die  auch  Z i e g - 
ler^)  in  seinem  Cataloge  mit  aufführt.  Die  zweite  Schrift,  der  Tractatus  pro- 
porlionum  qlusquam  aureus,  datirt  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  ebenfalls  aus 
dem  Ende  des  15.  oder  Anfang  des  16.  Jahrhunderts;  eine  ausfülirlichere 
Mittheilung  über  diese  anscheinend  nicht  weiter  bekannte  Abhandlung  möge 


3)  Re  US  eh,  Der  Spitzbogen,  Stuttgart  1854. 

4)  Doppelmayr,  Historische  Nachricht  von  den  Nürnberger  Mathematicis  nnd 
Künstlern,  Nürnberg  1730,  S.  3\ 

5)  A.  Ziegler:  Kegiomontanus,  ein  geistiger  Vorläufer  des  Coluinbus,  Dresden 
i6U,  S.  34. 


Zar  Qnaehiahte  der  dentscbeD  Hathemitik  etc. 

iTon  Oel^gonlieit  vorbehitltoii  bleiben.  Uebnr  die  dritte  Schrift 
bevichtel  wordflu;  lien  fünften  Platz  nimmt  eine  Aiis(;«be  dar 
.li*n  Tafeln  ein,  welche  der  als  Mntlipmatiker  nnd  TypogrRjdi 
(hieli  bedenlende  LHcilins  Satitrittpr  ans  Heilbionn  im  .lahra  14(12  7,n 
FwiRdig  erscheinen  üobh. 

Die  vierte  unter  den  oben  anfgefflhrten  Schriften  iat  es,  welche  wir  hier 
«ii»r  eingehenden  Untersncliung  nnterwerfen  »ollen.  Dieselbe  beaieht  ntir 
Husechti  mÄilern  in  Qnart  nnd  trÄgt  als  Titel  einfach  die  beiden  Worte  in 
liothiachen  Lettern: 

ecdinttriii  iuntfii). 

rgeadwelcbe  andere  Angaben  über  Verfasser,  Dnicknri ,  Zeit  etc.  fehlen 
illatilBdig.  Was  die  Frage  nach  Erslerem  anlangt,  so  ir-t  dieselbe  natilr- 
ib  (Inrchxns  keiner  Beantworinng  fAbig,  so  lange  nni  literarische  Nach- 
:hl<>n  ilher  die  Schrift  seihst  gftnzlieb  fehlen  ;  dagegen  wird  es  mi'iglicli 
in.  hesUglicb  der  beiden  anderen  wenigstens  annKhcrnd  zn  einiger  Sirhcr- 
il  90  gelsngen. 


ffM  das  Alter  des  Büchleins  anlangt.  s< 
icht,  für  dasselbe  eine  obere  Grenze  anzugebei 
kUet  sich  dagegen  die  Fixirnng  einer  nuteren. 
lehrte»  Abschnitten  abgedruckten  Inhalt  ersehe 
if  einem  se  rein  handwerhsinSssigon  Standpa 
rg«bnissen  der  eigentlichen  Wissenschaft  sa  tnt 


ist  es  verhJillnisaniXssig 
;  nngleich  schwieriger  ge- 

Wie  man  aus  dem  in  den 
a  wird,  sfelit  der  Verfasser 
ikte,  zeigt  sich  mit  allen 
a1  unbekannt,  dass  wir  die 


bfacanngszeit  spütestens  aaf  das  Jahr  1500  verlegen  dürfen.  Nach  dieser 
poeb«  erkennen  wir  bei  Jedem,  der  über  geometrische  Gegenstände,  sei 
I  auch  lait  ausgesprochen  praktischen  Rücksichten,  schreibt,  eine  gewisse 
»kMDtichaft  mit  den  Elementen  Euclid's,  wHhrend  unser  Verfasser, 
ie  man  wenigstens  mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  annehmen  kann,  von 
lOMm  Werke  tlberhaa[]t  nichts  wnsste.  Auch  der  Styl  und  die  Recht 
ibroibnng  gehen,  wenigstens  unserer  heutigen  AnschHunngs weise  nach,  mit 
nr  S|>tache  in  viel  verwegenerer  Weise  um.  als  dios  bei  den  spMieren  Prak- 
kern  Albrecht  Dürer,  Schmidt  v.  Bamberg,  Adam  Rise  elc.  der 
all  bl.  Abgesehen  von  diesen  inneren  Gründen  können  wir  aber  noch 
ne  weitere  Thatsache  namhaft  machen,  welche  es  fast  nnzweifelhaft  fcKt 
eilt,    dass  die  Abfassangsseit  sicherlich  nicht  hinter  das  Jahr  1&26  fallen 

In  dieaem  Jahre  erschien  nSmlich  das  bereita  obengenannte  Werk*)  von 
■  rer,  welches  sich  in  den  Kreisen,  für  welche  es  geschrieben  war.  bald 
'09»er  Beliebtheit  erfreute.     In  demselben  findet  sich  eine  etgentbütniiche 


HiatoriBch  -litflmrlache  Abthnilnng. 

CoBStrnction  des  re gel roüsB igen  FttnfeckB,  wslche,  obwohl  nicht  g 
genntt,  gleichwohl  sehr  bequem  ist  aDd,  wie  aoah  Chasles')  aogiobl, 
<1b  nb  mit  dem  Nnmen  Dilrer's  eng  verbanden  blieb.  Es  ist  nnu  gewiu 
nicht  Rnznnehmen,  Arss  der  Verfnaaer  der  „Oeometrin  denisch" 
scliwipgen  LSili',  >u>iiuer  diese  Kegel  vooDüror  enliehnl  hätte;  im  Gagen  ' 
thoil  dürfen  u  ii  h-h  seini^in  Schweigen  Ober  den  Erfinder  den  ächluss  rieben, 
dnss  damala  ^fw-e  Bnch  noch  gar  nicht  erschienen  war,  üowie  aacb,  daas  din 
erwähnte  Conslrnctitin  wahrscheinlich  za  jenen  geometriacben  Ilandgrtfffln 
gehört,  welche,  allem  Vormuthen  nach,  innerhalb  der  Oenosaenschanen  dt 
Banhandwerker  etc.  vm  .lahrbandert  zn  Jahrhundert  sich  fort|)flftn8te. 

Daas  die  Schrift  in  einer  dentsclien  Reichsstadt  entstand,  iut  an  i 
höchst  wahrscheinlich,  indem  grössere  Officinen  mit  EinrichlungeD  aiir  Hnli 
BcbneideUaust  fast  nnr  in  aulchen  za  finden  waren.  Auch  stimmt  dar 
erifichllich  kunstgewerbliche  Tpndenz  dea  Verfassers ,  welcher  auadrllckUfl 
die  Bedürfnisse  der  Harniachmacher  and  Wappeunaler  berücksichtigt.  A 
und  fllr  sich  würde  en  am  Nficholen  liegen,  Nürnberg  als  Druckort  tu  he> 
trachten;  hiergegen  Hpricht  aber  der  Um^tnnd,  dasein  Panser's")  i 
höchst  genauer  Monogrnphie  sich  gar  nichts  hierher  Gehöriges  findet.  Vit 
leicht  ist  OB  beim  Mangel  aller  .'•onsügen  Indicien  geafaltot,  ein  rein  Nuaal 
lichna  Moment  noch  mit  in  Betracht  zu  liehen.  Falkenstein*)  berieltt 
nümlich  von  dem  bekannten,  theils  su  Angeharg.  tbeÜH  zu  Venedig  thüti 
gewesenen  Bnchdrucker  Raidoli  Folgendes:  „Ihm  wird  von  den  Uiblia- 
grapben  Blarchand  und  Maittaire  die  Erfindung  der  mit  Blumen 
sierten  oder  ans  Blumen  zusammengeaelzten  Anfangsbuchstaben  „Florenlt 
lillcrae"  zugeschrieben."  Derartige  Initialen  finden  aicb  nnn  wirklich  la. 
unserem  Schriftclien  am  Eingauge  jedes  seUistsiÄndigen  Abaatzes^  dieselbM^ 
zeichnen  sich  ebenso,  wie  der  Druck  und  der  Schnitt  der  in  den  Text- 
gesetzten Figuren  durch  gresse  Vollendung,  wenigstens  relativ,  ans.  D« 
□an  überdies  Erhard  Katdolt  bekanntlich  znerst  mathematische  Figur« 
xylogtsphiKch  wiedergab,  bo  liegt  der  fiodanke  nicht  ntlxnferu,  ilaas  c 
„Goometria  dentBch"  vin  Kat  d  o  It  selbst 'ider  einem  seiner  Nachfolger  j 
einer  grösseren  Htadt  8iiddent«clilands  gedruckt  wurde  —  als  eine  . 
populKren  Vndemecuma  für  des  Lateins  Unkundige. 

§4- 
Wir  geben  nnnraebr  den  Inhalt  dea  Buches  wörtlich  wieder,  indem  ' 
nar  die  einem  Circnmfiex  Hhnlichen  Abbreviaturen  entsprechend  durch 


7)  Cha» 

8)  Panx, 


n  Sohnke.   HaJIe  Id 


.eltesle  Biicfadmekcrgescliichtv  NitrDberg's,  NÜiuber^  1750. 
9)  FalkenulDiu,  (iesrliichle  der  Uucbdmckerkiinst  in  Ibrer Entutebang  i 
AniihildiiR^,  Lpipzie  183ä,  S.  210. 


Znr  Geichiehte  der  deutscheo  MatbemKtik  «te. 


BiebtibeD  ersetzen  und  an  Stelle  der  fllr  die  Figurea  Terwnndten  gotbi 
lelieD  Bacb Stabe u  sdirägatehpnde  setzen, 

I.  „ÄU8  der  geometrey  etliche  nalzparliche  sineck  dy  licrDscb  gC' 
fobriben  sten.  Zum  ersten  behend  ein  gerecbt  winckelmaaz  : 
So  micb  swen  risz  aber  ein  and  bd  gofert  wie  du  wilt  und  > 
■bet  ein  »oder  geen  da  setz  ein.p,  Darnacb  setz  ein  zirckel  mit  einem 
OrUuff  denpnnckt.e.und  zeuch  iu  auf  als  weit  du  wilt  nnd  mach  auf  yde 
lioj  elo  paukt  Uns  sein  die  Puchstaben.a.&.c.dz  alles  ein  weilen  sei 
DitDKch  mach  ein  linj  vom.  a.  in  dz.  6.  und  vom.  6.  in  dz.c.  So  baatu  ein 
g«»cbt  winckelmasz  des'  ein  exempel  hie  stet"    (Fig.  1.) 

II.  „So  einer  ein  fUoff  ort  reisaen  wil  mit  unverrucktem  Zirckel  So 
iba  den  lirckell  anff  ahz  weit  du  ein  felduDg  h&ben  wilt  und  mach  swea 
pnehatabeo.n.&.des  ein  figur.  n.fi." 

„Darnncb  lasz  den  zirckel  mit  einem  ort  in  den  punckt.a.sten  und 
ntieb  ein  runden  risz  des  geleicheu  setz  den  Birckel.in  den  punckt.6. 
inii  mach  ein  runden  nsz  und  wo  die  riss  über  ein  and  gen  da  Hotz  dy 
twen  puchslaben.e.d.  Darnach  leg  ein  licbtscheit.od  liaial  auff  ilou 
liiiiickl.c.und.d.und  mach  ein  langen  risz  durch  die  awea  punckt  deit 
•in  figur  heruHch  gemacht  stet."    (Fig.  2.) 

„Item  darnach  setz  den  zirckel  mit  einem  ort  auf  den  punckt. d. 
■nd  mscb  ein  runden  riss  durch  daH.n  .b.und  wo  der  rund  risz  über  deu 
tili. cd. gel  da  setz  ein. 6.  Darnach  schau  wo  dselb  rund  riss  über  den 
'BDdcQ  lifis.d.f'.h.gi-t  da  setz  eiu.f.  des  gleichen  auff  der  anderen  Seiten 
da  setz  ein.?.  Darnach  leg  ein  richlscbeit  auS'den  pnnckl./*.  und  anff 
d*<.(,iind  mach  ein  risz  durch  dy  pnncki  gar  bin  ausz  pisz  an  den  runden 
"n.if.a.c.^.dft  setz  ein.ft.  Des  gleichen  an  d  auf  deren  Heyten  da  setz 
*ia.A.  Uarnach  setz  den  zirckel  aulT  den  punckt. A. und  mach  ein  risz 
*l>«r  die  linj. rf.e.c. und  wo  das  aber  ein  ander  get  da  setz  ein.i.  Dar- 
"^ch  mach  ein  riss  vom.  t. in  dz.A:.  vom.A.  in  das.b.  vom  .ft.iii  dz.a.  vom 
**>ti  das. A.  vom.  A. in  das.i.  So  hast  du  ein  gerecht  fUnfeck  des  do  ein 
"tenopel  stet    Dar  ausz  kumpl  das  gerecht  fünff  ort."    (Fig.  3). 

III.  „Und  wer  ein  sybeu  ort  behend  austeilen  wil  der  reisz  ein  gantz 
■  ruaden  risz  und  setz  ein. ein  das  cenirum  Üatnacb  mach  ein  ris  vom 
'-piss  andem.c.  Älsz  weit  vom.e.pisz  zu  dem. r. ist  So  weit  sol  von  dam 
'*  pi«z  zu  dem. 6. sein  schlecht  über  mit  der  runduug  nach  und  wo  die 
'^n  riss  über  ein  ander  gen  da  setz  ein. rf. das  ein  exempel  wie  bernacb 

„Darnach  sets  ein  zirckel  auf  dz  centmm.e.und  du  in  auff  pisz  in 

**>    pQQckt.rf.die  selbig  weit  tayl  aussen  umher  der  werden  siben  und 

^b  von   einem  punckt  zu  dem  andern  ein  risz-.    So  bastu  ein  gerecht 

koeek  Ues  ein  exempel."    (Fig.  4.) 

IV.  „Der  do  wil  ein  gerecht  acht  ecke  machen  So  mach  ein  gerechte 
«g  mit  den  pacbstaben  veriaycbnet.a.6.c.d.aiid  sSti  in  dy  mit  eli) 


n 


iti'iariscbe  Abtbeilui 


.e.  Und  BBti  ein  sirckpU  mit  einem  ort  in  de. cum)  tliu  in  auf  in  dx.< 
die  gelben  weiten  mach  van  dem. a. gegen  dem./i.oin  punckt  da  set*^  ei 
./'.des  gleichen  von  dem  .fr.gegem  .a.da  eetE  ein.j;.vom  .».gegen  dei 
.  c  .  da  sets   ein  .  A  .  votn.r.gegom.a.  lia  setK  ein.i.  vom.c.gegen) -rf- da 
sotE  ein.Ar.  voin.rf.gegem.c.da  seit,  ein  ./.  vom  .rf.gegeu  deiii.6.da  aets 
ein.nt .  vom.A.gegen.if.  da  setz  ein.n.    Darnach  sencb  ein  linj  vom./'. 
in  da.  m.  vom  .».in  das.  Ar.  vom.  f  .in  da.  A.  vom.  t.  in  das.jr.des  eine  figur 
beruach  verzeichnet  ist,"    (Fig.  6.) 

V.  ,.Uernacb  so  einer  ein  gerunden  risx  scheltrecbl  maclieu  wtl  d» 
d  Hchüit  gerecht  riss  und  die  getnnd  ein  Uug  Key  hu  mnch  dray  gcrunde 
neben  ein  ander  nnd  tayl  dz  erst  rund  in  sitien  gltiche  teit  mit  deu  pacb- 
staben  verEeicbnet.A.a.ft.c.d.f  ./.f/.  DartiacU  alas  weit  tqiu./i  ,  in 
.a.  iat  da  setz  biiidersich  ein  punokt  da  »otv  eiD.i.  Darnnch  alsi  weit  von 
dein.i.piRz  zu  dem. A. ist  Gleich  so  lang  Ist  der  runden  risz  einer  i 
seiner  Buuduag  der  drey  neben  oinauil  ritfn  des  ein  figur  hernach  ge- 
macht stet."    (Fig  U.) 

VI.  „Bin  punckt  zu  vinden  der  abgelhau  ist  und  nit  west  wo  der 
xirckel  gestanden  int  an  einem  gopogen  risz  80  thu  iui  alno  ich  sett  dai 
eey  der  gepogen  T'mz  .a.b.  Mach  zwen  punckt  auf  den  ris  wie  dn  wüt  ao 
geferd  mit  den  puchalaheu  .r.ri.setE  den  zirckell  in  das.'.'.  nnnd  tbn  ii 
auff  in  das. d.  mach  ein  risz  den  gleicbnn  setz  den  zirckel  in  das. ('.mach 
ein  riss  von  dem. r.  wo  die  zwen  risz  nher  ein  ander  gen  da  neli  oben  ein 
.e.nnd  untenn  ein. ^. also  macli  geleich  ein  aolühe  lignr  nebeu  der  wie  weit- 
dn  dar  von  wüt  mit  den  puchslaben  verKeicIinet .^.  A.t.  A.  iJarnach  mach 
ein  risz  durch  das. e. nnd. /.und  des  gelcichen  durch  da«. 1, und. Ar. wo 
die  zwen  risz  unten  über  ein  ander  gi<n  da  setz  ein. I. in  dem  eelbeo 
punckt  ist  der  zirckel  gestanden  des  ein  figur  bernRcb  gemacht  steU" 
(I-'ig-  '■) 

VII.  ,,ÜPr  do  roacben  wil  ein  firaiig  und  ein  drianj^el  dz  die  firuug 
und  d  driangel  itltchs  als  vi)  in  im  bell  als  dz  and  .  So  mach  ,ein  driangel 
dz  ist  ein.o.A.c.  tail  vom.c.pisz  zu  dem. b. In  dreu  gleiche  teil  das  ist 
.d.e.  Darnach  mach  ain  fiorung  ausx  dem.c.e.  wirt./.f/.  So  hult  die 
fieniDg  gleich  alt:  vi)  in  ain  der  Driangel  des  ein  exempel  hernach  gemacht 
atet."   CP'g-8-) 

Vin.  „Merck  so  einer  ein  Dtecb  heim  aus  der  geometry  machen  wil 
d  mach  ein  fierung  mit  den  pochstaben  verznicbnet.a.A.c.ri.  Darnach 
tail  vnm.a.zum.c.iuu  filnff  gleiche  tayl  mit  den  pnchBtahen.f;.  A.i'.A:, 
Darnach  tayl  vom  .a.xam.b.  in  acht  gleiobß  tajfl  .  Des  gleich  vom.r, 
.  d,  und  reiHi  risz  von  einem  tayl  zu  dem  anderen  Unrnacb  sohan  anf  die 
riaz  und  £aeg  wie  ste  darinnen  steen  das  ein  oxempel  hernaoU  stet." 
(Fig.  9.) 

IX.   „So  einer  ein  schilt  mit  der  geometrj  mnnben  wil  d  mach  e 
riM  mit  den  pachstabea.a.A.c.iiDd  daada.A.ind  mitsey.Darnaoli  mach 


Zur  Gflschlehte  der  deutaoben  MRtbetnatik  etc. 


«in  risB  ▼»»  dnm.It.KcItlecbl  uuter  sieh  nb  ond  als  weit  vom  .b.Kum.a.od 
.cittt.  So  iToit  mach  ein  punckl  nard  linj  nnter  sich  itb  da  inaub  iin.<r. 
DDcl  reiss  i-in  ritis  ober  Bwercb  dz  dy  selb  linj  gleich  d  oberD  spy,  Daroacli 
njm  dii-  weyleo  iibcr  ort  vom  .ft.  zutn.a.diG  Helben  weilen  selz  auf  de. b. 
unnd  mscb  ein  ptmckl  dft  lunch  ein,«/.  DarDacli  eio.A.in  dit;  mit  .  d.tr- 
Mcb  nyni  fio  wnit.n./j.uDd  seta  mit  einem  Ort  auf  du. A. und  mach  ein 
tunilen  rine  vunj/'.sum  d.  ein  exempel  hernacb  stet,"    (Fig.  10.) 

§5. 
So  weit  der  Originaltext  der  „Geoinetria  deutsch".  Man  wird  nach  der 
Lwluie  ileaaelben  gewiss  nnxerer  ribon  aufgestellten  Anoiclit  beipflichten 
■bstn,  daatj  nur  iu  einer  sehr  frilhcD  Periude  ein  solcher  Gebrauch  der 
^■DUebaD  äpraclio  möglich  war;  insbeKondere  f^llt  die  fast  künstliche  In- 
cnnieqneii)!  der  Itechtscbreibang  auf,  sowie  ancb  —  was  hier  freilich  nicht 
Medergegeben  werden  konnte  —  die  von  der  aoNrigen  gaus  verHchiedene 
Verwendung  der  Abtbeilnngszeichen.  Wir  werden  nunmelir  den  wissen 
'cbaftlicben  lohalt  des  Bfichleins  mit  einigen  kursen  Anmerkungen  vcr 
fhen. 

Schon  die  erste  Anfgftbe  IHsBt  uns  in  ihrer  f^Osung  die  vullstündige  On- 
*Uitngtgkeit  ihres  Verfassers  von  tinclid's  Elementen  erkennen.  Seine 
Methode  hat  allerdings  den  Vorthetl,  sieb  gana  ebenso  auf  den  Fall  anwen- 
B  m  lassen ,  dsss  der  Punkt ,  iu  dem  das  Lotli  errichtet  werden  »oll ,  dt-r 
Kadponkt  der  Geraden  ifst,  wie  auf  den  entgegengesetzten.  Die  Hirenge 
Baclid'sche  Anschannug  machte  zwischen  beiden  Fällen  keinen  Unter- 
_»chiii,  aber  bereits  andere  alte  Maihematiker  gaben  eine  LnauDg  fiiv  den 
iten  Fall,  welche  das  VerlXugern  der  Geraden  nicht  voranasetet,  so 
Proclns  Diftdoehu«'").  Allein  diese  Lösung  der  Griechen  ist  nrelil  die 
>(er  Voilage,  im  <iegenl|ieil  muss  man  letzterer  den  Vorzug  der  grö.ise' 
r«n  Einfachheit  zugeBtehen,  wie  sie  denn  auch  gegenwHrtig  noch  in  unseren 
([«emetriscben  Lehrbüchern  vielfach  auftritt.  Der  einfachste  Beweis  filr 
dIcH  Consiraclion  stiJTst  sich  auf  den  äatz  vom  Peripheriewinkel  im  Halb- 
ki'eiie,  und  dieser  einfache  Letruatz  scheint  freilich,  wie  man  unter  ^nde- 
aucb  ans  einer  von  Küstner")  mitgeiheillen  Anecdote  schliesaen 
"DD,  biü  tiel  IU  das  aechazehntc  Jahrhundert  hinein  nur  wenig  bekannt 
VevoMD  an  sein. 


Wir  kommen  nunmehr  zu  jeuer  eleganten  Nühornngsconstruction  des 
t'^SttlXreo  Fanfecks ,  auf  welche  wir  bereita  oben  (S  3>  unaere  ScblUaBd  Ubor 


10)  Frocii  Diadiichiiii  primam  Euetidin  eleinenluram  Hbram  euttmentorinnim  1.(1 
fr^MeOeo  Barocto  ttc.  tditl,   Palmli  1501),  8.  181. 

11)  Kilstuer,  Gcaokichte  der  Mi.tbematik,   1.  Dd.,  Göttingen  1706,  &.  I 
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das  Älter  des  Baafaes  gegründet  habeo.  Dieselbe  shtKIU  in  sw«)  T)iall*= 
im  ersten  wird  din  senkrculite  Halbirang  einer  Strecke  gelehrt,  nod  bi«r  U  • 
die  AnscIiHUting  des  VcrfosserB  eiagescLränkter  &)fj  notbig,  iDHofem  e 
wie  Euclid  (Üb.  I.  Prop.  10)  vod  einem  beliebigeu  gleiulischfakligen,  soi^ 
dern  blos  vom  gloictiscitigeo  Dreieck  Gebrancb  macbL  Die  eigentlicb  ^ 
Canatructioii  gebeu  wir  nacb  D  ür er  selbst.  Derselbe  ")  lübrt  KnDielutl  Bt= 
regaläres  Fünfeck  geoiuetriiicb  richtig  tu  eicfin  Kreia  eioacbreibeui  al^ 
dftun  aber  führt  er  fort:  „Aber  ein  filufeck  auax  unvcrrucklon  urckel  ^ 
mavbenu ,  dem  ibue  also,  Keisz  zweu  lirckel  durcii  einander,  also  du  ei^ 
ytUcben  runde,  durcb  des  audern  CeotriiDi  gee,  uiid  die  zwey  Cenira«.^ 
aencb  mit  eioer  geraden  lini  ensaiueu,  des  wirdet  eia  leng  einer  sefteo  d 
filnfteu  eckes,  wo  aber  die  zirckellini  an  einander  dorcbscbueidcn,  da  ai^ 
oben  eiu.L-.uDden  ein.i/.uiid  leh'i  ein  gerade  Uai.c.d.  Darnaeb  ayin  d — 
nnv  er  ruckten  «irckel  und  setz  jn  mit  dem  ein  fasz  in  den  punckieo.rf.a::— 
mit  dem  audoru  reisz  durch  die  snen  xirkelrysas,  und  jre  bede  Ceutru.a^ 
und  wo  die  swen  runden  ri^z  dnrcbscbnylten  werden,  da  seit. r. f.  Abec*^ 
die  aufrecbt.c.f/.durcbscbuytten  wirdei,  dn  sots  ein.jf .  Darnach  seucb  ^m 
gerade  lini.e.^.gar  binaui^z  byss  au  die  Eirckellini,  da  setz  eiu.A.dami^ 
«eucb  ein  andre  gerade  liui./'.tf -bisz  an  die  xirckelliui  da  sota  eio.i'.aec^ 
darnach. I.D. und. /i.b.gerad  auaamen,  ho  werden  drey  seylen  devfUtife« — ■■ 
uad  von  dann  laas  rwo  gleich  tieyton  lang  vom. i.A. oben  sunatn  reicben^B 
wirdet  eia  riinfeck,  wie  jcb  das  unten  bab  anfgeryiiaeu."  (Ke  mbge  beuie-^ 
werden,  dass  Diirer's  Ori^^inalfigur  mit  Ausnahme  von  a  und  b  keinen  - 
im  Texte  angeführteu  Bucbhtabeu  wirklieb  aufweist.) 

Die  Genaaigkeit.  welche  man  durcb  die^e  CougtructioD  erreicin, 
nacb  ChastcH  {s.  o.  S  3)  durcb  folgende  Angaben  hestimml.    Es  isl 
Ltiljli^Liub==  tOT-/; 
Lbhc  =  Lcia  =  im'2t'; 
Loci  =  im"  Vi'. 
Wir  sind  durch  diese  Fäufecksconstractionen  auf  ein  nicht  nniul« 
Specialcapitel  der  geücbicbllicben  Enlwickeluug  der  Geometrie  gel 
dem  wir  deshalb  noch  einige  Worte  widmen  wollen. 


§7- 

■1  die  Coustructiou  geometrisuber  l'r 
selben  Zirkelöffuung.  Diesen  Gedanken  verfolgte! 
durch  verscbiedene  Mathematiker,  and  go  bat  sich  s 
gesebeu,  diese  Sparte  geumetriscbet  Tbiltigkeit  u 
berühren.     Da  jedoch    daselbst  der  tiegoustand  u 


behandelt  ist,  n 


bleme  mit  ein  n 

bereit»  laug«  Zeit  k 

ich  Cbasles  gonötl 

it  einigen   Worten" 

II   «ehr   fragmentar»' 

e  Historiker  aber  gar  nicht  von  demselben  geboDdolt 


|-?i  Dfirer.  UiiderWBji 

13J  Cbailc*,  H.m. 
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Ilbeii  ac4ieineo,  so  ist  wohl  eiae  AbechweifaDg  berechtigt,  welche  eine 
pvlrlQgte,  aber  znaRmmeuhangeiKte  Darstellnog  aller  hierher  gebärigen 
«tjuehen  zum  Zwecke  hat. 

Uaa  hatte  lange  geglaubt,  dass  derartige  BestrebuDgen  zuerst  bei  den 
ithlieDischenOeometern  de»  16.  Jahrhundertn  su  finden  seien,  allein  Wo  pcke 
Ul .  wie  bei  so  manchen  anderen  Gelegenheiten,  auch  hier  das  Richtigere 
uebgewtesen,  indem  er  die  ersten  Spuren  solcher  Anfgaben  bei  den  Ara- 
beru  entdeckte;  ja,  derselbe  iiit sogar'*)  nicht  ahgeneigl,  in  den  Arbeiten  der 
Italiener  arabische  Einwirkungen  su  erkennen.  Es  ist  der  auch  sonst,  z.  B. 
in  der  Enideckungsgeschichte  der  Mondesvariation  mehrfach  geuannte  nra- 
biacbe  Mathematiker  Abal-Wafa,  der  eich  solche  Aufgaben  stellte,  und 
■war  unter  versciiiedenen  Umständen.  WAhrend  er  zuerst  nftmlich  nach 
Popcke's  Angabe  irgend  eine  der  in  der  Figur  bereits  vorliegeoden 
Buvcken  als  Mass  der  Zirkolüffuung  beniitzle,  löste  er  opäter  die  Aufgaben 
Mch  mit  einer  willkürlich  gegebenen  Länge").  Indem  derselbe  so  sümmt- 
'  a  Fiiudameutalprobleino  in  dieser  Weise  erledigte,  konnte  or  natürlich 
telben  Auflöenngsmodus  auch  arif  jedes  andere  willkürlich  gegebene 
Problem  übertragen  —  diejenige  Classe  von  Aufgaben  selbslverständliuU 
ugenommou  ,  wo  die  Ueschreibuug  «weier  oder  mehrerer  Kreise  von  ver- 
miedenem [Jalbmesser  verlangt  wird. 

WieLibri")  bemerkt,  war  Leonardo  da  Vinci  der  erste  Abend- 
ader, welcher  in  diesem  Sinne  arheitetej  leider  ist  kein  Zeugniss  davon 
•nf  uns  gekommen.  Ihm  folgte  Cardanus,  dessen  ganzer  Geistesrichtung 
dieKe  Specialitül  besonders  lusageu  miissie.  Nachdem  er  von  Froclus 
IBafiroefacD,  dessen  Arbeiten  nicht  direut  die  Förderung  der  Wissenschaft 
UwtrebteD,  gleichwohl  aber  an  sieb  von  Interesse  seien,  führt  er")  fort: 
T  cvnhmili  aiguinenUi  ijuale  fuii  frodi,  oitentalionc  pulius  jutenili ,  quam 
U  aianifeHa.  lum  fgo,  lum  Ludovicu»  Ferrarius  paucis  in  diebuf  iiwenimus, 
«•noM  pacta  quaecunque  ab  EuclUtr  demonxiranlur,  eariata  etrcint  talüadine,  ä 
*oii  lub  quacunqur  UUitiidine  Ulms  ri  coniraäicente  prupaaita  invarinbiliquf,  prae- 
'  fireuloriim  solam  itisTriplionem,  ac  circum$cripUinKm,  perffcle  ä  nobU poneitt 
«'««ifi.'-  So  ISsIeu  Cardau  und  sein  getreuer  Schiller,  dereich  hier  ebenso 
'*(>■>  Ersterem  inspirirt  zeigt,  wie  bekanntlich  bei  der  Auflösung  der  biqna- 
"*tiiebon  Gleichungen,  alle  elemoularen  Aufgaben  der  Planimetrie,  zuletzt 
^^^  die  achte  im  ersten  Buch  des  Gnclid:  aus  drei  gegebenen  Strecken 
■  Stitsii  ein  Dreieck  ku  bilden").    Hiermit  konnte  das  Ziel,  welches  sie 


i 4>  W  ü  t* " ke  ,  I1echrr.lifi siirfMUolre Hfn  %rwn,ri  iiial/iimnlii/w  f  vlin  le*  orifil-itix, 

*•  I8N6,  8.  6. 

15)  /Md.  S.  lU. 

10)    Libri.  HitloiTed-KiK'imcrimathemaliquefnIlulie.faruiSVi.  Tomr  1 1 1 ,  S.yiZ. 
l7»   //leroni/mi  ViirftaHi  tle  »ubliülale  liliri  XXI.  AiwiYw«  lä&3.  8   472. 
18J  JMd.a.i7^ 
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sich  steckten ,  als  erreicht  betrachtet  werden.  Von  manchen  Seiten  '^)  wird 
die  Sache  so  dargestellt,  als  ob  eine  Aufforderung  seines  Rivalen  Tar- 
taglia  für  Card  an  die  Ursache  gewesen  sei,  welche  ihn  zu  seinen  Unter- 
suchungen bestimmte;  indess  erwähnt  hiervon  weder  er  selbst  etwas,  noch 
aucht  hut  dies  L  i  b  r  i.  Dieser  Letztere  erwähnt  allerdings,  dass  T  a  r  t  a g  1  i  a 
auch  dieser  Gattung  von  Aufgaben  nicht  fremd  geblieben  sei,  weiss  aber 
nichts  davon,  dass  dieselbe  in  dem  bekannten  Wettstreite  zwischen  ihm  und 
Card  an  eine  Holle  gespielt  habe*^). 

Zu  einer  eigentlichen  Theorie  ward  der  uns  hier  interessirende  Gegen- 
stand erüt  ausgebildet  durch  BenedictiK  aus  Venedig,  welcher  die  An- 
regung dazu  wohl  von  seinem  Lehrer  Tar taglia  erhalten  hatte.  Derselbe 
legte  seine  Forschungen  in  einem  eigenen  Werke  nieder^');  nach  der  Ana- 
lyse, welche  Libri'^}  hiervon  giebt,  muss  man  dem  Verfasser  allerdings 
grosse  Sagacität  znerkeunen.  Die  gleichzeitigen,  bezüglich  früheren  Spuren, 
welche  wir  von  ähnlichen  Tendenzen  in  Deutschland  bei  dem  Verfasser  der 
,,Geometria  deutsch*'  und  bei  Albrecht  Dürer  treffen,  stehen  wohl  in 
keinem  Zusammenhang  mit  den  italienischen  Arbeiten;  umgekehrt  aber  ent- 
gingen Brstere  nicht  der  Aufmerksamkeit  ihrer  südlichen  Nachbarn,  wie 
denn  ^uch  die  Werthe  für  die  Winkel  des  Dürer 'sehen  Fünfecks,  welche 
wir  oben  (S  6)  nach  Chasles  anführten,  bereits  von  dem  nämlichen  Bene- 
dictis  berechnet  worden  sind.  Dieselbe  Aufgabe,  welche  für  die  damalige 
Zeit  ebenso  schwierig  war,  als  sie  uns  jetzt  leicht  erscheint,  wurde  auch  von 
Clav! US ")   behandelt  und  gelöst. 

Seit  jener  Zeit  treten  uns  häufig  einzelne  Probleme  der  genannten  Art 
bei  den  verschiedensten  Mathematikern  entgegen,  ohne  doch  nach  Bene- 
dictis'  umfassender  Arbeit  noch  ein  besonderes  Interesse  erwecken  zu 
können.  Eine  Ausnahme  macht  der  auch  sonst  durch  manche  originelle 
Ideen  ausgezeichnete  Daniel  Schwenter,  dessen  wir  in  dieser  Be- 
ziehung schon  bei  einer  früheren  Veranlassung  Erwähnung  thaten**).  Der- 
selbe sucht  auch  über  die  von  allen  Autoren  anerkannte  Einschränkung 
hinauszukommen,  welche  Oardan  (s.o.)  mit  den  Worten  charakterisirt: 
„Praeter  circulorum  solam  inscriptionem  ei  circumscripiionem.^^  Um  nämlich 
die  neunte  Aufgabe  des  andern  'I'heiles  seiner  „Erquickstunden**  —  „Mit 
einem  unverruckten  Circul  grosse,  kleine  und  mittelmässige  Circul  zu  reis- 


19)  Egen,  Handbicb  der  allgemeinen  Arithmetik,  2  Theil,  Ucriin  1849.  8.  206. 

20)  Libri,  8.159. 

21)  B  enediclis,  Resoiutio  omnium  Euclidi»  jßroblematttm^  aliorumque  adhoc  necessa- 
riu  inventorum,  tma  tantummodo  circini  data  apertvra,  Venetiae  1553. 

22)  Libri,  S.  206  flgg. 
2X)  Chasles,  8.625. 

24)  Günther,  Beiträge  zur  Ertindungsgesohichte  der  Ketlenbrüche,  Weissen- 
burg  1872.    8.  21. 
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en**  —  SU  ISsen,  nimmt  er  die  Stereomqtri«  eu  Ritfe  nod  Ecblügt  vor*^), 
otvrrder  ilie  Zirkelspilze  anf  den  Scheitel  nine»  geraden  KreJHkegels  sii 
t«lleii,  uder  aber  aaf  der  Ebene  eine  Senkrechte  zu  erriehteD  und  aaT  dieser 
ifie  Enlfernnrig  A  vod  der  Ebene  so  zu  markiren,  dass,  wenn  min  aas  die- 
9R1  i'nakte  mit  der  gegebenen  Oefitiung  a  einen  Kreis  beaclireibt,  diesem 
Lr«i8a  der  ebene  Rndius  r  anhainint,  d.  h.  es  muss  nach  ihm 

Bin.  In  der  Thal  wird  sich  dies  Äusktinrtumittel  so  lange  bewähren,  als 
^  a  ist;  für  alle  Rnderon  Wertho  ist  die  Aufgabe  absolut  unlösbar. 

Ah  spütes  Nachspiel  sei  noch  aaf  eine  Methode  verwieaeu,  welche  der 
OMoit  Kuchanski  zur  Coustructiuu  der  Zahl  n  angab"Jj  derselbe  setzt 

Jvidoch  ecbeini  der  Erfinder  selbst  die  Eigenthümllchkeit  seines  Verfahremt. 
OOr  einer  einzigen  Zirkelöfl'nung  zu  bedürfen,  gar  nicht  beachtet  und  erst 
Oenerlich  Kanxe'')  auf  dieselbe  aiifmerlnam  gemacht  xu  haben. 

Es  ist  bekflODt,  wie  gross  die  Umgealaltang  ist,  welche  in  neuerer  Zeit 
"teinar")  in  diesem  spociellen  WissenKzweige  hervorrief,  and  ec  wurden 
»»doTch  jene  äliereu  Leistungen  ganz  iu  den  Hintergrund  gedrängt,  tianz 
'■'getiehen  vom  iiistori^choii  Stamlpiiiikt  i»t  dies  jeilucb  bogar  didactiscb  un- 
richtig, indem  diese  Aul'gabeu  in  ihrer  scheinbar  veralteten  Behaudlungs- 
"Biae  ein  aasgez^ichneies  Miiiel  zur  t^chürf'uiig  des  geomelrischen  Sinnes 
"'•'  Viele  abgeben,  die  lier  projecliviscben  Behnndlungsweise  Sieiner's 
"och  ta  wenig  mScbtig  sind. 


Kohien  wir  nach  diesem  Excurs  wieder  zu  uuserem  eigentlichen  Theiua 
■iftick.  Die  Kegel,  welche  unser  Verfasser  zur  Verzeichnung  des  regulären 
"•«beueiks  giebt,  treffen  wir  sowohl  bei  AI  brecht  Dürer,  als  anch  bei 
•Ueo  ipäioreo  Schriftstellern  wieder,  welche  geometrische  Handgriffe  lehrea. 
0*w«hnlich  wird  sie  allerdings  anders  ausgedrückt,  Indem  mau  sagt:  „Die 
^<eb«oocks>ieile  isl  die  Hälfte  der  Dreiecksseite."  OITenbar  ist  diese  Kegel 
"H'  der  ansrigen  identisch,  indem  ja  im  gleichiieiligen  Dreieck  alle  ilOhrn 
■"^Schgroas  sind.  Man  scheint  bisher  Dürer")  für  den  Erfinder  gebalten  an 
^*b«D;  «vch  Keppler  ist  wohl  dieser  Ansicht,  wenn  er, in  der  „Narmonice 

29)  Sf^aenler,  DrIMae phyaico - malhenalU-at,  'NUri>lierg  1080,  &.VM. 

!ÖJ  Serhaniki,  Qbttrvatiaii'»  cyriumelrieae,  ad  faeUilimdii»  praxm  uivomodaltif. 
""  ErudUoram.    Upilae  imb.     &.  397. 

27)   Knnxe,  Lebrbui-b  der  üeoinettie,  .leoa  ISal.   8.270. 
.  3h)  Steiner,  Iija  gcomelrisch«iiConslruclioneii,  aiiscefülirt  mliteUder  geraden 

'^««  and  eines  {«Uten  Kreinci.,  Berlin  1833. 

tVi  iJärer.  Underweysmig  et«.,  S.  fi3. 
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muncfi'**^)  sagt:  „. . .  quas  vel  ipsa  soUertior  mechanica  refutet,  cum  tarnen Mecha- 
nices  caussa  obtrudantur  juvefttuli,  ui  cum  septanguli  latus,  ab  Alberto  Dur  er  o 
ponitur  aequale  semi iateri  irigonico,^*'  Kästner  hat  den  durch  die  Vorschrift 
bedingten  Fehler  berechnet  and   findet  den  Centriwinkel  gleich  51^10'l4'' 

=  61*25'43  . 


7 

Der  Fehler  ist  somit  für  gewöhnliche  Zeichnungen  sehr  anbetrttchtlich"). 

Derjenige,  wflcher  zuerst  auf  diese  Regel  verfiel,  wurde  offenbar  durch 
die  Bemerkung  geleitet,  dass  die  halbe  Dreiecluyeite  nur  um  wenig  kleiner 
ist,  als  der  Badius,  welcher  sich  genau  sechsmal  auf  der  Peripherie  abtragen 
lässt.  Es  möge  hier  jedoch  anhangsweise  gezeigt  werden ,  wie  man  auch 
rein  geometrisch  zu  dieser  Construction  gelangen  könne. 

Es  sei  J  (Fig.  11)  der  Mittelpunkt  eines  Kreises  vom  Radius  1,  BI^  die 
Seite  des  darin  beschriebenen  regulären  Dreiecks,  /  deren  Mitte.  Man 
mache  BF=BJ,  ziehe  AB  und  AF  und  halbire  den  Winkel  BAF  durch  die 
Gerade  AD,  welche  BF  in  E  schneidet.  Ferner  trage  man  EH=  DE  ab,  so 
dass  auch  BHs=  BD  wird,  fälle  von  ff  auf  AB  die  Senkrechte  HG  und 
ebenso  von  4  a^^  ^'^^  verlängerte  BB  die  Senkrechte  AC, 

Alsdann  beachte  man  die  nachstehende  Relation.  Es  ist  offenbar  sehr 
nahe  richtig 

^^3  (^  13  —  2)  ^  ^  13  (j/Tä  —  2)       1/3 

4j/8  — 2^r^  ®  4    ' 

oder  ausgerechnet 

18  =  5^13,  324  =  325. 

Nun  ist  nach  Construction  BF  =  BJ  =  - — ,  also 

2 


BE=::\BF=X^, 

4 


Hieraus  ergiebt  sich 


r         iö      4  4 

Durch  Subtraction  folgt 

2  2        ' 

ferner  ibt 

2 

Nun  sind  die  beiden  Dreiecke  ACH  und  ^^/T  ähnlich;  folglich  besteht  die 
Proportion 


30)  Keppleri  Opera  omida  ed.-  Frisch,  f^ol.  F.  Franeofwrti  et  Eriangae  1M4. 
3iJ  Kästner,  Qeomeirische  Abhandlungen,  I.Theil,  Qöttingen  178V,  S.S49. 
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•'-^-*^.,#»S-^.^^^,/*V^  ' 


AC:AH=:BEiBH^  BE'.bD, 
woraus  sich 

berechnet.  Zieht  man  ebenso  die  ähnlichen  Dreiecke  AGH  nnd  ^^Z^i?  in 
Betracht,  so  findet  man 

BG:Aff=z  BE:AB  =  BE:\, 
und  hieraus  /-     y— 

8 

Vergleicht  man  die  oben  aufgestellte  Beziehung  mit  diesen  Resultaten,  so 
kann  man  jetzt  auch  schreiben 

AC=:HG+  BE, 

Es  ezistirt  aber  ein  von  Weihrauch  angegebenes  Theorem,  dessen  Um- 
kehrnng  man  folgendermassen  aussprechen  kann**):  „Es  sei  das  Eleraentar- 
dreieck  eines  regulären  Vielecks  gegeben  und  mit  dessen  Grundlinie  ein 
Kreis  am  einen  der  Basispunkte  beschrieben,  welcher  den  gegentiberliegen- 
den  Schenkel  in  einem  zweiten  Punkte  schneidet,  so  dass  ein  neues  stumpf* 
winkliges  Dreieck  entsteht.  Hat  dieses  neue  Dreieck  die  Eigenschaft,  dass 
seine  grössere  Höhe  der  Summe  der  beiden  kleineren  gleich  ist,  so  ist  das 
genannte  Poljgon  das  reguläre  Siebeneck/* 

Wie  wir  sehen,  trifft  dies  hier  zu;  es  ist  also  BD  die  Seite  des  Vier- 
zehnecks und 

BF=:BJ=^\Bi( 

die  Seite  des  Siebenecks.  Hierbei  sind  wir  von  der  nur  sehr  wenig  unrich- 
tigen Annahme  der  Gleichung 

324  =  325 

ausgegangen.    Diese  Ableitung  dürfte  einige  Benchtung  verdienen. 

§9. 

Der  dem  Siebeneck  folgende  Abschnitt  unserer  Schrift  beschäftigt  sich 
mit  der  Construction  des  regelmässigen  Achtecks.  Waren  die  Näherungen 
des  Verfassers  bisher  auch  ziemlich  genau  und  durch  den  Umstand  berech- 
tigt, dass  die  exacte  Verzeichnung  theils  überhaupt  nicht  möglich,  theils 
doch  nur  weit  complicirter  zu  bewerkstelligen  war,  so  schien  er  doch  die 
eigentlichen  Methoden  nicht  zu  kennen.  Beim  Achteck  jedoch  ist,  wie  man 
sich  leicht  überzeugt,  die  von  ihm  gegebene  Construction 'streng  richtig  und 
zugleich  die  einfachste,  wenn  man  ohne  Zuhilfenahme  des  umschriebenen 
Kreises  verfahren  will. 

Für  die  Zahl  n  kennt  der  Verfasser  nur  den  archimedischen  Nähe- 
rungswerth  3| ;  eigenthfimlich  ist  die  Art  und  Weise,  wie  er  zur  Darstellung 


32)  Weihr •'  fath.  u.Phya.  48.  Theil,  8. 110. 
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dieser  Zahl  sich  dreier  ganz  aasgezogener  Kreise  bedient.  Die  nächste 
Aufgabe  and  ihre  Lösung  sind  ohne  besonderes  Interesse,  insofern  der  Ver- 
fasser hier  auf  dem  Boden  der  aroixHu  steht.  Dagegen  repräsentirt  Nr.  8 
durch  ihre  grosse  Ungenauigkeit  die  frühe  Zeitepoche,  welcher  Vergleich- 
ungen  von  Flächenräumen  noch  lange  hinaus  grosse  Schwierigkeit  bereite- 
ten; der  Inhalt  des  Dreiecks  ist,  seine  Seite  =1  gesetzt, 

0,4430..., 
dagegen  die  des  Quadrates 

0,4444.... 

Die  beiden  letzten  Aufgaben  haben  für  den  Historiker  höchstens  insofern 
einige  Bedeutung,  als  sie  das  Bestreben  der  Zeit  charakterisiren,  das  Schön - 
heits-  und  Zweckmftssigkeitsgefühl  geometrisch  zu  unterstützen,  ein  Be- 
streben, das  sich  besonders  auch  in  Albrecht  Dürer's  Versuchen  zur 
Verbesserung  der  Buchstaben  ausspricht.  Negativ  könnte  man  aus  Nr.O  viel- 
leicht einen  Anhaltspunkt  für  die  frühe  Abfassungszeit  des  Buches  herleiten, 
indem  Stech  -  (d.  i.  Tournier  •)  Helme  bereits  in  der  zweiten  Hälfte  des 
sechszehnten  Jahrhunderts  ganz  ausser  Gebrauch  kamen ,  während  gerade 
zu  Ende  des  fünfzehnten  die  Tourniere  eine  Hauptbelustigung  der  reichs- 
städtischen Patrizierfamilien  abgaben. 

Anmerkung.    Nach  Beendigung  dieses  Aufsatzes  erhielten  wir  die 
neueste   Nummer  dieser  Zeitschrift.     Ourtze  bemerkt")  darin,   dase  die 
beiden  Werke,  welche  wir  oben  bezüglich  als  ersten  und  fünften  Bestand 
theil  des  beschriebenen  Sammelbandes  angaben ,  gewöhnlich  vereinigt  an- 
getroffen  werden ,   so  dass  also  ihr  Beisammensein  hier  kein  ganz   zufäl 
liges  ist. 

33)  Curtze,'Reiiqwae  Copernicanaey  Zeitschr.  f  Math.  n.  Phys.   lU.  Jahr^.  S.  453. 


Recensionen, 


Basiehniigen   Zwischen    Determinanten    and    Kettenbrttchen.      Von    Dr. 
ViNCBNZ  Nachreiner.    München,  akademische  ßnchdruckerci.  1872. 

Die -vorliegende  Inaagnraldissertation  ist  zugleich  eine  gekrönte  Preis- 
schrifr,  indem  sie  ein  von  der  Münchener  philosophischen  Facultät  im  Jahre 
1871  gestelltes  Thema  behandelt.  Da  Schriften  dieser  Art  durch  den  Buch- 
handel nur  wenig  verbreitet  zu  werden  pflegen ,  so  ist  es  wohl  angezeigt, 
dieselbe  hier  etwas  eingehender  zu  besprechen. 

Bs  mnss  anerkannt  werden ,  dass  die  Schrift  viel  Neues  und  Interes- 
santes bringt  und  in  manchen  Beziehungen  die  Theorie  der  Kettenbrüche 
wesentlich  fordert.  Dagegen  ist  es  als  ein  Nachtheil  zu  bezeichnen ,  dass 
die  Sntwickelungen  des  Herrn  Verfassers  sehr  aphoristisch  gehalten  sind 
^Qd  nnr  das  durchaus  Nothwendige  geben.  Allerdings  ist  es  auf  diese  Weise 
'^^glich  geworden  ,  einen  so  bedeutenden  Stoff  auf  kleinem  Räume  darzu- 
stellen, allein  die  Lecture  ist  dadurch  erschwert.  Ferner  können  wir  uns 
^^^  der  anscheinend  principiellen  AusscJiliessung  aller  literarischen  Nach- 
^^ise  durchaus  nicht  einverstanden  erklären.  Behandelt  man  in  dieser 
^®ise  irgend  einen  Gegenstand  ganz  losgelöst  von  seiner  historischen  Ent- 
^^okelung,  so  liegt,  abgesehen  von  einer  gewissen  Trockenheit,  auch  noch 
**  Qefahr  sehr  nahe,  schon  Gethanes  zu  wiederholen  —  wofür  denn  auch 
^*®  Vorliegende  Arbeit  einen  Beleg  liefert. 

Der  Verfasser  nimmt  die  bekannte  Darstellune;  eines  endlichen  Ketten- 

h 

^'''Ocbes  durch  den  Quotienten  zweier  um  einen  Grad  verschiedenen  „Ketten- 
'"'^chdeterminanten'*  als  gegeben  an  und  liefert  dafür  einen  kurzen  Beweis. 
^Siach  wird  man  gegen  dieses  Verfahren  sicherlich  Nichts  einwenden  kön- 

^^^  1   aber  die  ganze  Darstellung  erscheint  so  mehr  als  ein  isolirter,  künst- 

*^ner  Griff,  während  bei  der  Auflösung  des  einen  jeden  Kettenbruch  be- 
**^8©nden  Systems  trinomischer  recurrirender  Gleichungen  die  Determi- 
^^ten  sich  von  selbst  darbieten.    In  §  2  werden  einige  Fnndamentalformeln 

^^  Kettenbruchlehre  in  eleganter  Weise  hergeleitet  und  besonders  auch 
*^  Beweis  für  die  bekannte  Relation 
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geliefert.  Derselbe  ist  mehrfach  interessant,  hat  aber  das  gegen  sich,  dass 
er  von  den  Determinanten  blos  einen  ganz  nebensächlichen  Gebrauch  macht, 
also  mit  dem  Titel  der  Schrift  nicht  im  Einklänge  steht.  Uebrigens  hat 
bereits  vor  20  Jahren  in  den  Abhandlungen  der  dänischen  Akademie 
Ramns  einen  mit  dem  hier  vorliegenden  fast  ganz  übereinstimmenden 
Beweis  gegeben  —  hieranf  deuteten  wir  bereits  oben  hin. 

Der  dritte  Paragraph  behandelt  die  Transformation  der  Kettenbrüche 
in  präciser  und  übersichtlicher  Weise.  Bekanntlich  hat  zuerst  Möbius 
ganz  allgemein  das  Problem  in  Angriff  genommen,  einen  Kettenbruch  in 
einen  andern  von  weniger  Theilbrüchen  zu  verwandeln.  Sein  Calcul  ge- 
staltet sich  jedoch  trotz  der  von  ihm  verwandten  Eni  er 'sehen  Algorithmen 
etwas  weitlän6g,  und  es  tritt  hier  der  grosse  Vortheil  der  Deterihinanten- 
bezeichnung  recht  augenfällig  zu  Tage.  Es  folgt  weiter  die  Behandlung 
einer  Aufgabe,  welche,  wie  Referent  gezeigt  hat,  als  Verwandlung  eines 
aufsteigenden  Kettenbrnches  in  einen  absteigenden  bezeichnet  werden 
könnte;  Herr  N  ach  rein  er  entnimmt  seiner  Lösung  auch  eine  Ableitung 
der  bekannten,  von  Euler  zuerst  aufgestellten  Transformationsformel 


«0+«l  ^1  +  ^'t^l  ^t +•  •+  öfl^l  ^1  •   .^11- 1  ^1.  = 
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Die  drei  nächsten  Abschnitte  behandeln  die  Umformung  von  Ketten- 
brüchen in  Reihen;  allerdings  hat  sich  der  Verfasser  auf  endliche  Gebilde 
beschränkt,  aber  seine  Entwickelungcn  lassen  sich  leicht  unter  den  nöthigen 
Cautelen  auch  auf  eine  unendliche  Gliederzahl  ausdehnen.  Heine  nnd 
Hankel  haben  nachgewiesen,  dass  Reihen,  welche  bezüglich  nach  ganzen 
positiven  und  ganzen  negativen  Potenzen  des  Arguments  x  fortschreiten, 
in  jKettenbrüche  sich  verwandeln  lassen,  deren  allgemeine  Formen  bezüglich 
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sind.    Herr  Nachreiner  kehrt  die  Aufgabe  um  und  lehrt  die  Kettenbrnch- 
determinanten 
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0  0  0       ...  x+h,,    t      +  I    . 

als  Reihen  darstellen.    Hierbei  wäre  ein  Eingehen  auf  die  verwandten  Ar- 
beiten der  beiden  erwähnten  Mathematiker  sehr  erwünscht  gewesen. 

Den  Schlnss  des  Schriftcbens  bildet  eine  Anwendung  der  Kettenbruch- 
determinanten  auf  Integralrechnung  und  die  Umformung  des  bestimmten 
Integrals 


.T 


0 


"' '/// 


in  einen  unendlichen  Kettenbruch. 

Schliesslich  kann  Referent  nicht  umhin,  seine  Freude  über  die  trotz 
mancher  kleinen  Mängel  gleichwohl  äusserst  tüchtige  Leistung  auszu- 
drücken ,  um  so  mehr,  als  die  darin  behandelte  Theorie  der  Kettenbruch- 
determinanten  sich  noch  nicht  überall  die  Anerkennung  erworben  zu  haben 
scheint,  welche  sie  unzweifelhaft  verdient. 

■ 

München.  Dr.  S.  Günther. 


lieber  eine  besondere  Art  magischer  Quadrate.  Von  v.  Pessl,  k.  Oyro- 
nasialprofessor.  Programm  des  Gymnasiums  zu  Amberg.  Gedruckt 
bei  H.  V.  Train.    1872. 

Es  wird  gerechtfertigt  sein,  diese  Gelegenheitsscbrift  einer,  wenn  auch 
sehr  A  srspäteten,  Besprechung  zu  unterziehen,  da  dieselbe  einen  wichtigen 
Fortschritt  innerhalb  eines  allerdings  sehr  speciellen  Wissensgebietes  reprä- 
sentirt.  Seit  der  umfangreichen,  besonders  auch  das  historische  Element 
gebührend  berücksichtigenden  Zusammenstellung  von  Moll  weide,  welche 
im  Jahre  1S17  erschien,  ist  von  grösseren  Erzeugnissen  der  deutschen  Lite- 
ratur wohl  nur  die  Schrift  von  Hügel  zu  verzeichnen,  welche  zwar  man- 
cherlei Neues  enthält,  durch  ihre  Darstellungsweise  aber  weiterer  Verbrei- 
tung Hindernisse  bietet.  In  neuerer  und  neuester  Zeit  haben  sich  besonders 
englische  Mathematiker  mit  der  Lehre  von  den  magischen  Quadraten  be* 
scbäftigt  und  den  Gegenstand  so  weit  gefördert,  dass  es  schwer  schien,  dem- 
selben eine  neue  Seite  abzugewinnen.  Gleichwohl  ist  dies  Herrn  v.  Pessl 
im  vollsten  Masse  gelungen. 

Bekanntlich  ist  das  magische  Quadrat  in  seiner  gewöhnlichen  Bedeu- 
tung durch  den  Umstand  charakterisirt,  dass  die  Summe  von  je  n  ein- 
geschriebenen  Zahlen  in  hör*  ^  diagonaler  Richtung 

Hf8t.-lit  Abtbig.  d.  ZeliMik* 


6tets  die  Dümliihe  Zahl   ergeben  soll.     Herr  r.  Peaal  bmiorkt  nan  i 
Recht,  dnsH  diese  Beslimmuiig  nicht  alle  vorhandenen  Zahlen  gtpiohm 
berttcksichtigt ,  dasa  vielmehr,  wenn  man  die  nöthigen 

Bedingangsgleichnngen  nafstellt,  einige  Zahlen  nnr  in  zwei,  andere  in  drt 
and  eine  unter  Uuiatünden  sngai'  ju  vier  Feldern  auftreten.  Um  diese  Un- 
gleicbattigbeit  aufzulieben,  erweitert  der  Verfasser  das  Problem  so,  duM  er 
zwei  gegenüberliegende  Seiten  den  Quadrales  in  pEirallele  KreisamflUiC^ 
verwandelt  und  so  gewiagermassen  nn  die  Stelle  des  aagiscben  QnwIrftiM 
den  magischen  C^lindermantel  treten  lässl.  Ist  schon  diese  Erweit«ni^| 
der  Aufgabe  interesaaut,  so  steigert  eich  das  Interesse  noch  dnrcU  die  ^M 
ihrer  Liisnng  nngewandlen  Methoden,  nelche  durchaus  keinen  rein  «laB 
braischen,  resp.  zahlenthedretixchen  Chnrnkter  tragen.  Dieselben  stdti^l 
sich  nHmlich  vielmehr  nnf  gewisse  Butrauhtangen,  welube  man  sonst  gewSli^l 
lieh  nnr  in  der  sogenannten  Topnlogie,  bezüglich  Jnalysis  Situs,  a&snBteluH 
pflegt.  ■ 

Kurz  znsammengefasat  behandelt  der  Verrnsser  folgendes  Probla^| 
Gesetzt,  es  sei  die  MantelflHche  eines  geraden  Kreiecylinders  durch  Ja^| 
durch  die  Axe  hindurchgehende  uad  auf  derselben  senkrecht  stabealH 
Ebenen  in  n*  congruenle  Parallelogramme  getheJIt.  Hebt  man  von  diesifl 
eine  willkürliche  Anzahl  in  willkürlicher  Reihenfolge  herans,  so  fragt  md^t 
wieviel  es  noch  unhestrichenB  Felder  giebt,  d.  h.  solche,  nelche  mit  kein^H 
der  markirten  in  der  nümlicben  Horizental-  oder  Verticalzeile  liegen  n^M 
auch  von  keiner  der  durch  die  Eckpunkte  jener  Parallelogramme  bestioinit^ 
len  Schraubeulinien  dnrchkrenzt  werden.  ErHichtlicb  kann  man,  mit  Wagd 
Inssnng  Enfällig  vorhandener  EigenihUmlichkeiten,  die  Resultate  fttr  j^M 
beliebige  geschlosHene  Flüche  verwerthcn,  welche,  nach  Riemann's  Dfl^^| 
tion,  den  Zaeammenhang  I  hat.  ^H 

Dio  Aufgabe  wird  für  den  Fall,  wo  n  eine  Primzahl  ist,  eingebfiad  (^| 
cnlirt,  und  es  ergiebt  sich  folgendes  elegante  Theorem:  Int  n  eine  PrimBl^H 
so  bilden  die  (')  — l)('i  — 3)  von  irgend  einem  Felde  eines  nzeiltgea  Ql^| 
drates  nicht  bestrichenen  Felder  (n  — 3)  Ketten  von  je  (h— 1)  unter  aiol 
weder  orthogonal,  noch  diagonal  zusammenhängenden  Feldern.  1 

Wie  mit  Hilfe  dieser  Ueberlegnngen  die  Lfisuug  des  BanptproblsDjJ 
allerdings  vorläufig  nur  in  specicllcn  Fällen  ,  erzielt  wird,  kann  hier  ntd| 
weiter  skizairt  werden;  es  wird  das  Vorstehende  znm  Beweise  iinsors  A^H 
Spruches  dienen,  •inna  ein  an  sich  intereaanntes  Capitel  der  Mathematik  daij^f 
die  hier  besprochene  Schrift  eine  bede-ilende  Vervollkommnung  erfahren  hj^| 

München.  Dr.  S.  GeilTaBB.fl 
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Elemente  der  analytischen  Geometrie  und  höheren  Analytit,  mit  beson- 
derer Berücksichtigung  physikalischer  Aofgaben.  Zum  Gebrauch 
an  höherea  LflhrauHtalton,  von  Prof.  Dr.  Hbrmamn  Klbi»  ,  Lehrer 
der  Mathematik  und  Phyuik  am  Vitztham^ächcn  Gymnasium  ssu 
Dresden.  Mit  einer  Figarentafel.  Dresden,  Justus  Naumaun's  Buch- 
handlung (Heinrich  Naumann).  8^  VIII  und  09  Seiten.  Ladenpreis 
l^k  Mark. 

Der  Verfasser  wünscht  sein  Werkchen  dem  letzten  mathematischen  und 
physikalischen  Unterrichte  auf  Gymnasien  und  wohl  höheren  Lehranstalten 
überhaupt  zu  Grunde  zu  legen ,  wie  aus  der  Vorrede  hervorgeht.  In  dieser 
ist  als  Veranlassung  zur  Herausgabe  des  Schriftchens  die  Unzulänglichkeit 
der  gewöhnlich  vom  Schüler  erworbenen  mathematischen  Vorkenntnisse  zu 
der  durch  §  66  des  Regulativs  für  die  Gymnasien  im  Königreiche  Sachsen 
vorgeschriebenen  eingehenden  mathematischen  Behandlung  der  Statik  und 
Dynamik  angegeben.  Der  Herr  Verfasser  glaubt  mit  Recht,  dass  durch 
einen  kleinen  Schritt  in  die  höhere  Analysis  dem  Uebelstande  abgeholfen 
wird  und  die  Schworfälligkeit  elementarer  Beweismethoden  durch  Einfach- 
heit und  gefällige  Kürze  in  der  Beweisführung  ersetzt  wird.  Auf  diese 
Weise  ist  das  Schriftchen  mit  dem  schon  durch  den  Titel  angegebenen 
Inhalt  zu  Stande  gekommen,  welcher  speciell  Folgendes  unter  Zuziehung 
geeigneter  Beispiele  und  Aufgaben  umfasst. 

SS  1  — 19:  Analytische  Geometrie  der  Ebene  in  rechtwinkligen  und 
Polarcoordinaten ,  und  zwar  hauptsächlich  Bestimmung  eines  Punktes  und 
der  Entfernung  zweier,  Coordinatentransformation ,  Discussion  der  Gleich- 
ungen ersten  und  zweiten  Grades,  Ableitung  von  Kegelschnittsgleichungen. 
SS  20  —  81 :  Höhere  Analysis,  und  zwar  über  Functionen  das  Allgemeine  and 
deren  Wachsthum ,  sowie  die  Bildung  der  ersten  DifferentialquotiBnten,  die 
unbestimmte  Integration,  Verlauf  und  Krümmung  der  Curven,  Rectification 
und  Quadratur,  Maxima  und  Minima.  SS  33  —  ftO :  Die  eigentlichen  mechani- 
schen und  physikalischen  Anwendungen  auf  Interferenzerscheinungen  und 
der  Beweis  des  Ohm' sehen  Gesetzes,  Elasticität  mit  Festigkeit  (SS  38— 48), 
Centralbewegung,  erweiterte  Untersuchung  der  Schwingungsbewegong  nach 
Helmholtz  (nebst  Fluorescenz  und  Combinationstönen)  etc. 

Ich  glaube  kaum,  dass  es  einen  gehörig  mathematisch  vorgebildeten  Leh- 
rer der  Physik  geben  wird,  welcher  nicht  gefällige,  mit  Hilfe  der  Anfänge 
der  höheren  Analysis  gegebene  Beweise  deren  seitraobenden  elementaren 
Umschreibungen  (mit  ängstlicher  Vermeidung  des  Namens  Differential)  vor- 
ziehen  wird;  allein  ebenso  wenig,  glaube  ich,  wird  ein  solcher  seine  sofor- 
tige Zustimmung  zur  Einführung  der  Elemente  der  höheren  Analysis  in 
den  Schulunterricht  geben  können.  Mir  scheint  es  vielmehr  vor  Abeabe 
eines  bestimmten  Urtheils  aoch  eines  strengen  Nachweises  su  bewarfen, 
dass   die  vorgesch)af;ep«   '  ^P^^^  Unterrichtsgegenstandes 
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praktisch  durchführbar  ist.  Wäre  der  Versuch  eines  solchen  Nachweises 
darch  die  Aufstellaog  eines  ganz  detaillirten ,  Stande  für  Stunde  der  ge- 
gebenen Zeit  umfassenden  Lehrplanes  des  gesaromten  mathematischen  und 
letzten  physikalischen  Unterrichts,  oder  noch  besser  durch  Ausarbeitung 
eines  entsprechend  detaillirten  Leitfadens  mit  Angabe  der  ZeiteintheiluDg 
gemacht  worden,  so  würde  sich  daraus  vorerst  ersehen  lassen,  ob  sich  die 
Aufnahme  der  Elemente  der  höheren  Analysis  in  den  Schulunterricht  mit 
den  Vorschriften  des  Regulativs  über  mathematische  und  physikalische 
Lehrgegenstfinde  und  deren  Vertheilung ,  sowie  über  die  Lehrziele  in  Ein- 
klang bringen  liesse. 

In  Ermangelung  eineß  solchen  Nachweises  oder  seiner  Grundlagen  kann 
ich  auch  nur  bedingungsweise  ein  Urtheil  über  das  Schriftchen  des  Herrn 
Verfassers  abgeben.  Gesetzt  den  Fall ,  es  wäre  gelungen ,  die  Möglichkeit 
der  Aufnahme  der  Elemente  der  höheren  Analysis  in  den  Schulunterricht 
überzeugend  nachzuweisen,  so  würde  ich  das  Schriftchen  des  Herrn  Verfas- 
sers für  geeignet  halten,  dem  Primaner  bei  der  Kepetition  und  zur  Auf- 
frischung der  ihm  durch  den  Vortrag  schon  bekannt  gewordenen  höheren 
mathematischen  Beweismittel  zu  dienen,  wünschte  aber  auch  in  diesem 
Falle  eine  gleichmässigere  Berücksichtigung  des  Physikalischen,  in  wel- 
chem auf  Kosten  der  Elasticität  und  Festigkeit  z.  B.  Schwerpunkt,  Träg- 
heitsmoment, Pendel,  Fernewirkung  elektrischer  Ströme  und  Magneten  unter- 
drückt worden  sind.  .^     __ 

Dr.  Kahi«« 


Mathematische  Aufgaben  aus  der  Physik,  nebst  Auflösungen.  Zum  Ge- 
brauche an  höheren  Lehranstalten  und  zum  Selbstunterrichte  be- 
arbeitet von  Dr.  phil.  Emil  Kahl.  Zweite  gänzlich  umgearbeitete, 
vermehrte  und  verbesserte  Auflage,  mit  allseitiger  Berücksichtigung 
des  metrischen  Masssystems.  Mit  in  den  Text  gedruckten  Holz- 
schnitten. Leipzig,  Verlag  von  B.  G.  Teubner.  1874.  8^  XII  und 
811  Seiten.   Ladenpreis  5  Mark. 

Bei  Herausgabe  der  ersten  Auflage  gegenwärtiger  Aufgabensammlung 
vor  einer  Keiho  von  Jahren  hatte  ich  die  Absicht,  den  Schülern  einer  höhe- 
ren Lehranstalt,  au  welcher  ich  damals  thätig  war,  nach  Absolvirung  eines 
Cursus  über  Experimentalphysik  Anregung  zu  einem  wissenschaftlicheren 
Studium  der  Physik  und  tieferen  Eindringen  iu  deren  Lehren  zu  geben. 
Die  Beschäftigung  mit  den  Aufgaben  sollte  den  Schülern  Gelegenheit  ver- 
schaffen, die  ihnen  durch  die  Vorträge  bekannt  gewordenen  physikalischen 
Kenntnisse  zu  reproducircn  uud  durch  Anwendung  auf  den. concreten  Fall 
klar  zur  Entwickelung  zu  bringen,  wodurch  sie  am  besten  zum  wohlver- 
standenen Eigen thum  werden. 

Vor  circa  einem  Jahre,  längst  durch  die  Verhältnisse  der  früheren 
Lehrerthätigkeit  entrückt,  kam  ich  wieder  auf  die  mir  liebgewordene  Be- 
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arbeitUDg  einer  Aafgabensammlang  zurück,  da  ich,  Dachdem  die  alte  Auflage 
vergriffen  war,  statt  der  blossen  Durchsicht  eine  vollständige  Umarbeitung 
vorzunehmen  beschloss.  Eine  solche  empfahl  sich  besonders,  weil  die  aus- 
schliessliche Durchführung  des  inzwischen  eingeführten  Metermasses  über- 
haupt umfassende  Umänderungen  nothwendig  machte,  weil  ferner  die  Fort- 
schritte der  Physik  und  einige  bei  der  ersten  Bearbeitung  gebliebene  Lücken 
zur  Ergänzung  aufforderten  und  endlich  weil  mir  die  Einstellung  von  mehre- 
ren numerischen  Beispielen  bei  jeder  Aufgabe  im  Interesse  der  die  Auf- 
gabensammlung benutzenden  Lehrer  geboten  schien. 

Bei  der  Neubearbeitung  sind  die  früheren  Aufgaben,  zu  deren  Auf- 
lösung die  Anfänge  der  höheren  Analysis  erforderlich  waren,  weggelassen 
worden;  alle  in  die  zweite  Auflage  aufgenommenen  Aufgaben  erfordern  nur 
mathematische  Vorkenntnisse,  die  in  der  Algebra  nicht  über  die  Gleich- 
ungen dritten  Grades,  in  der  Geometrie  nicht  über  die  Anfänge  der  Stereo- 
metrie und  analytischen  Geometrie  hinausgehen.  Dagegen  ist  von  Haus  ans 
vom  Rechnen  mit  kleinen  Grössen  Gebrauch  gemacht  worden,  wie  es  häufig 
bei  der  Ausrechnung  von  Versuchen  und  bei  der  Theorie  von  Instrumenten 
vorkommt,  und  dies  hängt  mit  meinem  Bestreben  zusammen,  die  Zwecke 
der  praktischen  Physik  möglichst  im  Voraus  zu  berücksichtigen.  Inwiefern 
dies  ausgeführt  worden  ist,  zeigt  Vorrede  und  Inhaltsverzeichniss ,  auf  die 
ich  hiermit  verweise. 

Zum  Schlüsse  gestatte  ich  mir  noch  darauf  aufmerksam  zu  machen, 
dass  diesmal  nach  den  buchhändldrischen  Erfahrungen  beim  Absatz  der 
ersten  Auflage  und  im  Interesse  der  BiUigkeit  Aufgaben  und  Auflösungen 
in  einen  Band  vereinigt  worden  sind ,  femer,  dass  nach  erfolgter  Umarbei- 
tung eine  bessere  Ausnutzung  des  Raumes,  als  bei  der  früheren  Auflage 
möglich  wurde ,  und  dass  die  geehrte  Verlagshandlung  in  höchst  dankens- 
werther  Weise  durch  eine  sehr  sorgfältige  äussere  Ausstattung  zu  Gunsten 

der  Benutzung  meiner  Aufgabensammlung  gewirkt  hat.  ^     _ 

Dr.  lv.AHL« 
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S.  fl  Tr.  II  Imnginfs  seu  Sigilln  ChnrJii.  Wnti't  iler  VorbeineHni 
lieia«!  68  liier  in  Murpotlipsp :  l/aer  verlia  rfperiaalur  in  ipto  tibro  A 
cnntcripta  Hatim  in  print-ipio.  Der  Anfang  bis  8.  10  fnUprkht  heon.  f^ 
bis  50*;  S,  10  (eirijueenis  len.  in  enpile  cnrotiam)  bie  12  entliält  einzolm^SlDi^ 
nus  den  srg.  Salomonis  bei  L<^i>n.  60*  bis  02*  (s.  unlen  V),  z.  B.  B.  13  Jr^ 
et  simiil  Leonis,  bei  L.  62  ei  Sfmi  konis.  —  CliaH  (CelUel  U.  b,  w)  i*t  K 
lalel,  -s..Scrapenm  1870  S.  30U.') 

S.  13  'l'r.  III  Sigilla  seu  imagines  Hermclis..  Hermes  lib.  guadripa 
14(1)  hns  commemoral  im'igiiics.    Aber  S.  13  Hominis  imago  sriilpia  in  dlaän^Jk 
[aa)tlanUs  elc.  bis  14  iet  der  Keat  ■iu§Ctiael  bei  Leun.  f.  äS^  bis  58, 
hier  auleilt  8.  11:  „ßaec  llermes"\  —  Heber  die  15  Bilder  den  Herme«  M 
Leon.  f.  82*  s.  ZeiUcbr.  f.  Math.  XVI.  385. 

8.  17  Tr.  IV  Imaginei  seu  Sigilla  Tketelis.  Thelei  [bei  Leon.  r.SS:  i 
sapra  diximiis]  vflusttss.  itnelor.  —  S.  18  zngeseut :  ffaetenus  ThrUl. 

ä.  10  'Cr,  V  Imoginn  seu  sigilla  Salomimis.  Vctu»lissimus  inveiitiu  al 
[bei  Leon.  f.  fiD'  veluslisstinutn  ..  iiii<i'iii\  libclhis  in  deserla  apiid  filias  Isratt.  fi 
qiioniam  in  «i  midta  Siilniniinii!  npfra  reperiehantur,  Siilomoni  fuil  a!isrrii4iii.  B*l 
LeonarduB  knim  man  sicli  nncb  denken ,  dass  der  ^  on  ilim  vernintbet«  Vn- 
raaBer  Sfllomon  sein  Uneh  in  der  Uebersclirifi  nuf  ein  len  den  Isrnnliienii 
der  Wüste  verfneates  EnrUckrilUre;  aber  bier  finden  die  Igraelitttn  8llc)i(l 
Snloinon'ü  in  der  Wüste.  Dieses  Beispiel  von  Anathronismus  IhI  selir  In- 
atrnctiv  nnd  bencblenswertli ,  du  pe  nocli  immer  Leute  giebt,  i 
Verfassern  sulcber  |iseiide|jigrHpbiscben  .<cbrifi<iii .  von  denen  da«  Mitwl< 
aller  Hberscbwemmt  worden,  noch  eine  Spur  ven  cbronoliigiscb'i 
was«t(irtn  zuscbreibnn  —  wie  r..  B.  G.  Heine  (RibHi/l/icca  »uecilutw.  I^lpwl 
1848,  8.341)  dem  angobl.  arabischen  Virgil  ans  CordovA,  welclior  wirkiM 
Sencca,  Avicennn,  Avpiroes  uiid  Algnar]  Bti  «einen  ZeitgenossBO  wv\A< 
»owie  noch  Galtard»  yKiis<ii/n  da  una  biblioteen  etpitäola  Madrid  1800,  im 
de  Manuserifo»  de  In  liihliol.  nnciimnl  p.  174)  die  Ansicht  miltboitl,  ila«ij««' 
angebliche  Araber  ein  Z<-ilgenaa»e  den  Aviceona  sein  soll,  wiHireml  d«  *< 
■  geblicbe  Virgil,  der  Mcb  von  Oeisitern  belehren  lüst,  iihw  Zweifel  «in  ig* 
nischer  Ohrist,  hficIiNt  walnscheinlicli  Geistlicbor,  xn  Knde  de»  XIll  M 
war.')  —  Audi  hier  stimmt  dax  ..ngebl.  MS.  de,  Trilhetnius  S.  I!>  bi«il  Z  ' 
mit  Leon.  f.  50  bis  59*  7..  8,  dnnn  8.  31  Z.  4  bis  8  37  mit  di-iii  Rexl  M  i* 
r.  5Ö*  bifi  62*,  mit  Weglassnng  dessen,  was  bereits  oben  unrer  II  ejrefl^ 

1)  /Jbroi(f)  etiait  euiusdarnjuilati  fihjilotuplä  namU«  rh«l«l  in  dnrflflim*'* 
du»  r»  treutut  hciBsl  e.i  in  dem  [iinvoll«!,)  Traft,  rfe  »alHrii  naiiKallHat  vi 
MSneh  des  PrUdieaulenonlsriH  im  XV.JiilirlKiiid.,  C\>d.Oi»a~t'i>  777  liii  .T.Vul.  Adri 
CaWl.  4.  Fr«nc(.  1840  S.  2H:t) ,  nU»  wird  ilu  Werk  sich  wol,]  Kwh  fib.r  du*  Min»'»' 
r«leh  erslri'ckt  linlirn? 

2)  Die  Eegc.iv.ilrl.gp  Notix  i»t  im  .I.ili  INTI  e"tl'rrcbeii ,  «U  k-1.  Hrn.  l'n>'»** 
Compnielli  HilllieilKnern  Ub.r  cl*n  Pi.e.id...VtrffTI  mael.t.-,  vcrgl.  «ein  !■••'«'" 
crtahieneiirg  Werk:  firyiU-  «rl  ntedio  evo,  flr.Mtr  1872.  Bd.  Jl  S.  11/. 
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war,  und  Einschaltung  von  Stücken  au«  dem  Abschnitt  bei  L.  T.  63:  Sigilla.,, 
a  Hivrrsis  ductorihus,  qune  sigilla  hie  apposui  eic. 

Endlich  S.  27  ohne  Abtheilung  hjneae  triplicUalia  etc.  excerpirt  ans  L. 
Kap.  8  f.  49  —  50*,  und  S.  28  Satumi  figura  etc.  bis  S.  3tJ,  entsprechend  Leon. 
Kap.  9 — 13  f.  50* — 54  (Kap.  8  — 12  sind  im  Texte  nicht  als  solche  bezeich- 
net, wohl  aber  im  Index).  M.  STEiNScnNEiDBR. 


Recensionen. 

Zar  Geschichte  der  Mathematik  im  Altertham  nnd  Mittelalter,  von  Dr. 
Hermann  IIankel,  weil.  ord.  Professor  der  Mathematik  an  der  Uni- 
versität zu  Tübingen.  Leipzig,  1874.  Druck  und  Verlag  von  B.  6. 
Teubner.    410  S. 

Hermann  Hankel  sah  die  historisch  mathematischen  Untersuch- 
ungen, mit  denen  er  sich  seit  seinen  Schuljahren  beschäftigte,  als  eine 
Erholung  von  seinen  eigentlich  mathematischen  Arbeiten  an.  So  erzählt 
uns  W.  V.  Zahn,  der  Jugendfreund  des  der  Wissenschaft  allzufrüh  in  dem 
Alter  von  34 J  Jahren  Entrissenen,  in  dem  kleinen,  aber  inhaltreichcn  Auf- 
satzp:  „Einige  Worte  zum  Andenken  an  Hermann  Hankel"  (Mathematische 
Annalen  Bd.  VII,  S.  583  —  590).  Wir  schicken  diese  aus  zuverlässigster 
Quelle  stammende  Behauptung  unserem  Referate  um  dessenwillen  voraus, 
weil  aus  ihr  die  ganze  Grösse  des  Verlustes  sich  ermessen  lässt,  den  die 
Math'ematik  und  ihre  Geschichte  am  20.  August  1873  erlitten  haben.  Wer 
aus  eigener  Erfahrung  die  Schwierigkeiten  historisch -mathematischer  For- 
schungen kennt,  vorausgesetzt,  dass  man  wirklich  quellenmässig  und  un- 
befangen und  nicht  in  blindem  Zutrauen  zu  irgend  einer  fremden  Autorität« 
oder  gar  zu  irgend  einer  eigenen,  aber  vorgefassten  Meinung  seine  Ent- 
scheidungen treffe,  der  wird  es  kaum  begreiflich  finden,  wie  als  blosse 
Erholung  gelten  kann,  was  die  volle  productive  Geisteskraft  Anderer  in 
Anspruch  zu  nehmen  im  Stande  ist.  Wir  selbst  gestehen  gern  zu,  dass  wir 
von  vornherein  diesen  Ergebnissen  nebensächlicher  Beschäftigung  sehr 
misstrauiscli  gegenübertraten.  Wir  glauben  dem  Todten  diese  Anerkennung 
zu  schuldcü,  denn  gerade  der  Gegensatz  unsers  anfänglichen  Misstrauens 
gegen  vermutheten  Dilettantismus  zu  dem  Gefühle  der  Bewunderung,  wel- 
ches sich  unserer  bemächtigte.  Je  tiefer  wir  uns  in  das  zur  Beurtheilung  uns 
vorliegende  Buch  hineinlasen,  dürfte  das  Lob,  welches  wir  heute  ihm  unum- 
wunden spenden,  zu  erhöhen  geeignet  sein.  Auch  der  Umstand  dürfte  hier 
als  ins  Gewicht  fallend  hervorgehoben  werden ,  dass  wir  keineswegs  einem 
Buche  uns  gegenüber  befinden,  mit  welchem  wir  überall  und  immer  einver- 
standen sind.  Wir  werden  in  diesem  Referate  mehr  als  einen  Punkt  zu 
berühren    haben,  über  welchen  hp««»'  ^^r  des  Verfassers 

wesentlich  abweicht,  und  wir  al*^  — ^«  Knj^^x 
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stroitigo  I'unkto  in  cl(>r  Oescliichtc  der  Wibsciiäcliaften  wird  es  immer  geben, 
und  zwar  um  so  tiielir,  als  die  Zeiten,  um  die  es  sich  handelt,  weiter  sarUck 
liegen,  und  die  Gegnerschaft  über  Einzelnes  schliesst  nicht  ana,  daas  man  Aen 
Gegner  schätze,  ja  sogar  ihm  eine  auf  Achtung  gegründete  Zuneigung  widme. 

„Zur  Geschichte  der  Mathematik  iip  Alterthum  und  Mittelalter**,  so 
lautet  der  Titel  des  Buches,  über  welches  wir  reden.  In  der  That  hfttte  es 
schwergehalten,  eine  andere,  passendere  Bezeichnung  zu  finden.  Wir  haben 
es  nicht  mit  einem  Ganzen  zu  thun,  sondern  mit  grösseren  Abscbnitten, 
welche  bestimmt  waren,  ein  Ganzes  dereinst  zu  bilden,  aber  leider  durch 
den  Tod  ihres  Verfassers  nicht  dazu  gelangten,  eine  ebenmttssige  Verbin* 
düng  unter  einander  zu  erhalten.  Ja  diu  Abschnitte  selbst,  welche  wir  vor 
uns  haben,  sind  in  Ausarbeitung  und  Vollendung  nicht  übereinstimmend. 
Während  einige,  allerdings  die  grösseren  Capitel,  vollständig  druckreif 
waren  und  muthmasslich  in  dem  Zustande,  in  welchem  wir  sie  heute  vor 
uns  sehen,  in  die  von  Ilankel  geplante  Geschichte  der  Mathematik  in 
einem  (?)  Bande  übergegangen  wären,  sind  andere  noch  unvollendet  nnd 
hätten  ebenso  muthmasslich  bei  der  Vereinigung  eine  ergänzende,  auch  wohl 
berichtigende  Umarbeitung  erfahren.  Haben  die  Herausgeber  deshalb  etwa 
Unrecht  gethan,  alle  diese  Beiträge  zu  veröffentlichen?  Unser  oben  aus- 
gesprochenes Gesammturtheil  bezeugt,  dass  wir  diese  Frage  durchaus  ver- 
neinen. Wir  können  bedauern,  dass  wir  nicht  mehr,  dass  wir  nicht  Alles 
haben,  aber  wir  <Ianken  Denen,  die  uns  das  Vorhandene  nicht  vorenthielten, 
aus  welchem  wir  persönlich  und,  wie  wir  überzeugt  sind,  gleich  uns  alle 
irgend  sachkundigen  Lesor  vielfache  Anregung  und  reiche  Belehrung 
flchöpfon.  Nicht  als  ob  dem  Verfasser  wesentlich  neue  Quellen  zu  Gebote 
gehtanden  hätten.  Wir  erkannten  in  den  meisten  Citaten  dieselben  Werke 
wieder,  welche  bei  Behandlung  der  gleichen  Perioden  uns  und  anderen 
Fachgenossen  gedient  hatten,  soweit  sie  zur  Zeit  unserer  Veröffentlichungen 
schon  erschienen  waren,  ja  zur  Benutzung  einzelner  dieser  Schriften  mögen 
wir  dem  Veifasscr  Anlass  gegeben  haben;  aber  Lesen  und  Lesen  ist  eben 
zweierlei,  und  Hermann  Hankel  hat  es  entschieden  verstanden,  sich  in 
den  Geist  alter  und  ältester  Schriftsteller  besser  hineinzulesen,  als  viele 
Andere,  sich  so  gut  hineinzulesen,  dass  er  an  nicht  wenigen  Stellen  wagen 
durfte,  Wiederherstellungen  vorzunehmen,  deren  Zutreffen  kaum  einem 
Zweifel  unterworfen  sein  dürfte. 

Wir  rechneu  hierzu  die  Beweisführung  für  die  Winkelsumme  des  Droi- 
ecks  nach  Art  der  pythagoräischen  Schule  an  den  Einzelfällen  des  gleich- 
seitigen, des  gleichschenkligen  und  des  ungleichseifigen  Dreiecks*  (S.  05 


*  Zur  UiitcrstütKung  verweisen  wir  anf  eine  ron  Hankel  nicht  betgeiogcnc 
Stelle  der  <ieodUAte  des  Ifcron  von  Hvvianis,  die  Dreieckswinkel  seien  die  Hälfte 
der  vier  Rechten  gleichen  Vioreckswlnkcl.  Vcrj^l.  Solice*  tt  exlraiU  des  monwtcriU 
de  ta  »ihiiothrgHe  imprnale.  Turne  XiX,  i^artie  2,  patj.  :^S;    Piiris  1858. 
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bi8  W);  wir  lehuoii  nicht  voHstäiidig  ab  die  Vciinuthuii«;,  (Quadrat  und 
Heteroinekie  Btätidcn  in  dor  KatO{;oricntafel  des  Aristoteles  als  Kr.^atz 
für  die  fehlenden  Kategorien:  Kationales  und  Irrationales  (S.  110  in  der 
Note);  wir  verweisen  aber  ganz  besonders  auf  das,  wie  uns  scheint,  mit 
groiser  Vorliebe  bearbeitete  Capitel:  Mathematik  der  Inder,  in  welchem  die 
Bntstebnng  der  cyklischen  Mefhode  (S.  201),  der  Beweis  für  den  Satz  vom  rech 
leu  Winkel  im  Halbkreise  aus  dem  Trincipo  der  Symmetrie  (S.207)  die  Ent- 
stehung des  Werthe«  n?  =  ^io  (S.  210)  und  als  bedeutendste,  weil  am  Meisten 
gesicherte  Entdeckung  die  Unterscheidung  der  Tetragone  und  Trapeze  bei 
Brahmagupta  (S.  213)  uns  ebensovielc  freudige  Uoberraschnngon  boten 
and  ans  wenigstens  durchaus  überzeugten. 

Aach  in  einem  andern  historischen  Punkte  sind  unsere  gegenwärtigeu 
AnnicbtOD  von  denen  liankol's  weit  weniger  verschieden,  §ls  unsere  bei- 
derseitigen VeröfTentlichungen   es  vermuthen  lassen,   wir  meinen  bezüglich 
der  Persönlichkeit  des  Pythagoras.     Wir  sind  schon  geraume  Zeit  von 
den  in  dieser  Beziehung  extremen  Ansichten,  welchen  wir  in  unseren  Mathe- 
malischen  Beiträgen  zum  Cult urleben  der  Völker  huldigten,  zurückgekom- 
uoo,  und  wie  wir  diese  unsere  Bekehrung  wiederholt  in  Vorlesungen  über 
Gescliichte  der  Mathematik,  sowie  im  persönlichen  Verkehr  mit  Fachgenos- 
wn  aussprachen,  ergreifen  wir  gern  die  heute  uns  gebotene  Gelegenheiti 
iuch  im  Drucke  dasselbe  Zugestand niss  zu  machen.     Ilankel  hat  ganz 
Kecht,  wenn  er  (S.  330)  g(*gcn  unsere  Bereitwilligkeit,  den  Erzählungen  der 
•pitesten  Alexandriner  Über  den  34  Jahre  langen  Aufenthalt  des  Pytha- 
goras im  Orient  und  den  sich  daran  knüpfenden  Sagen  Glauben  zu  scheu- 
^^Of  |M)lenjisirt.   Diese  aus  Pietät  gegen  das  Röt hasche  Werk,  aus  welchem 
^'r  sehr  viel  und  namentlich  die  Quellen  selbst  zuerst  kennen  lernten,  ent- 
\      'tandene  Auffassung  haben  wir  längst  aufgegeben.    Für  gesichert  halten  wir 
nur  den  vieljährigen  Studienaufenthalt  in  Egypten,  für  welchen  wir  nament- 
''^'>  die  Bnsirisstelle  des  Isokrates  geradezu  als  zwingend  erachten  trotz 
"f^r  bemftngelangen ,   welche  diese  Stelle  erfahren  hat.     Wenn  Isokrates 
iBch  absichtlich  Lügen  über  die  Persönlichkeit  des  Helden  seines  Panegy- 
"^Mh  erzählt,  so  schliesst  dieses  Geständniss  die  Glaubwürdigkeit  neben- 
'^hlicher,  jenem  Helden  gegenüber  ganz,  gleichgiltigcr  Dinge  gewiss  nicht 
*^^;   Busiris  wird  dadurch  ein  antikes  Stück  Geschichtsfälschung,  aber 
'^^h  lange  keine  Münchhausiade.    Wir  können  heute  ferner  so  wenig  wie 
^^her  die  Ueberzcugung   aufgeben,   dass   in    der   pythagorischen   Schule 
''^tiren  vorgetragen  wurden,  welche  überraschende  Achnlichkeit  mit  solchen 
^^gen  besassen,  denen  das  Griechenthum  zur  Zeit  Alexander  des  Grossen 
*^    dem  zweiten  Mittelpunkte  ältester  Culturverbrcitung  neben  Egypten  in 
*'*by|on  wiederbegegneto,  mag  auch  die  Art,  wie  jene  babylonischen  Ele- 
''^^Dte  in  die  p^thagorischc  Lehre  eiudran^en,  eine  räth.selhafte  oder  min 
^^teos  eine  zweifelhafte  sein.    Wir  betonen  dabei  heute  noch  die  immerhin 
^^'faUende  Thatsache,  dass  derselbe  Jamblichus,  welcher  von  dem  Auf- 


enibalte  <Ips  Py  tliagorns  in  BHbylon  crxSliIl,  ein  besonderes  Work  C 
Bnbjl»n  rerfasst  hat.    AVir  deaki'u  in  dieiieai  uiisptetii,  aoit  mcbref«D  Jak^ 
modiGcirlea  GUubensbehenntDii-so  nicht  weit  von  dem  MbtowriclK'n,  « 
liHnkel  (S.  94),  was  aber  ancli  Bretscbneider  (Di«  ßeomelrie  und 
Geometer  vor  Enklidm,  S.47flg;g.]  Hir  Hcblig  balten. 

Wir  haben  obeii  bereit»  geskgt,  dass  irir  neben  rielfacber  Zusliminiu 
auch  DJcbt  uabedeatende  Meinnngsverscbi^deiilieilen  geltend  n 
den.    Wir  wollen  bier  einige  derselben  nach  der  Reibeurolge  derSeitenMfe 
deti  Haokel'schen  Baches  hervorheben. 

8.37  wird  das  sogenanota  berodiaDiache  Sjätem  griechischer  ZtliieO' 
schreibaug  als  „noch  vor  Kuraem  weuig  bekannt"  bf^zeichnet.  Die«  Bfr 
banjitDQg  dürfte  &icb  kaum  recblfertigen  lassen,  nachdem  jene  Scbreibait 
seit  dem  XVM.  8-,  von  Wallis,  Moniraucon,  Cor«inu8  an,  bi»  « 
Franz,  zu  Nesselmann  und  zu  unseren  MathemntUcbcn  Bcitrlgeu  ii 
einer  grossen  Reihe  von  Werken  erläutert  worden. 

S.  101  giebt  Haukeil  «u,  dass  die  alleren  Pylbagoriker  —  c-in  htpit, 
der  aiirh  bei  ihm  fast  bis  auf  die  Zeit  der  Akademie  hinabführt  —  »ich  mit 
SnmmatioDen  von  Zahlenreihen  viel  beschäftigt  haben.  Ob  nie.  miittn' 
,  fort,  auf  die  höheren  Polygonakahlen  eingingen,  Uast  sich  nicht  cimstalirtn. 
Wir  meinen  dagegen,  es  lasse  sich  dieaea  mindestens  in  hohem  fiiade  *i 
mutben,  und  bezieben  uns  dafür  auf  die  Kxistenz  einer  Schrift  des  Tbi- 
lippns  Opunlins,  des  ScbUlers  van  Plato,  über  die  Polj>gonalHliln 
welche  FI  ankel  entgangen  zti  sein  scheint,  wiewolil  Bretschneiilert'-'- 
ö.  Tu)  dieselbe  besonders  hervurbob.  Was  dae  erstere  Zugestfinduiss  bslfift 
so  können  wir  von  ihm  uns  um  so  weniger  von  der  AafTassung  aligeli*»! 
welche  wir  über  den  arithmetischen  Ursprung  das  erst  in  zweiter  l.inifg**' 
metrischen  Lehrsatzes  von  den  Quadraten  der  Ilypulenase  und  der  K>** 
iheten  uns  gebildet  haben.  Wir  bemerken  dabei,  dass  wir.  seil  wir  dio' 
Darstellung  —  wie  wir  damals  glaubten,  als  ganz  neu  —  veröffcntli^ 
haben,  einem  früheren  Vertreter  ähnlicher  Ansichten  in  der  Lilcratut  C^ 
gegnct  äind.  Jul.  Fr.  Wurm  hat  sich  nümlicb  schon  18SS  tu  Jiifan'sJ*^ 
bachcrn,  Bd.  IX  S-  62,  ausgeaprucben  wie  folgt:  „Schwerlich  leitete  (f 
Py  thagorasdas  nach  ihm  benannte  geometrische  Tbeorcm  nuf  ie.jne  atil- 
meiischen  Sätze,  sondern  umgekehrt  mögen  ihn  die  Beispiele  zweier  Qn^ 


;  Quadrstzabi  ist,  auf  die  Kcltti« 


dratznhlen,   deren  Summe   wieder 

zwischen    den  Quadraten    der  Seileu    eines  rechtwinkligen  Drciucki 

tnerksam  gemacht  haben.'' 

S.  151  in  der  Anmerkung  beisst  es,  die  Quadratrix  rubre  vicllmcbt  Ti 
einem  gewissen  llippias  her,  der  aber  sicherlich  nicht  der  Sophist  üi] 
pias  ans  Elis  in  der  Hiltn  des  V.  S.  sei.  Üiese  Vemotnnng  ist  nun  kein) 
Wegs  neu.  Ilankel  selbst  hat  ijir  im  Bulletino  Boncompagni  für  \*m,  S.« 
bei  Gelegenheit  eines  Referates  über  die  eogeuannto  Oescbichto  der  oiitl 
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matiKclicn  WisseDSchafteD  von  Dr.  HeiD  rieh  Suter  Ausdruck  gegeben. 
F^bcusn  sprach  sich  Friedr.  Blas»  in  den  Neuen  Jahrbüchern  für  Philo- 
logie und  Pädagogik,  Bd.  105,  in  seinem  dort  (S.  27  —  35)  abgedruckten  Re- 
ferate über  Bretschneider  aus.     Dieselbe  Ansicht  vertritt  Fried  lein 
S.  8  seines  Progratnmes  von  1873,  Beiträge  zur  Geschichte  der  Mathematik, 
III.     Gleichwohl  können  wir  diese   Verneinung  nar  als  irrig  bezeichnen. 
Die  Gründe,   welche   wir   brieflich  schon  vor  mehr  als  Jahresfrist  gegen 
befreundete  Gelehrte  ausgesprochen  haben,  sind  folgende.     Der  anonyme 
Ilippias  unserer  Gegner,  welcher  mit  Dinostratas  wegen  Erfindung  der 
Quadratri.Y  in  die  Schranken  tritt,  kann  keinenfalls  jünger  als  dieser  sein 
Nebenbuhler  sein.     Dinostratus  war  aber  Bruder  des  Menftchmus,  des 
Lehrers  Alexander  des  Grossen  in  der  Mathematik,  kann  demnach  als  untere 
Zeitgrenze  für  Uippias  spätestens  das  letzte  Drittel  des  IV.  S.  bedingen. 
Als  Erfinder  dor  Quadratrix  wird  uns  nun  Flippias  von  Proklus  genannt, 
und  zwar  an  zwei  verschiedor.en  Stellen  S.  272  und  S.  356  nach  der  Fried  - 
lein^schon  Ausgabe,   nach    welcher   wir  immer  citiren  werden.     An  der 
crstoren  Stelle  heisst  es,  Nikomedes  habe  die  Dreitheilung  des  Winkels 
mittels   der  C(»nchoide  vollzogen,  Andere  haben  die  Aufgabe  mittels  der 
C^un<lratricen  des  II  ippias  und  Nikomedes  gelöst,  wieder  Andere,  indem 
sie   von    den   archimedischen   Spirallinien   ausgingen.      Die   zweite  Stelle 
besagt,    Apollouius    zeigte    das    P]igenthümliche   jedes   Kegelschnittes, 
Nikomedes  dasselbe  für  die  Conchoiden,  Ilippias  für  die  Quadratrix, 
Perseus  für  die  Spiren.     Aus  diesen  beiden  Stellen  lässt  sich  über  das 
Zeitalter  so  wenig,   wie  über  die  Persönlichkeit  des  Ilippias  ein  unmittel- 
barer Schluss  ziehen.    Wollte  man,  wie  es  ja  nahe  genug  liegt,  die  Reihen- 
fulge  der  Namen  als  eine  chronologische  auffassen,   so  müsste  Ilippias 
{gemäss  der  ersten  Stelle  vor,  der  zweiten  wegen  nach  Nikomedes  gelebt 
haben,  überdies  bei<le  der  zweiten  Stelle  zufolge  nach  Apollonius,  also 
frühestens  am  Ende  des  III.  S.,  was,  wie  wir  sahen,  für  Ilippias  unmög- 
lich ist.    So  sind  wir  für^s  Erste  ratlilos.   Glücklicherweise  besitzt  Proklus 
in  seinem  Commentar  zu  Euklid  die,  soviel  wir  wissen,  ausnahmslose  Ge- 
wohnheit, einen  Schriftsteller,  welchen  er  citirt,  sofern  Miss  Verständnisse 
möglich  wären,  mit  deutlicher  Benennung  zu  schildern  und  später  nar  dann 
den  Namen   schlechtweg   zu  benutzen,    wenn  ein  vorhergegangenes  Citat 
jeden  Zweifel  unmöglich  machte.    Zeno  lieisst  S.  109  von  Sidon,  später  nur 
Zeno;    Leodamas   heisst   S.  6Ö  von  Thasos,  später  nur   Leodamas; 
Oinopides  heisst  S.  06  von  Chios,   später  nur  Uinopides;  Theätet 
heisst  S.  60  von  Athen,  später  nur  Theätet;  Eudemus  heisst  S,  125  der 
Peripathetiker,  später   meistens   nur  Eudemus;  llero  tritt  S.  41   neben 
Ctesibius  auf,  als  dessen  Schüler  er  damit  charakterisirt  ist,  später  bald 
als  llero  der  Mechaniker,  bald  als  Hero  schlechtweg;  Hippokrates  der 
Arzt  wird  S.  3S,  Hippokrates  von  Chios  8.6^  '-'^'^annt,  Letster er  tritt 
S.  213  wiederholt  anf  uod  wird  wieder  al'  ■  beaeich- 


nat,  flio«  negative  BeslStigong  uiisorei'  BeliBiiptnng,  ' 
Name  hier  eu  MiHHverstkDdniaseii  AnlttHü  gel>i-n  köiiu 
dem  diese  Gewolinlitiit  dn»  [>roklus  (emgvsmUl  isl,  > 
flügofühitun  StcUeu  uocL  früliei-  ein  llippias  vorki 
der  That  S.  tlä  Uippias  von  Klia.     E  Leu  derselbe  miisa  ulnu  aaoli  xpKIvrl 
nnter  Uijijiiae  sclilechtweg  verstanden  werdeu.    Zu  ditisem  Beweise,  dei 
tins   pBTBÖnlicIi  völlig  goDÜgen  wilrdr,*  (rctcn  abpr  Doch  iliu  ergNosmidafl 
UmsUnde   liinzu.     P>BtlicIi    dass  Hippiae   vi>u  t'^lis   in  jener  der  M*tfa«-i~ 
.Riatikerclirouologie  des  Eudemus  angebörigen  Proklnsslelle  5.0b,  vro-er| 
geoBiint  ist,  als  ücwJilirfimann  dafür  auftritt,  dasn  Mamerkax  oder  Aiufl 
ristus,  oder  wie  der  Bruder  des  Stosichortis  geiioisscD  habeu  mag,  MM 
ytaftirp/p do'fav  Ikaßt,  und  als  solclieu  Gewährsmann  wird  Biidemos  doch 
wohl  nur  Leiiulzt  Laben,  wer  von  Hnlhomalik  Etwas  veralaud.    Zwsilens^ 
kommt  dazu  die  Art,  wie  Plato  sich  über  llippias  von  Elia  änssart.    Mi( 
I'lato    aucli    im    Ganseu    gegen    Liippiaa  sich  eingenommen   orweJsen'J 
Bumeist  wohl  deshalb,  weil  dieser  aua  der  Wissenscbart  ein  Gewerbe  roMbtafl 
nnd  nnf  seiuen  Hcisen  nm  Goldeslolin  lehrte,  die  Sttillcn  scheinen  uns  doeh] 
nicht  rein  ironisch  aufgefasst  werden  za  kttunen,  in  welchen  «s  heisst :  „Ww 
dn  am  becten  verstehst,  was  die  Sterne  betrifft  nuri  was  am  Ilimmcl  aicb  xa>f 
IrSgl?  .. .  Aber  Etwas  über  Geometrie  hören  sie  gern?"  (Hipp  in»  major  2 
oder  dsBs  Hippias  des  Keclinens  utrd  der  Kecheukanst  kundig  sei  vor  alleaf 
Anderen  und  kondig  anch  der  Messkunst  {Hippias  minor  3S7,  36S), 
endlich    „denn  die  anderen  Sophisten  lieeintrüchtigen  die  Jünglinge;    «isfl 
rubren  dieselbeu,  die  von  den  Künsten  sich  abwendeten,  den  KUnstcn  widei 
deren  Willen  zu,  indem  sie  KccheukniiKt  nnd  Sternkunde  und  Measknns^ 
nnd  Musik  sie  lehren  —  und  dabei  warf  er  einen  Blick  auf  Uip[ 
kommt  er  aber  in  mir,  wird  er  über  nichts  Anderes  Etwas  lernen, 
halb   er  zu  mir  kam"    (Protagoras  318).     Wenigstens  stimmt  einer  d«rl 
genauesten  Kenner  platonischer  Dialoge,  Karl  Stein  hart,  mit  nnaereri 
Auffassung  dberein,  welcher  in  seiner  Einleitung  zum  grösseren  Hippiaag 
(Platnn's  sSmmtliche  Werke,  überaetat  von  Hiernoymus  MUlte 
Einleitungen   begleitet  von  Karl  Steinhart,   Bd.  l,   Leipzig  1850)   d«t^ 
Hippias  von  Elis  schildert:  „Dieser  obue  Zweifel  in  der  jonischen  Natur^ 
Philosophie  herangebildete,  gewiss  aber  auch  mit.der  Weisheit  der  italischem 
Elealen  nnd  des  Empedukles  nicht  unbekannte  Mann  stand  in  der  Fäll« 
und  Vielseitigkeit  seines   ethischen,   grammatischen,  geschichtlichen,  win 
seines   naturwissenschaftlichen,    mathemstiscbeo ,    aatronomiachen   Wiwvni 
auf  der  Höhe  der  Bildung  seiner  Zeit." 


*  Wif  sitid  «.B.,  auf  den  pana  Rnal'igcii  Irleengaiig  gvttiitxt,  ülietE* ii);t ,  <ta*4 
L  ^arPtillifipua  8.  30a  id^nliicli  mit  Phillppna  von  Menda  6.  87  inl,  der  »eltiali 
I  TCratlliidlieli  k<E*°  "'"^  voreoklidischc  KaBiua(>  dei  Satvei  [,  10  dar  Klwuinnta  f«lq 
\  «liirU. 
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S.  IM  ist  AUS  Plutarcli  der  Tadel  orwülint,  mit  wolcliciu  IMato  den 
l&udoxus,  den  Archytas  und  den  MenUchinus  bi'h^gtc,  weil  sie  die 
Verdoppelung  de»  Körpcrraunies  auf  instrumentale  und  nicclianisclie  Vor- 
(ahniDgs weisen   zartickführten.      Auch    liier   steht  Haukcl    nicht   allein. 
Bretschn eider  (L*c.  S.  143 flg.)  meint  auch,  das  Factum,  dnss  Plato  sich 
tadelnd  ausgesprochen  hahc ,  könne  nicht  wohl  bezweifelt  werden.     Heide 
Historiker  fühlen  den  Widerspruch  ,   in  welchen  dabei  Plato  gegen  seine 
eigene,  viel  roher  instrumentale  Lösung  des  delischon  Problems  geräth,  und 
sucbeo  ihm  durch  die  Annahme  zu  entgehen,  Plato  habe  eigentlich  nicht 
die  mechanische  Würfelverdoppelung  getadelt,   sondern  die  mechanische 
CoiutroctioD  von  Kegelschnitten  und  dergleichen  Curven  höherer  Art  als 
der  Kreis.     Uns  kann  diese  KrkUruug  um  so  weniger  befriedigen,  als  ja 
such  der  Kreis  mit  Uilfe  eines  Instrumentes  besciirieben  wird;  gegen  solche 
iDstromento  anzukämpfen,  hiess  auch  damals  schon  die  ganze  Geometrie 
über  den  Haufen  werfen.    Wir  wagen  es  daher,  wenn  auch  mit  Zagen,  da 
wir  uns  der  fast  übermässigen  Kühnheit  unserer  Vermuthung  bewusst  sind, 
eine  andere  Möglichkeit  der  Prüfung  der  Fachgenossen  öffentlich  zu  unter 
breiten.    Plato  hat  nicht  die  drei  genannten  Mathematiker  ihrer  Lösungen 
wegen  getadelt,  weil  die  dabei  benutzten  Curven,  einmal  als  construirt  vor- 
ausgesetzt, gar  nicht  mechanisch  sind,  er  ist  von  iiinen  seiner  Lösung  wegen 
^tadelt  worden.    Plutarch,  der  von  Mathematik  gar  Nichts  verstand,  hat 
^^t  im  Allgemeinen  gewusst,  ein  Streit  über  mechanische  oder  nichtmecha- 
''»ehe  Wttrfelverdoppelnng  habe  zwischen  Plato  einestheils,   Eudoxus, 
^'chytas,  MenXcbmus  anderutheils  stattgefunden,   und  aus  der   ihm 
''OQst  bekannten  idealen  Richtung  Plato's  hat  er  sich  die  Parteistellung 
c^er  Gegner  selbst  zurechtgelegt,  leider  umgekehrt,  wie  bie  wirklich  war. 

8.168  ist  Diopbant   als  Vater  der  Arithmetik  und  Algebra  in  dem 

^*öne,  wie  wir  diese  Wissenschaften  betreiben,  gerühmt,  ein  Ruhm,  der  ihm 

^^Qibeo  müsse,  so  lange  uns  jede  Spur  fehlt,  dass  er  Vorgänger  gehabt,  die 

^^isehen  ihm  und   einem  Nikoniachus  oder  The on  stehen.     Wir  sind 

^^it  entfernt  davon,  die  geistige  Grösse  des  Diophant  verkürzen  zu  wol- 

^^9  aber  wir  meinen,  sie  verliert  gar  nicht  dabei,  wenn  wir  auch  eine  gros- 

^^^Q  AllmAligkeit  der  Entstehung  der  Lehre  von  den  Gleichungen  zugeben. 

^ophant  hatte  —  so  däucht  uns  —  in  Griechenland  selbst  zu  den  ver- 

^^hiedensten  Zeiten  Vorgänger,  deren  Namen  uns  freilich  nicht  alle  bekannt 

*'***d  ,  SU  denen  vielleicht  lieron  von  Alexaudrien  gehört.    Auch  Thyma- 

'd%H  s.  B.  war  ein  solcher.     Ob  der  Erfinder  des  Epanthems  Thymari- 

^a  von  Tarent  war,  dafür  einen  zwingenden  Beweis  vorzulegen,  dürfte 

'^ilieh  gegenwärtig  schwierig  sein,  aber  jedenfalls  ist  er  vor  Theon  zu 

^^^en»  da  Thymaridas,  wie  wir  durch  Jamblichns  wissen,  das  Kunst- 

^*t  „lineare  Zahlen*'  für  „Primzahlen**  eingeführt  hat,  welches  sich  bei 

^eon  von  Smyrna,  sowie  bei  Nikomachus  von  Gerasa  tindet.     Auch 

Qaon   von  Smyrna  selbst  ist   als   Vorgänger  Diophant^s  in   der  un- 
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bnstimtnten  Analytik  zu  bezeichuen,  da  er  sich  mit  zwei  quadratischen  un- 
bestimmten GleichuDgeu  beschäftigt  hat,  die  in  modernen  Zeichen  2j;*J-1=:^* 
hcisson.  Endlich  müssen  auch  zu  irgend  einer  Zeit  vor  Diophant 
Schriftsteller  die  Lösung  der  bestimmten  Gleichungen  gelehrt  haben,  da 
die  Tradition  dieser  Auflösungsmethoden  zu  Diopliant^s  Zeiten  weit 
verbreitet  war,  und  nur  Dionysius  persönlich  mit  denselben  nubekannt 
war,  wie  aus  der  an  diesen  seinen  Freund  gerichteten  Vorrede  des  Dio- 
p  h  a  n  t  zu  entnehmen  ist.  Die  Genialität  dieses  Schriftstellers  wird  dadurch, 
wir  wiederholen  es,  nicht  im  Mindesten  verkümmert,  aber  die  Vermuthnng 
verliert  allerdings  ihre  Stütze,  er  gehöre  seiner  Abstammung  nach  zu  den 
Barbaren,  welche  später  Europa  bevölkerten  (S  157).  Für  uns  ist  und  bleibt 
Diophant  Grieche  im  vollsten  Sinne  des  Wortes,  und  wenn  die  arabischen 
Definitionen  der  Algebra  mit  denen  des  Diophant  genau  übereinstimmen, 
wie  zweifellos  ist,  so  kann  als  Grund  ein  beiderseitig,  und  zwar  bei  den 
Griechen  in  der  Zeit  jenseits  Diophant  wirkender  fremdländischer  Ein 
fluss,  aber  auch  eine  unmittelbare  Einwirkung  Diophant^s  auf  die  Araber 
angenommen  worden.  Nicht  erst  am  Ende  des  X.  S.  wurden  seine  Schriften 
übersetzt  (S.  236  und  263),  sondern  muthmasslioh  waren  sie  schon  im  IX.  8. 
den  Arabern  durch  Kosta  ben  Luca  bekannt  geworden,  wie  Stein- 
schneider (Zeitschr.  Math.  Phys.  X,  499)  gezeigt  hat. 

S.  268  wird  ans  Tabit  b«»u  Korra  angeführt,  dass  die  Fythagoriker 
den  Begrifl'  drr  befreundeten  Zahlen  bereits  auf  ihre  Weise  verwendet 
hätten.  Wir  wissen  Nichts  davon,  fügt  Ilankel  hinzu,  dass  schon  die  Alten 
solche  ZahN'iipaare  betrachtet  haben.  Gleichwohl  ist  Tabit's  Angabe 
ganz  richtig.  Jamblichus  schreibt  »ogar  in  seinem  Commentar  zu  Niko- 
machus  (cd,  Tcnuulius  S  47)  dem  Pythagoras  selbs>t  die  Erfindung 
der  cLQi^^iLol  g>ikoi  zu,  welche  der  W^eise  als  beantwortendes  Beispiel  auf  die 
Frage,  was  ein  Freund  sei,  benutzte:  Einer,  der  ein  anderes  Ich  ist,  wie 
284  und  220. 

Ein  Streitpunkt,  der  wohl  noch  geraume  Zeit  die  Historiker  in  Parteien 
spalten  wird,  ist  die  Geometrie  des  Hoethius  mit  ihrem  Abacus  und  den 
Apices  und  den  daraus  zu  ziehenden  Folget ungen.  Ha  nkoTs  Standpunkt, 
der  S.  328,  332,  334  am  Entschiedensten  sich  kennzeichnet,  dürfte  folgender 
sein:  Die  uns  überlieferte  Geometrie  des  Boethius  ist  möglichcrwcihe 
echt;  die  beiden  arithmetisclieu  Anhänge  sind  Interpolationen  eines  Aba- 
eisten  aus  nachgerbertisclier  Zeit,  der  die  Erfindung  des  Abacus  und  der 
Zifl'ern,  welche  ihm  ein  wunderbares  Geheimniss  zu  enthalten  schienen,  mit 
antiquarischer  Gelehrsamkeit  dem  mythischen  Vater  aller  Mathematik  za- 
schrieb  und  nach  der  naiv<M)  Sitte  seiner  Zeit  keinen  Anstand  nahm,  seine 
Hypothese  bei  einer  Redaction  der  vermeintlichen  Geometrie  des  Boe- 
h las  an  der  awar  sehr  unpassenden,  aber  ihm  passend  scheinenden  Stelle 
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anzubringen.  Woher  dio  Ziffern  stammen,  darüber  ii>t  Ilankol  nicbt  im 
Zweifel.  Sic  sind  Gobarziffern,  d.  h.  magrebiniscbe  Zeichen  der  Westaraber 
und  von  Gerbert  aus  der  Mark  mitgcbrAcht.  Dagegen  weder  den  Abacus, 
noch  aucli  die  Divisionsregelu,  die  er  lehrte,  konnte  Gerbert  von  den 
Arabern  entlehnen,  und  da  er  selbst  weder  jenes  Instrument,  noch  diese 
Kegeln  selbststäudig  erfand,  so  bleibt  die  Frage  nnch  der  Quelle  seines 
Wissens  noch  eine  offene.  Nicht  im  St^^nde,  dieser  Auffassiinj;  beizutreten, 
müssen  wir  hier  uns  begnügen,  auf  die  ausführliche  Begründung  unserer 
Ansicht  zu  verweisen,  die  wir  an  einem  andern  Orte  niedergelegt  haben, 
dieselbe  durch  einen,  wie  es  scheint,  noch  nicht  veröffentlichten  Beweis 
für  die  Echtheit  der  Geometrie  des  Boethius  ergänzend.  Das  Wort 
noQvq)!]  kommt  bei  den  Griechen  in  mehrfacher  Bedeutung  vor,  von  welchen 
wir  nur  zwei  betonen  wollen.  Ilero  gebraucht  es  als  Scheitelliuie,  d.  h. 
als  obere  Linie  einer  ebenen  Figur,  z.  B.  eines  Vierecks.  Die  üebersetzung 
oder  Verketzerung  in  lateinischen  Schriften,  unter  Anderen  in  Gerbert's 
Geometrie,  heisst  corauslus.  Nikomachus  braucht  dann  ferner  xo^vtpi/ als 
Scheitelpunkt  einer  Pyramide.  Dieses  letztere  xoQvg>ij  ist  in  der  Arithmetik 
des  Boethius  regclmftssig  durch  vericx  Übersetzt.  Wenn  nun  in  einer 
etwaigen  Geometrie  des  Boethius  das  andere  xoQvq)7J  zu  übersetzen  war, 
so  kann  wohl  kein  Zweifel  daran  sein,  dass  er  wieder  nur  das  Wort  verlex 
benutzte ,  mochte  es  auch  sonst  von  in  lateinischer  Sprache  schreibenden 
Geometern  hier  nicht  benutzt  werden.  In  der  That  finden  wir  in  der  Gco- 
niotrie  des  Boethius  {ed.  Fried  lein  S.  418)  diese  Anwendung  unseres 
Wortes  und  damit  eine  neue  Bestätigung  der  Echtheit  der  Geometrie.  Ist 
aber  die  Geometrie  echt,  dann  kann^ —  diese  Wiederholung  müssen  wir  uus 
hier  gestatten  —  von  Naivität  des  Interpolators  der  arithmetischen  Anhänge 
in  keiner  Weise  die  Rede  sein.  Dann  haben  wir  es  mit  gleichfalls  echten 
Stücken  des  Boethius  oder  mit  ^der  Arbeit  eines  bewussten  Fälschers  zu 
thun.  Und  um  noch  ein  Wort  über  Abacus  und  complementäre  Division  zu 
sagen,  wohin  können  sie  denn  verweisen,  wenn  Ger  her  t  und  die  Araber 
als  Erfinder  ausser  Frage  sind?  Wohin  anders,  als  dahin,  wohin  wir  ihre 
Uebermittelung  wenigstens  verlegen:  nach  Italien.  Vielleicht  dürfte  auch 
als  neuer,  verrinzelt  betrachtet  vielleicht  geringfügiger  Unterstützungsgrand 
geltend  gemacht  werden  können,  dass  eine  subtractive  Zahlenbezeichnung, 
deren  allein  die  Römer  theilhaftig  waren,  und  der  Begriff  des  Complements 
sich  in  einer  noch  nicht  beachteten  Weise  decken.  Wir  können  von  dieser 
Auseinandersetzung  nicht  Abschied  nehmen,  ohne  übrigens  zu  bemerken, 
dass  es  Ilankel  gelungen  ist,  einen  wichtigen  Gewährsmann  unserer  An- 
schauung zu  vernichten.  Der  Jahresbericht  über  die  Erziehungsanstalt  in 
Einsiedeln  von  18M  bis  1857  (von  welchem  Göser  einen  Auszug  unter  dem 
Titel:  „Ein  iStudiengang  im  IX.  Jahrhundort"  in  dem  Correspondeiizblatt 
für  die  Gelehrten*  und  Realschulen,  herausgegeben  Ton  Fr^"'  *" 
und  Ilolzer,  October  1864,  S.  225—240  hat  abdruek« 
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Erzählung  üitioH  Walafrid  Strabo*  über  seine  Erziehung,  worin  folgende 
Stolle  vorkommt:  ,,Iin  Sommer  822  begann  ich  unter  Tat  tu'»  Leitung  dai» 
Studium  der  Arithmetik.  Zurrst  erklärte  er  uns  die  Bücher  des  CuumuIs 
Manlius  Boethius  über  die  verschiedenen  Arten  und  EintheilnngeD, 
sowie  über  die  Bedeutung  der  Zahlen;  danu  lernten  wir  das  Rechnen  mit 
den  Fingern  und  den  Gebrauch  des  Abacus  nach  den  Büchern,  welcbo 
Beda  und  Boethius  darübergeschrieben  haben.**  Ilankol,  ein  viel  za 
guter  Historiker,  um  die  Unwiderlegbarkeit  dieser  positiven  Angabe  in 
unserem  Sinne  nicht  zu  fühlen,  trat  darüber  mit  Pater  6 all  Morel  in 
Einsiedelu  in  Briefwechsel  und  erfuhr  (S.311,  Note),  jenen  Programm  beruhe 
uicbt  auf  neuen  Quellen.  Es  liegt  also,  schliesst  llankel,  in  der  Schrift 
eine  Verwechselung  des  IX.  mit  dem  XI.  Jahrhundert  vor.  Da  der  Briefe 
Wechsel  nicht  ausführlicher  veröffentlicht  ist,  beide  Correspondenten  aber 
inzwischen  verstorben  sind,  so  bleibt  uns  Nichts  übrig,  als  die  gezogene 
Folgerung  ohne  Weiteres  anzunehmen ,  was  wir  persönlich  ohne  jegliches 
Bodenken  thun. 

S.  381  in  dem  Fragmente  über  Euclid  ist  das  yi^ovi  bl  ovzog  6  ayi}^ 
ini  tov  ngcirov  Ihoktfiaiov  übersetzt,  er  sei  unter  dem  ersten  Ptolemäer 
geboren.  Unbedingt  kann  das  Perfectum  yiyuvt  grammatisch  diese  Bedeu- 
tung haben,  wiewohl  vielleicht  der  Aorist  iyivexo  doch  eher  benutzt  worden 
wäre;  aber  ebenso  unbedingt  kann  jenes  Pi*rfectum  auch  heisseu:  er  war 
geboren,  d.  h.  er  lebte,  oder  fuU,  wie  seit  Barocius  allgemein  übersetzt 
wird.  Als  Unterstützung  für  die  gang  und  gäbe  Auffassung  dient  die  Anec- 
doto  von  dem  nicht  vorhandenen  Königswege  (S.  382).  Es  ist  doch  wohl 
sehr  unwahrscheinlich,  dass  König  Ptolemäus  sich  eine  so  scbnippige  Ant* 
wort  geholt  und  gefallen  lassen  hätte  von  einem  erst  in  seiner  Regierungs- 
zeit geborenen ,  also  viel  jüngeren  Manne. 

Diese  kritischen  Ausstellungen,  welche,  wiewohl  sie  zahlreich  erschei- 
nen mögen,  leicht  noch  vermehrt  werden  könnten,  entfliessen,  wie  man  uns 
glauben  darf,  keineswegs  einem  Wunsche,  die  Verdienste  dos  Verfassers 
herabzumindern.  Wir  wollen  in  ihnen  einestheils  den  Nachweis  liefern, 
mit  welcher  Aufmerksamkeit  wir  das  neue  Buch  uns  geistig  zu  eigen  ge- 
macht haben,  anderntheils  aber  auch  den  Anschein  stillschweigender  Zu- 
stimmung vermeiden,  wenn  wir  nur  das  nach  unserem  Dafürhalten  Lebens 
worthe  hervorgehoben  hätten.  Giebt  es  doch  dessen  so  viel!  Abgesehen 
von  den  früher  erwähnten  schwierigen  Wiederherstellungen  begegnen  wir 
schon  S.  IL  einer  überaus  geistvollen  Bemerkung,  die  nicht  treffender,  als 
in  IlankeTs  eigenen  Worten  wiedergegeben  werden  kann:  „Von  2/1' ging 
man  wieder  durch  Aggregation  von  1,  2  zu  2A'+1,  2*i'+2  fort  und  konnte 


*  Ueber   die    rersöiiliclikciltMi    des    Walal'rid   Straho    und   seines    Lehrers 
i'aito  in  dem  Kloster  von  Reiche uan  vergU  P.  Trudpcrt.  Neugart:  Epi$copatuM 
yUmUimiMiip  Pars  1  Tom.  1.  Si.  Biasien  imZ,pag.  154—  158. 
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80  nneli  einem  foston  Priucip  alle  Zahlen  bis  X,X  UDzwcidcutig  bezeiclinon. 
Die  um  X  gröss(!re  Zahl  X.X'\'X  aber  konnte  man  entweder  nach  dicnem 
Schema  (im  decimalen  System  zehnzig  und  zehn)  oder  nach  dem  Schema 
(A'+  \)X  (im  decimalen  System  elfzig)r  darstellen  —  von  der  Wahl,  die  man 
traf,  hing  der  gesammte  systematische  Aufbau  der  Zahlen  ab/* 

S.  62  ist  es  dem  Verfasser  gelungen ,  dem  Verfahren  der  griechischen 
Feldmesser  sur  Zerlegung  eines  gewöhnlichen  Bruches  in  eine  Summe  von 
Stammbrächen  auf  die  Spur  zu  kommen.  Er  h^tte  dieses  Verfahren  aus- 
drücklich bei  Leonardo  von  Pisa  (Abacus  S.  82)  auseinandergesetzt 
finden  können,  eine  spät  erhaltene  Spur,  auf  welche  wir  einiges  Gewicht 
legen  und  woraus  wir  uns  vorbehalten  bei  anderer  Gelegenheit  unsere 
Schlüsse  zu  ziehen. 

S.  115  — 127.  Die  Quadratur  des  Kreises  und  die  Exhanstionsmethode. 
Dieses  Capitel  verwerthet  die  aristotelischen  Ansichten  über  Bewegung, 
über  Stetigkeit,  über  das  Unendliche  in  einer  Weise,  wie  es  von  mathemati- 
schen Geschichtsschreibern  noch  nie  geschehen  ist,  künftig  aber  nicht  wird 
unterlassen  werden  dürfen. 

S.  137  — 150.  Die  analytische  Methode  steht  dem  vorgenannten  Capitel 
ebenbürtig  zur  Seite,  ein  Muster  von  Vertiefung  in  den  philosophisch-mathe* 
matischen  Geist  der  Griechen. 

S.  162  erkennen  wir  einen  der  folgewichtigsten  allgemeinen  Aussprüche 
in  dem  Satze,  ,,dass  den  Grieclien  die  Idee  von  der  Vieldeutigkeit  einer 
geometrischen  Aufgabe  gänzlich  fehlte,  und  sie,  so  zu  sagen,  des  geistigen 
Organe^«  beraubt  waren,  eine  solche,  selbst  wenn  sie  offen  vor  ihnen  lag,  zu 
begreifen  —  ein  interessanter  Beweis  für  den  Satz,  dass  wir  nur  Dasjenige 
wahrnehmen,  wozu  wir  die  Idee  schon  in  uns  finden". 

S.  165  ist  der  geistige  Charakter  Diopbant*8  vortrefflich  in  deo 
Worten  geschildert :  „Er  ist  ein  glänzender  Virtuos  in  der  von  ihm  erfunde- 
nen Kunst  der  unbestimmten  Analytik}  die  Wissenschaft  hat  jedoch, 
wenigstens  unmittelbar,  diesem  glänzenden  Talente  wenig  Methoden  zu 
verdanken,  weil  es  ihm  an  dem  specnlativen  Sinne  fehlte,  der  in  dem 
Wahren  mehr  als  das  Richtige  sieht.** 

Den  ganzen  Abschnitt  „Mathematik  der  Inder**  (S.  172  —  222)  haben 
wir  schon  am  Eingange  untrerer  Besprechung  als  einen  mit  Vorliebe  bearbei- 
teten und  überaus  wohlgelungenen  bezeichnet. 

Sehr  fleissig  unter  Verwerthung  des  gesammten,  zum  grossen  Theil 
durch  die  Liberalität  des  Prinzen  Boncompagni  zugänglichen  Materials 
gearbeitet,  wenn  auch  im  Vergleich  zu  den  übrigen  Abschnitten  an  neuen 
F^rgebnissen  unverhältnissmässig  arm  ist  die  Geschichte  der  Mathematik  bei 
den  Arabern  (S.  223  —  208).  Dieser  Abschnitt  ist  der  einzige  des  Buches, 
welchen  der  Verfasser  schon  bei  Lebzeiten  in  dem  Buüelmo  Boncompagni 
für  1872  veröffentlicht  aod  dadurch  alii  in  teiner  AnffaMung  druckreif  erklärt 
hat.   So  sehr  wir  dieses  Urtheil  in  for  ■■«h^l^^^ 
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SO  wenig  können  wir  nns<^re  Meinung  zurückhalten,  dass  dor  Verfasser  oine 
glückh'chere  Auswahl  für  seine  erste  liistorische  Veröffentlichung  hätte 
treffen  können,  indem  er  mit  diesem  Capitel  zwar  eine  Prohc  seines  gewis- 
senhaften Fleisses,  aher  keineswe^  seiner  sonstigen  glänzenden  Eigen- 
schaften lieferte. 

Uns  hätte  z.  B.  als  solche  Einführung  in  die  Reihe  der  Oeschichts- 
Schreiber  unserer  Wissenschaft  weit  besser  der  kurze,  aber  vortrefflich 
übersichtliche  und  in  dieser  Gestalt  ganz  neue  Abschnitt  „Die  Mathematik 
auf  den  Universitäten"  (S.  354  —  359)  gefallen,  welcher  uns  rasch  eines  der 
liebsten  Capitel  des  Buches  geworden  ist. 

Auch  aus  dem  Fragmente  über  Euklid  endlich  könnten  wir  manches 
Blatt  anführen,  aus  welcliem  wir  belehrende  Anregung  geschöpft  haben,  wie 
z»  B.  die  Untersuchungen  über  die  Veränderungen,  welche  Theon  von 
Alexandrien  an  dem  Texte  der  Elemente  verschuldet  hat. 

So  haben  wir  meistens  beistimmend,  an  einzelnen  Stellen  unsere  ab- 
weichende Meinung  begründend ,  so  ziemlich  das  ganze  Werk  an  unseren 
Lesern  im  Fluge  vorübergeführt,  wenn  wir  es  auch  absichtlich  vermieden 
haben,  eine  dürre  Wiederholung  der  Uebersehriften  sämmtlicher  einzelner 
Abschnitte  znni  Abdrucke  zu  bringen.  Unsere  J^eser,  so  hoffen  wir,  werden 
aus  unserem  Referate  die  Ueberzeugung  gewonnen  haben ,  dass  es  sich  um 
keines  von  den  Dutzendbüchern  handelt,  welche  die  Presse' verlassen ,  um 
sofort  zu  Makulatur  zu  werden.  HankeTs  Geschichte  der  Mathematik 
hätte,  wenn  sie  ihre  Vollendung  erreicht  hätte,  eine  Epoche  in  dieser  Wis- 
senschaft gebildet.  Auch  in  dem  unvollendeten  Werke  erkennen  wir  den 
weiten,  umfassenden  historischen  Blick  neben  dem  in  das  Einzelne,  Feinste 
sich  vertiefenden  mathematischen  Geiste.  Wir  finden,  wenn  der  Ausdruck 
gestattet  ist,  teleskopische  und  mikroskopische  Eigenschaften  vereinigt,  das 
höchste  Lob,  welches  wir  einem  Geschichtsforscher  der  Mathematik  zuzu- 
wenden im  Stande  sind.  Canto 


Nicolans  Copernicns  anf  der  Universität  zu  Krakan,  von  Prof.  Dr. 
L.  pROWB.  Michaeli -Programm  des  Gymnasiums  und  der  Real- 
schule L  Or<lnnng  zu  Thorn.    1874. 

Die  17  Quartseiten  starke  Abhandlung  schliesst  mit  der  Bemerkung  ab, 
sie  bilde  einen  Theil  der  demnächst  (in  der  Weidmännischen  Buchhandlung) 
erscheinenden  Biographie  von  Copernicus.  Der  Verfasser  sei  zur  Ver- 
öffentlichung dieses  Bruchstückes  veranlisst  worden,  weil  die  für  das  Pro- 
gramm von  anderer  Seite  vorbereitete  Abhandlung  nicht  habe  eingeliefert 
WArden  können.  Wir  sind  der  Ansicht,  dass  es  keiner  Entschuldigung 
riarf^fl,  um  dem  Leser  dieses  Programme»  den  Vorgeschmack  eines  Wer* 
la  r-  u— A;t^n,  nach  welchem  er  nur  noch  lüsterner  sein  wird,  nachdem  er 
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die  Prnhp  gekostpf,  und  wir  siiu]  iiborzeugt,  <lass  wir  im  Namon  Allpr  roflon, 

denen   diosps    Capitol    «iis   der   l^iograpliio    des  Oopornicns   zu  Händen 

gekommen  ist,  wenn  wir  \Viin8cli  und  IIofTnung  aussprochen,  das  zugesagte 

jfdemnXclist**  —  ein  Wort,  gegon  wolclies  wir  im  Allgemeinen  selir  miss- 

tranisch   sind   —   möge   sich   bewalirhoiton.     Herr  Prowe   hat  über  den 

Stndienaufenthalt  des  p]rfinders  des  modernen  Weltsystems  in  Krakau  vom 

Herbste  1401  wahrscheinlich  bis  1405,  also  über  eine  Periode,  von  welcher 

die  Biographen   des  Copernicus   sonst  nur  Weniges  zu  sagen  wussten, 

eine  Fülle  interessanten  Materials  zusammengetragen.    Er  hat  die  Hoch- 

aehnle  Krakan,  er  hat  die  Richtungen,  die  sich  an  derselben  geg^nüborstan- 

neD ,  die  Lehrer,  die  an  ihr  wirkten ,  insbesondere  den  Mann ,  der  als  der 

Lehrer  unseres  Copernicus  bezeichnet  werden  muss,    Albertus  Blar 

fle    Brudzewn,    in    ein    ebenso   farbenreiches,    als    ansprechendes    Bild 

gebracht,  an  dessen  Treue  Niemand  zweifeln  wird,  welcher  die  vielfachen 

Noten  unter  dem  Texte  durchliest.   Wir  hatten  schon  frtthrr  die  Voraussicht 

gobpgt,  die  lange  erwartete  Biographie  des  Copernicus  aus  der  Feder 

von    Herrn  Prowe   werde   ein   in  jeder  Heziehung  hervorragendes  Werk 

^werden;  was  wir  jetzt  davon  kennen,  hat  uns  nur  in  dieser  Gewissheit  zn 

l^estÄrken  vermocht.  Oantor. 


Apparate  zur  Bestimmnng  des  Brechnngs-  nnd  Zerstreanngsver- 
mögent  fester  nnd  fltkssiger  Körper,  von  Dr.  K.  Abbk.  «Jena, 
Mauke's  Verlag.    1874. 

I)ie  in  der  vorliegend\^n  kleinen  Monographie  deutlich  beschriebenen 

"Apparate  sind  weseutlicli  zn  dem  Zwecke  erfunden,  um  rasch  und  ohne  dass 

R*'*5aöere  Gewandtheit  erfordert  wird,  die  Bestimmung  des  Brechungsexpo- 

n^nten  von  festen  und  flüssigen  Körpern  ausführ(>n  zu  können.   Für  erstere 

■^«irp^i.  dient  als  Princip  die  Bestimmung  der  Richtung,  die  ein  I.ichtstrahl 

*"Qti  mnss,  damit  er  an  der  Minterflftche  des  I*ri«»mas  aus  der  zu  unter- 

*chf»nden  Substanz  so  in  der  Richtung  der  Normalen  reflectirt  wird,  dass 

''    iii  der  Einfallsrichtung  nach  d(>r  Lichtquelle  zurückkehrt   (Littrow's 

^■"«chlag).     Für   flüssige  Körper   ist   das  Princip    der  Totalreflexion    an- 

^'^^'•ndt,  und  zwar  in  der  Art,  dass  das  l^intrcten  der  Totalreflexion  nach 

****>   eben  Verschwinden  des  durcliLCchenden  leichtes  beurf heilt  wird.    Beide 

'•»vipien  haben  den  Verfasser  auf  sehr  einfache  Constriictionen  gefülirt, 

^    trotzdem   den    Brechungsindex    noch    in   der    dritten    Decimale   sicher 

''Timmen  lassen. 

Wir  erkennen   nicht   nur   die    praktisch  höchst   einfache  und  zweck- 

-     •'«ige  Construction  der  Apparate  an,  sondern  rühmen  namentlich  auch  die 

^  ^iidongNgabe  des  Verfassers  für  «Mnzelne  Tlieile  des  Apparates;  vorzüg- 

'•    hat  uns  die  hübsche  (.Kombination  zweior   Amici 'scheu   Prismen  ce- 


rallpii,  Jie  der  Turrasscr  ge!pg«ilIioU  Jm  KnnUtelang  «W  DIsporMAü 
Klüssigkciteii  vomehldgt.     Kin  gt-iiaucii"!  Urtlicil  üKcr  <li(-  Apparate  «eil 
ItBiiii   freilich  nur  Dorjetiige  abgobnn ,    der  mit  iles  VcrfaiiBers  Aii|mu*I 
»pWivt  gt^arbcitpl  hat,  was  dem  Keferciili>n  iilier  biti  jpin  docIi  nkht  tnügl 
guwcsen  int. 

FreiUnrg,  6.  Novomlier  1874.  Tti.  KGttWiitjlbcii 


Lehrbucb  der  Determioanten-Tbeorie  fftr  Stadirende.  Von  Dr.  8ii 
GÜNTHKU,  PriviitHnceiit  niii  I'olyteciinikDm  in  Miincbcn.  Krlani 
Verlag  von  üpsold.  1875. 
In  der  Vorrede  bemerkt  der  Verfasser  unzweifellaft  ricblig,  iUm  B 
tE(<r's  Rut,r(ltir]iche8  Ilaiidiiuoli  der  Uetermiiiaiilenthporio  durch  »tnei 
gemein  knappe  Uarstellung  bei  dem  ersien  Studium  Imaondor«  Schwwri 
keiten  darbietet  nnd  Uass  andererseits  die  Werke  von  Reidl,  Dßlp  m 
Hattondorf  fast  auseclilieHslich  die  Bedürfnisse  der  AnOitiger  im  Aoj 
haben.  Der  Verl'nsser  liat  deslialb  einen  Mitletwpg  einzn^chlageo  renocl 
Auf  welcliem  die  Darstellung  nnfniigs  elementar  und  xugleicli  nnabblDB 
von  der  OombinationBlehre  gelialten  ist,  später  alier  nm  so  mehr  an  KUr 
gewinnt,  je  höhere  Tbeüe  der  Algebra  resp.  Aualysis  anf  Ver"«d'" 
kommen.  Nach  genmier  Ansiclit  des  Dicht  aehrnmninglichen  Werke« 
Referent  sehr  gern,  dasB  ihm  der  Versuch  des  Verfassers  recht  g«h 
eracIieiDt,  Die  Darstellung  ist  durchweg  klar  und  behSIt  diesen  Voriogil«' 
bei  zunehmender  Gedrungetibcit,  Hierdurch  ist  e»  dem  VerfaRser  mSff» 
geworden,  sowohl  in  der  Thi-oiie  als  in  deren  Anwendungen  an  w'^it 
gehen,  dass  er  eine  Reihe  wirhtiger  Probleme  xam  Abticblns»  bringt.  S 
eondercH  Interesse  gewähren  die  genauen  historischen  UntersucbaiB 
welche  der  Verfasser  tbeils  im  1.  Capitel  als  „historische  Sktaze  den  \is^ 
minantencalclile"  vorauaschickl,  theils  liier  und  da  einstreut,  Krtmt 
zweifelt  nicht,  dass  dieses  ebenso  wisseuschafilich  strenge,  als  cIb^ 
gcscbriebene  Lehrbuch  sich  bald  allgemeiner  Relinbtheit  i^rfrcaea  wirA. 
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aienlen.     BoltzmsDii.     Wien.  AlLad.-Ber.  LVnl,  Ö4. 
Vergl.  SingDJäre  LÜsuii^en. 

DlffenntUliiQOtiuit. 
'.  üelicr  die  Diffcrentialquotienteii  >i"'  Ordnung  vun  Aiisdnicheii ,  wuleli«  UH^ksu^, 

inelrische  Fnnclionen  ala  Kavtoren    euitialten.     L'uf erdingvr.     <^'i 

Akad-Uer.  LX,  eO&. 

1,  Ou  tlie  u'A  differeatiation  uf  OH  Mfgral  j  ^ii,a)di  reiiArryanl  Ui  a,  tnpfotUgf   i 

tu  belneen  b  and  0-     W.  H'n'fnn.     Qaari  Joitrn.  maih.  Xfl,  216. 

DlffirentearaDhniuig. 

(.   E^tirtesiiun  de  la  di/fiieace  d'ordre  n'ii"  d'ime  foHftiuii  au  m'iym  de la  dcrlirtt  dt  "• 
,»-dre  de  rette  fonethn.      Piearr     ff.  an«,  nai/i.  X.V.V//.  4IÖ. 


XlMtitiUU. 
I.  L'nicrBitchaiigvn  über  die  ElaBlicitüI  Feiter  iKutrüper  Kürjier  unter  HeiliukB-äaliU- 

gungder  W^ime.     Burebar  dl.     Betl.  Akad..lleT.  IUT3,  U. 
.  Uolicc  Deformationen  clnBlischer  isotroper  Kütpcr  dnrih  raocliaiiiicbn  an      ibMf 

Oberililche  »irkende  KrÜfte      Borcbardt.    Bsrl.  Akad-Ilcr.  IHTS,  &«3Aj 
'-  Sar  le  motmement  dun  fil  ilattique  doni  une  ertrtmili  tu  animfr  itua  moncrmaa   ' 

loä-e.     Mercadler.     Compt  rend.  t.XXFll.  83Ö,  «71,  1292,  laM- 


73.  Uober  die  Gru 


247. 


B  Tbeorie  der  Etektrodynamik-     Kr 


alioU: 


Wien.  Akiid:.B>'r. 
Berl.  Ahad.-H«r. 


jmaon'si-beii  Oetetiea  für  die  elekitodir»* 

BitI.  Ah*d..Ber.  Ib73,  Ol. 
.     Berlrand.     Co«pt.  rtnä.  LXXPie^    ^ 


Tiigchen  Induction. 


V/\tK.i 


I.  Vergleich  de»  Amptre'achen  und  Nt 

suhea  Krilfle.     He  Im  hol  li, 
I,  Aclüm  rntttieUe  det  coiiranli  iioltnigue 

1049. 
.  Ueber  die  Cese'ze  der  elektrodj'nn 

Ber.  LXIV,  l»3. 

..  Ueber  die  diamagneiisohe  IndactLou.     Stefan.     Wien.  Aksd.Ber.  LXIV.   "^f, 
:   Ein  Beitrag  sur  Tliearie  IranavorsuLiuagi» Usclier  Flücbeii.     Em.  Wcyr.    ^" 

Ak«d.Hcr.  LVI,  0ö9. 
I,  A  theory  ofthe  iiovrce  of  lermti-ial  mtignelism.    Chatlit      Phil.  Mag.  X/.yil, 
.  Ueber  die  Strome   in  Nebenachlieasungen  Eu-Brnmengesvlitor  Ketln«.     tt?"** 

mulh.     Wien.  Akad,-Ber.  LVIJ,  47.  ^ 

'.  Ableitung  Af*  Patoutiala  bewegter  eteklriacber  Hiuaen  Ans  dem  l>ut«tjtia1  fS*" 

RubeKusUtid.     LoBcbmidt.     Wien.  AkHd.-Bei.  LVIII,  7. 
i.  Die  Klcktricit&tsbevegang  im  gatvaniacbeu  Strome.   LoachmidL  Wisn.A-*'* 

Ber.  LVIII,  BÖ6. 
.  Ueber  die  clektrod>namiscbe  Wechselwirkung  der  Tbeilv  «ines  rtektrischcn    ^ 

mes  *on  veränderlicher  Gevtslt.   Boltcniann.    Wjiin,  Aknd.-Bcr.  l.J£> 
.  Ueber  die  Abhängigkeit  des  erregten  Magnetisram  von   dvti   Itinietiainne 

HagnelisirungMiiirale.    Watsmiitb.    Wien.  Aksd.-Ber.  LVII,  411. 
,  Sur  ff  ri'itlanen  nuiaima  de»  btAlmts  magntli^ufM.     Ou  /Honett,     Camft- 

LXXFil,  317.     [Vergl.  ßd.XIX,  Nr.  257.] 
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^.    SmtT  len  mdUeures  dimensimis  ä  dünner  aux  Slcctro-aimants,     Du  MonceL     Compi, 

rend,  LXXFIl,  1017. 
Htt.  Lieber  die  Arbeit ,  die  bcini  MagnetisireD  eines  Kisenstubus  durch  den  cleklri- 

flehen  Strom  gehastet  wird^     Wnszmuth.     Wien.  Akud.-Ber.  LXIII,  6. 
B9.  Nachträgliche  Bemerkungen  über  aperiodische  Bewegun  ggedämpfter  Magnete. 

DuBols-Reymond.     Berl.  Akad.-Ber.  1873,  748. 
9().  Ueber  die  Bestimmung  der  Constanten  eines  galvanischen  Elementes.  M  i  I  i  t  s  c  r. 

Wien.  Akad.-Ber.  LIX,  472. 
ttl.  Sm  la  dicharche  des  conducteurs  Sieclrises,     Montier,     Compi,  rend.  LXXf^ll, 

1238.  —  Pm.  Mag,  XLVll  157. 
9i.  Oll  fTheaislone's  Mdge.  Brough.   Phil.  Mag.  XLVIJ,  22.  —  Heavinide  ibid,m. 

Ellips«. 
UH.  Ellipseneonstructionen.     Staudigl.     Wien.  Akad.-Ber.  LIX,  180. 
U4.   Trower  le  Heu  des  sommet»  des  triangles  de  pirimetre  conslani  formis  par  deux  tam- 
genies  d  une  eltipse  dounee  et  la  corde  des  contacts.     L.  P,     A.  ann,  math. 
XXXII,  401 . 
%,  Aire  du  triangle  qui  a  pour  sommet  le  centre  de  i^eUipse  et  pour  Oase  la  corde  commune 
de  Vellipse  et  d'un  cercle  osctdateur.     Pellissier.    iV.  ann.  tualh,  XXXII,  38. 
06.  PropriM  d*un  triangle  circonscrit  a  une  ellipse.     Moret-Blanc.     N.  ann»  tnath, 

XXXII,  577. 
•<7.  Lieu  d'un  foyer  de  Pellipse  inscrite  ä  un  triangle  et  dont  fautre  foyer  parcowt  une 

ellipse  donnie*     Lez.    N.  ann.  math.  XXXII,  455. 
^-   Trouver  tenvetoppe  de  la  corde  commune  d  une  ellipse  et  d  son  cercle  osculateur; 
trouner  le  lieu  des  milieux  de  ces  cordes,  Desmons.  N.  ann,  math.  XXXI I,  VSL 
!'!*.  Pitt*  deux  points  fixes  k  etH  pris  sur  une  ellipse  donnSe  on  fait  passer  des  cervles 
variables:  on  demande  le  lieu  des  points  M  oit  concoureni  les  tangentes  menees  d 
Vellipse  et  d  chacun  des  cercles.     Öoucet,     N.  ann,  math.  XXXII,  23. 
100.  Trouver  le  Heu  des  pöles  des  cordes  cottummes  et  la  podaire  du  centre  relative  d  Ven- 
veloppe  des  cordes  commtmes  d  une  ellipse  et  d  son  cercle  osculateur,     Moret- 
.  Blane,     iV.  ann.  math.  XXXII,  3Ö. 

I»    ^*^<w'^'«««  ««''  Vellipse.     Moret-Blanc.     N.  ann,  math.  XXXII,  278. 
'02.  Imtersection  de  deux  elHpses  atsuj^tties  d  di/firentes  conditions.     Moret-Blanc, 
N.  ann.  math.  XXXJI,  572. 
Vergl.  Maxima  und  Minima  108,  109,  200,  20K     Quadratur  2U1,  202. 

EUiptoid. 
iv;{.  lT|»i3g,.  ^218  Ellipsoid  von  kleinstem  Volumen  bei  gegebenem  Flächeninhalt  einer 

Anzahl  von  Centralschnitten.     Borchardt.     Berl   Akad.-Ber.  1872,  505. 
'04.  Oj^  ^^  duale  of  geodesics  and  lines  of  ctirvature  on  an  ellipsoid  and  on  its  pedal  sur- 

faces.    Jeff  er  y,     Quart.  Journ.  math.  XII,  322. 

V«rgl.  Attraction  28. 
..  EUiftitehe  Tnuucendo&teiL. 

^'  On  a  special  quartic  transformation  of  an  elliplic  function.     Cayley.     Quart.  Joto'n. 

l-j^  math,  XII,  26«. 

*"^'  ^tsrificsttkmofunelliptictranscendentidentity.  Glaisher,  Phil,  Mag.  XLyil,  437. 

F. 
»07.  s«cr  la  function  exponentielle.     Hermite.     Compl,  rend.  LXXFII,  18,  74,  226, 

•  Kill  Beilrag  zur  Theorie  der  Functionen  cumplexer  Variabeln.      Frombeck. 
,  Wien.  Akad.  Ber.  LXIV,  405. 

*00.  Aifßig  0n  £j^g  ^2,  2)  correspondence  of  tivo  variables.     Cayley.     Quart.  Journ.  math, 
..^  XII,  107.     [Vergl.  Bd.  XVU,  Nr.  348.] 

iw.  l^Hfitellnngen  des  Products 

als  Summe  von  vier  Qundraten.  Unferdinger.  W^ien.  Akad.-Ber. 
LIX,  455. 
Vergl.  Bestimmte  Integrale.  Combinatorik.  Cylinderfnnctionen.  Determi- 
nanten. Differenzenrechnung.  Elliptische  Transcendenten.  KettenbrUche. 
Kugclfunctionen.  Maxima  und  Minima.  Mittelgrössen.  Potential.  Pro- 
duitenfolge.  Quadratische  Formen.  Quadratwurzel.  Reihen.  Ultraellip 
tische  Transcendenten. 
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Oeodid«. 
ill.  Goometriscber  Beweis  des  Lehmtiiiirschcii  Satzes  über  die  La^^e  des  Standortes 
in  Bezug  auf  das  Fchlerdreicck.     Schell.    Wien.  Akad.-Ber.  LVII,  67. 

112.  Noiedegcriptiveducrypiogrup/ie,     Pilegrin.     Campt,  rend,  LXXFII,  4(119, 

Geometrie  (detcriptiTe). 

113.  Die  Methodik  der  darstellenden  (ieumetrie  zugleich  als  Einleitung  in  die  Geu- 

metrie  der  Lage.    Fiedler.     Wien.  Akad.-Ber.  LV,  659. 

114.  Die  projectivischen  Flächen.     Schlesinger.     Wien.  Akad.  Ber.  LVIII,  435. 

1 15.  Darstellung  der  Collinearprujectionen  und  projectivischen  Grundgesetze  in  einer 

für  die  descriptive  Geometrie  geeigneten  Form.     Schlesinger.     Wien. 
Akad.-Ber.  LVIII,  658; 

116.  Darstellung  der  räumlichen  Collinearprojectionen  in  orthogonalen  Abbildungen. 

Schlesinger.-  Wien.  Akad -Ber.  LIX,  636. 

117.  Uehcr  die  Identität  von  Constructionen  in  per.Mpectivischer,  schiefer  und  ortho- 

gonaler Projection.     Staudigl.     Wien.  Akad.-Ber.  LXIV,  490. 

118.  Sitr  tme  question  de  giomitrie  de  compas,    PeauceUier,   A\ ann . math. XXX II,  1 1 . 

119.  lieber  Beleifchtungsconstructionen  für  Flächen,  deren  zu  einer  Axe  senkrechte 

Schnitte  ähnliche  Ellipsen  sind.  ^'  i  e  m  t  s  c  h i  k.  Wien:  Akad.-Ber.  LVII,  67N. 

120.  lieber  das  Problem  der  Glanzpunkte.     Pelz.     Wien.  Akad.  Ber.  LXIV,  730. 

Vergl.  Analytische  Geometrie  der  P]bcnc  6.  Ellipse  03.  Hyperboloid  149. 
Kegelschnitte  155,  156,  Iö7,  15H,  159,  160,  161,  162.  Oberflächen  248. 
Oberflächen  zweiter  Ordnung  255 ,  256.  Optik  '262.  Parabel  274.  Per- 
spective. 

Geometrie  (hSliere). 

12 1.  Exposition  de  la  m^thode  des  ^qnipoUences,     Bellaviiis.     N,  ann,  math.  XXXii, 

07,  H5,  103,  241.  207,  501,  529. 

122.  Happort  sur  im  mimovi'e  de  M,  Mannheini:  Sw  les  surfaces  trajectohres  det  points 

d'une  flgure  de  forme  invariable  dont  le  deplacetnent  est  assujetti  a  quaire  con- 
ditions.     C  hast  es.     Campt,  rend.  LXXyil^  752. 

123.  Sur  le  natnbre  des  points  d'intersection  qiie  reprisente  un  point  multiple  commtm  ä  detus 

caurbes  planes,   lorsque  diverses  branches  de  la  premiere  sont  tangentes  d  des 
branches  de  la  secande.     De  la  Go urner ie.     Campt,  rend.  LXXVII,  573. 

124.  Application  de  la  g^niralisation  du  principe  de  correspondance  d  la  thiorie  de  r^Huti- 

nation*     SalteL     N,  ann.  math.  XXXII,  565. 

125.  Studien  aus  der  höheren  Geometrie.     E  m.  Weyr.    Wien.  Akad.-Ber.  LVII,  44'\ 

126.  Zur  Erzeugung  der  Curven  dritter  Ordnung.     Em.  Weyr.     Wien.  Akad.-Ber« 

LVIII,  633. 

127.  Ueber  Cnrvenbüschel.    Em.  Weyr.     Wien.  Akad.-Ber  LXI,  82. 

128.  Zur  Vervollständigung  der  Involutionen  höherer  Ordnung.    Em.  Weyr.     Wien. 

Akad.-Ber.  LXf,  600. 

129.  Geometrische  Mittheilungen.     E  m.  Weyr.     Wien,  Akad.-Ber.  LXI,  731,  810. 

130.  Ueber  Evoluten  räumlicher  Curven.    Em.  W^ey  r.     Wien.  Akad.-Ber.  LXII,  804^ 

131.  Ueber  rationale  Raumcurven  vierter  Ordnung.    Em.  Weyr.     Wien.  Akad.-Ber. 

LXm,  493. 

132.  Sur  les  diffirentes  formes  de  coxerbes  du  quatrUme  ordre.     Zeuthe'n.     Compt.  rend, 

LXXVU,  270. 

133.  Lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  dornt  chacun  des  cötäs  rencontre  deux  droites  donn^es; 

enveloppe  du  plan  de  cet  angle  droit.     Genty.     N.  ann.  math,  XXXil,  332. 

134.  Stw  quelques  propriitis  giom^triques  du  deplacetnent  d'une  figure  plane  dans  son  plan, 

Liguine.     N.  ann.  math.  XXXll^  481. 

135.  Sur  les  courbes  gauches  algibriques,     Picquet.     Compt.  rend.  LXXFll,  414. 

136.  On  the  superlines  of  a  quadric  sur  face  in  five  -  dimensional  spare.     Cayley.     Quart. 

Joum,  math,  XU,  176. 

Oosehlohte  d«r  Mathamatik. 

137.  Kotes  sur  diffirents  polyedres  antiques  en  bronze.     Hugo,     Compt.  rend.  LXXVII, 

433,  472,  562.  —  Haudot  ibid.  1288. 

138.  CkriitofoH  Hanstenii  vita.     Holst.     A\  ohh.  math.  XXXII,  433. 

IM.  Kicrotogue  de  Cl  Burdin,  f  V2  Novembre  \H1^,  Bertrand.  Compt. rend,  LXXF II, 
1148. 
Vergl.  Couvergenibedingungen  5L 
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01«iolniiig«n. 
\4^.  1u«<>8Dng  algebraischer  Gleichungen  von  beliebig  hohem  (rra<)e,  auch  mit  com- 
plezen  Coefficienteii ,    mit  Hilfe  des  OHiisH'schcn  Schemas   für  complexe 
Cirösseu.     Knabe.     Wien.  Äkad. -Her.  LXIII,  73H. 
U\.  U<*ber  die  verschiedenen  Stürmischen  Reihen  und  ihre  gegGiisoiti^cn  Hcxiehnn- 

gen.     Kronecker.     Berl.  Akad.-Her.  IH73f  117. 
\\t.  Oh  Wronski'M  Thewem.     Cayley,     Quart,  Juurn.  mtUh.  XII,  •J2I. 
143.  Oh  a  theorem  in  eliuihiation.     Sylvexter.     Quart,  .loitrn.  math.  .\'//,  5. 
\\\,  ProprUti  tCtme  eguation  du  qvatrieme  ttcf/rc  qui  it  une  rucint  liuuhle.     Morenu. 
N,  ami.  math.  XXXI I,  437. 


Hydrodynamik. 

145.  Furlher   dincuitsWH  of  tfie  aimtyticui  principles  of  hydrodynamü-s.     Chaliis      Phil. 

Mag,  XLVll,  26.  —  Moon  ihid,  143.     [VerprI.  JJd.  XIX,  Nr.  :\\\\.] 

146.  On  the  motion  of  ß'dds     Corkie.    fhuirt.  Journ,  uiath.  XU,  I»      [Vergl.  Hd.  XVll, 

Nr.  :Vi\] 

147.  Btrmentary  theory  of  the  tides.     Abbott      (iuart,  Journ,  math.   XII,  7.     [Vergl. 

Bd.  XVIIl,  Nr.  23] 

148.  Uebcr  ein  Theorem,  geometrisch  ähnliche  ]$e\ve(^ungen  flüssiger  Kr)rper  betref- 

fend y.  nebst  Anwendung  auf  das  Problem,  l.iiftballons  zu  lenken.     H  e  1  m  - 
holts.     Berl.  Akad.-Ber.  1873,  501. 

Hyperboloid. 
140.  Einfache  Constnictionen  windschiefer  Ilyperbolide  und  Paraboloidc  mit  ihren 

ebenen  Schnitten  und  Selbstschattcn.     N  i  e  m  t  s c  h  i  k.     Wien.  Akad.-Ker. 

LXr,  381. 
160.  Hyperboloide  engendri pur  une  droite  »u)btle.   Morel-  Blanc.  N.  ann .  vmliu  X X X //, 

357. 


Intagratiottett. 

151.  Smt  Vint^gratiom  des  diff'^entie/iesratiouneties.  Cataian.  N.  ann. math.  XXXI l,  Vl'^. 

152.  Ueber  die  beiden  Integrale   je*****,   ?    [iix  —  cosxldx.  l.'nf erdinger    Wien. 

Akad.-Ber.  LVH,  611. 
^"  Ueber  die  beiden  Integrale    / x«  . ^  \m.iog{a+hx)\dx  und  einige  verwandte 
Formen.     Uuferdinger.     Wien.  Akad    Ber.  LIX,  437. 

12^  I&Taria&toiL 

•  ^  fl»  identUal  eguation  connected  nith  the  theory  of  invarUmts,     Cayley,     Quart» 

Journ.  math.  XII,  1 15. 

M. 

|u.  Kegolsehnitto. 

•  ^<cr*  un  noweau  wtode  de  construction  deg  coniques.    Abel  Transon,    N,  ann,  math, 
ISA    »%,         XXX II,  5. 

•  ^^«H'chföhrung  verschiedener  die  Curven  zweiten  Grades  betretfenden  Construc- 

tionen  mit  Hilfe  von  Kugel-  und  Cylinderflilcben.      Staudigl.      Wien. 
157    o         Akad.-Ber.  LVIII,  OtiO. 

•  ^otittruction  eines  Kegelschnittes,  wenn  derselbe  durch  imaginäre  Punkte  und 
iro  Tangenten  bestimmt  wird.     Staudigl.     Wien.  Akad.-Ber.  LXI,  607. 

Covutniction  der  Kegelschnittslinien  aus  Punkten  und  Tangenten.     Koutny. 

^^sisimction    des  Durchschnittes   einer  Geraden   mit  den   Kegelschnittslinicn. 
ItSO    t  Koutny.     Wien.  Akad.-Ber.  L VI,  303. 

^  I  ^ber  die  Construction  der  Durch^(chnittspunkte  von  Kreisen  und  Kegelächnitts- 
Iftl    IT        Hnien.     Niemtschik.     Wien.  Akad.-Ber.  LIX,  3*.). 

*  ^^ber   die  Construction  der  Durchschnittspunktc  zweier  Kegelschnittsliuien. 

Niemtsohik.    Wien.  Akad.-Ber.  LIX,  481. 
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162.  AllgcnieiiM'  Methoden  zur  Darstellung  der  Durchschnitte  von  Ebenen  mit  KegeU 

und  Cylinderflilehen ,  von  Goraden  mit  Kegelschnittslinien  und  von  confo- 

culüii  KegeLschnittsIinien  unter  sich.     Nieuitschik.     Wien.  Akii(l.-Ber. 

LXIII.  571. 
WA,  Die  Axen  der  Linien  zweiter  Ordnung  in  allgemeinen  trimetrischen  Punktcoordi- 

naten.     O.  S  t  o  1  z.     Wien.  Akad.-Ber.  LV,  280. 
1(54.   To  find  ihe  foci  and  axes  of  a  conic  in  Miineftr  coordinaie*.     C,  SmilA»     QfUft, 

Joum.  mnlh,  Xll^  240. 
Ittö*  Erweiterung  des  Satzes  von  Desargues  nebst  Anwendungen.  Ed.  We>-r.  Wien. 

Akad.-Ber.  LVllI,  2;>3. 
\^i\»   Thiovemes  sur  les  coniques*     Salt  et.     N,  ann.  math,  XX XII,  HSK 
107.  lieber  ähnliche  Kegelschnitte.     Ed.  Wey  r.     Wien.  Akad  -Ber.  LXII,  261. 
I ÖM.   Thiureuie  gur  les  potaires  des  aonanets  d'itn  triangle  par  rapport  a  ume  mime  vonique, 

P eltissier.     N,  ttnn.  math,  X X XU,  48. 

1 69.  Thioreme  sitr  les  coniques  insrrites  dans  un  quadrilatere  fixe  qui  tauche  une  courbe  de 

troisihne  classe  donnie,    Ko eitler,    N,ann.inath.  XXXIl,  186. —  Laguerre 
ibid.  187. 

170.  On  t/ie  parallel  atroes  ofconics.     S,  Huberts,     Quart.  Journ.  wMih,  XI I^  58. 

171.  Theoreme  sur  denx  coniques  confocaf es,     Koehler,     N,  ann   math,  XXXil,  |.s7. 
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Köliren.     Boltsniann.     Wien.  Akad.Ber.  LIX,  (579. 

231.  Notes  on  applied  mechanics.     St  am  eil  Ball,     Quart,  Journ  math,  XII,  112. 
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Theorem  der  Intc;:ralrechnung.  Unfer  dinger.  Wien.  Ak.Ber.  LVI,  272, 

Moleknlarphjdk. 
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L€9y.    Comfi.  rend.  LXXk'I,  1135. 


Abbandlungsregister.  51 

IQO.  £utwickelung  nach  den  Functionen  x!l^'^\    (r  cgeubauer.    Wien.  Akad.-ßer. 
LXVr,  415. 

iy|.  Integraiausdrücke  für  die  Functioueii  Fn^     (r  og  e  n  bau  er.    Wien.  Akad.-Her. 
LXVI,  374. 

H. 

Maxlma  «nd  Müüma. 
192.  Ueber  die  Kriterien  zur  Unterscheidung  der  Maxiina  und  Minima  von  Functionen 

mehrerer  Veränderlicher,     fc^tolz.     Wien.  Akad.-Her.  LVIII,  lOOI*. 
1113.  ConditiOM  für  a  maximum  or  a  minintum  in  a  fwwtinn  of  any  number  ofvariabies.     //. 

IViUiamson.     Quart.  Joum.  math.  XII,  18 
im.  Fortgesetste  Untersuchungen   über  specielle   MinimHlfläcIicn.      A.   Schwarz. 

Berl.  Akad.  Ber.  1872,  3. 
195.  Beitrag  zur  Untersuchung  der  zweiten  Variation  doM  FlächcninhHltes  von  Mini- 

malflüchen  im  Allgemeinen  und  von  Th«iloii  der  SchraubcnÜäche  im  Hoson- 

dern.     A.Schwarz.     Berl.  Akad.-Ber.  1872,  718. 
190.  Ueber  eine  Ansd«  hnnng  der  Theorie  der  Minimalfläehen.     Lipschitz.     Berl. 

Akad.'Ber.  1872,  3(51. 

197.  Sur  m  ceriain  mMnmm.     Korkine  ^  Zolotareff,     N.  ann.  wath.  XXXII,  337. 

198,  Sicr  retlipge  maximum  (Taire  inscvite  ilans  un  trinngle,     Gambey,     S.  ann,  muth. 

XXXII,  189.  —  Moret-Blancihid.  142. 
190.  Parmi  ioutes  lea  ellipses  qui  passent  par  guatre  points^  trouver  ceiie  dont  l'aire  est 

minimum      GamOey.     N-  ann,  math,  XXXI I,  475,  524. 
^'  Le  minimum  d'tme  tangente  ä  Vellipse  comprise  entre  ies  axes  est  igal  ä  la  demisomme 

(a+b)  des  axes,     Lez.     N,  ann.  math   XXXII,  44. 
201.  Le  maximum  de  la  distance  du  point  de  contact  d'^une  tangente  a  Cellipse  ä  la  projec- 
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277.  Consiructiou  der  Selbstschattengrenze  von  Rotationsflächen  in  der  Perspective 

unter  Voraussetzung  paralleler  Lichtstrahlen.     Koutny.     Wien.  Akad.- 
Ber.  LV,  215. 
278    Ueber  die  dirccte  Bestimmung  von  Kreisbildern.     Morstadt.     Wien.  Akad.> 
JJer.  KVI,  1.2.  pu,ü«.tri.. 

279.  Die  allgemeine  Formel   tür  die  Summe  der  Winkel  eines  Polygons.     Unfer- 

d  i  n  ge  r.     Wien.  Akad.  Ber.  LVIT,  627. 

280.  Demonxlrotion  of  the  egitality  of  two  nngles  of  a  triarigle  by  the  eqttatity  of  their 

hisecting  lines.     F.  O,  Hesse.     Phil,  Mag.  XL^Il,  365. 

281 .  Sur  un  point  renirirquable  du  plan  d'un  iriangle,  Lemo  i  n  e.  N.  ann.  math,  XXXII,  36 1. 

282.  Aire  d'un  quadrilatkre  en  fonction  de  sex  quatre  cdtis  et  de  in  droite  qui  unit  leg 

milieux  de  deux  coUs  opposis.     Lecornu,     N.  ann.  math,  XXX II ,  20. 
28.'K  On  triangles  insa'ibed  in  a  rircle  and  circumitcribed  aboui  another,    Besant,    Quart, 
Joum.  math.  'XII,  276. 

284.  Thiorhne  sur  deux  sicantes  d*une  circonf^'ence.  Morel    N,  ann. maih. XXXII,  \li7, 

Potential. 

285.  Meafi  potent  ial  ooer  a  spherical  sur  face.     Percioal  Frost.     Quart.  Journ.  matk, 

XII.  197. 
Vergl.  Elektrodynamik  82. 

Prodnetenfolge. 

286.  0»  If'.  G.  Homer' s  method  of  factoriabt     Jos.  Homer.     Quart.  Journ  math   XII, 

258. 

4. 

Qnadratitobe  Formen. 
•J^7.  Ui'ber  die  algebraische  Tbeorie  der  quadratischt  n  Formen.  Kronecker.    Rerl. 
Aka<l.-Mer.  1872,  490.  Q,„a„t«r. 

288.  Uebor  die  Bestimmung  der  Constanten  Mes  Polarplanimoters.    A.  Schell.  Wien. 

Akad.-Ber.  I.VI,  32.\ 

289.  Allgemeine  Theorie  des  Polarplaiiimeters.    A.  Schell.  Wien. Akad.-Ber.  LVIII, 

189. 

290.  Note  sur  le  planiwetre  polaire,     Hesal.     Campt,  rend.  LXXFII^  Ö09. 

291.  Trottver  Vaire  de  l'enveloppe  de  In  rorde  commune  ä  une  ellipse  et  ä  son  cercle  oscu- 

latetir,     Moret-  ßlanr,     N,  ann.  math,  XXXII,  34. 
2.)2.   /Zaire  de  la  courbe,  Heu  du  centre  (Vune  ellipse  qui  rmde  sans  glisser  sur  une  droite 
fixe,  est  la  moyenne  arithmitique  etilre  les  aires  des  cercles  dicrits  star  hs  axes 
comme  diamhtres.     Morel-  Hl anc.     N,  ann.  math.  XXX/I.  451. 
Vergl.  Kctteiibriicbc.     Maxima  und  Minima  198,  \S*\). 

QnadratwontL 
'    Star  deux  diff/hrentes  furmes  de  la  racine  carrie  approchie  d'tm  nombr§.     Mar  et- 
**->     N.  ann,  mtttfu  XXX/I,  477. 


Reihen. 
294.  On  nemi'Convergent  series.     Gluisher.     Quart.  Journ.  malh.  XII,  .")2. 
2(Ä.  On  the  e.Tpansion  of  functions  in  irigonometricul  seiies.    W.  Waiion.    Quart.  Journ, 

mattu  XII,  U6. 
29«.  Der  Rest  der  Taylor'scben  Reihe.     W  i  n  c  k  1  e  r.     Wier..  Akad.-Ber.  LIX,  h^^, 
297.  Ueber  die  Entwickelung  und  Snmmation  einipfcr  Reihen.     Win  ekler.     Wien. 

Akad.-Ber.  LXIV,  79W. 

1                   1         ^     ^              I 
Ä8.  Ueber  ;H ;+...+  — bei  w  =  x  und  über  das  Di- 

richleVsche  Paradoxon  bei  unendlichen  Reihen.     Unferdinger.     Wien. 
Akad..Ber.  LVIT,  (521. 
290.  Ueber  das  Dirichlet'sche  Paradoxon  bei  unendlichen  Reihen.     Unf erdinger. 
Wien.  Akad..Ber.  LX,  591. 

300.  Ufber  einige  Gegei  stUnde  der  elementaren  Analysifl.  Winckler.  Wien.  Akad.- 

Ber.  LIX,  356. 

301.  On  ceriam  series  fbr  n.     Glaisker,     Quart,  Journ.  malh.  XII,  2.32. 

^.  Ueber  ^    -H :z+...4-r— I  .     Unferdinffer.     Wien.  Akad.-Ber. 

Lw-f-l      TO-f2  2mJim=z<x>) 

LV,  93. 

303.  Die  Summe  der  Logarithmus-  und  Arcustangens- Reihe  mit  alteriiirendcn  Zeichen- 
grnppen.     Uuferdinn^er.     Wien.  Akad.-Ber.  LV,  75. 

^04.  Die  Summe  der  Exponential-,  der  fciiniis-  und  Cosinusreihe  mit  alternirendcn 
Zeichengruppen«     Unferdinger.     Wien.  Akad.-Ber.  LVI, '2.>7. 

*».  Sommation  de  ta  särie   l/V  O»».  ^P .  ??^^"^i)---i!il-?±^.     /> e  ririeu,     N.  ann. 

p=o  l.2..(p  +  l) 

math.  XXXI i,  IöO. 
Vergl.  Convergenzbedingungen.    Gleichungen  141.   Kugelfunctionen  190.   Tri- 
gonometrie 310,  311,  312. 

I». 

^^  SingulAre  Lösungen. 

*'*'•  On smguiar  Solutions,     Cookie.     Quart.  Journ.  math.  XII,  ZO^^. 

^  Snbttitntionan. 

«07.  Sur  les  polynomes  hiliniairei,     C  Jordan.     Conipt.  rend.  L XXV 11^  I4s7. 

T. 

Tetraeder. 
^-   Sur  le  titraidre,     Abel  Transon.     N.  ann.  math.  XXXII,  b\^. 
Yergl.  Kagel  185.     Paraboloid. 

Tnjectorie. 
•Wi».   TVoiwtfr  la  trajectohre  orthogonale  d'tm  Systeme  de  paraboles  igales  tangentes  en  leui 
sommet  ä  une  droite  fixe.     Gamhey.     N.  mm.  math,  XXX II,  IH.i. 

.  Trigonometrie. 

*'  '•   On  the  expression  for  cosines  of  multiple  nngles  in  terms  of  power s  of  cosines  and  con- 
j  9ersely.     IV.  Wal  ton,     Quart.  Joto'n.  math,  XII,  1Ö8. 

^  •   ^rpressUms  de  sin  ma  et  cos  mnen  fonction  de  sin  a  ou  cos  a  setdement.    Mourg  u  e. 
N.  ann.  math,  XXXII,  408. 
^^««  Sur  tes  diveloppements  de  sin  na,  cos  na  suivant  les  puissances  de  2cosa  et  2Hina. 
..  Le  Besgue,     N.  ann.  math.  XXXII,  425. 

*^'  Ccmcfrifrttofi  i2e  sin3a,  sin4a,  eox3a,  cos4a.  Demartres.   N,  ann. math.  XXXII, 
.,  U3. 

.  • '^«  Ueber  einige  merkwürdige  Formeln  der  sphilrischcn  Trigonometrie.     Unfer- 
dinger.    Wien.  Akad.-Ber.  LVIII,  30. 
Vergl.  Reihen  295,  300. 

U. 

«.  mtraalUptUohe  Tranteendenten. 

'*'^«  l'tber  die  vollst3indlgen  Abersehen  Integrale.     Winckler.     Wien.  Akad -Ber. 
-  LVIII,  97Ö 

*"   Heber  die  Relationen  zwischen   den   vollständigen  Abersehen  Integralen  ver- 
schiedener Gattung.     Winckler.     W'ien.  Akad.-Ber.  LXIi,  49. 


56  H|g^oriscb>  literarische  Abtheilang. 


Winnelehre. 

317.  Klomentnrc  Ablcitnngr der  Grundgleichuiig der  dyiianiischen  Gastheorie.  P f an n d - 

ler.     Wien.  Akad.-Her.  LXIII,  löü. 

318.  Der  zweite  Satz  der  mechanischen  Wärmetheorie.  LoHchmidt.   Wien.  Akad.- 

Her.  LIX,  395. 

319.  Demonstration  dwecte  des  principes  fondamentaux  de  la  thermodynamque.     Loi»  du 

frottement  et  du  choc  d' apres  cette  sdence.  Ledieu,  Campt,  read,  LXXyti, 
94,  163.  200,  325.  414.  455,  517. 

320.  Zur  dynamischen  Theorio  der  Gase.     Lang.     Wien.  Akad.-  Ber.  LXIV,  485 ; 

LXV,  415. 

321.  Uobcr  das  Gleichgewicht  und  die  Jiewegnng,  insbesondere  die  Diffusion  von 

Gasmengen.     Stefan.     Wien.  Akad.-ßer.  LXIII,  63. 

322.  Untersuchungen  über  die  Wärmeleitung  in  Gasen.    Stefan.    Wien.  Akad.-Ber. 

LXV,  45. 

323.  Ueber  die  dynamische  Theorie  der  Diffusion  der  Gase.     Stefan.    Wien.  Akad;- 

Ber.  LXV,  323. 

324.  Uebcr  die  Anzahl  der  Atome  in  den  Gasmolekülen  nnd  die  innere  Arbeit  in  Gasen. 

H  o  1 1  z  m  a  n  n.     Wien.  Akad.-Ber.  LVI,  682. 

325.  lieber  das  Würmegleicligewicht  zwischen  mehratomigen  Gasmolekülen.   Bolts- 

mann.     Wien.  Akad.-Ber.  LXIII,  .397. 

326.  Kinige  allgemeine  Sätze  über  Wärmegleichgewicht.   Boltsmann.  W^ien.  Akad.- 

Ber.  LXni,  679. 

327.  Analytischer  Beweis  des  zweiten  Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmelheorie 

aus  den  Sätzen  über  das  Gleichgewicht  der  lebendigen  Kraft.  Bolts- 
mann.    Wien.  Akad.-Ber.  LXIII,  712. 

32H.  Weitere  Studien  über  das  Wärmegleichgewicht  unter  Gasmolekülen.  Boltz- 
mann.     Wien.  Akad.-Ber.  LXVI,  275. 

32V).  Uelier  Wärmemenge  und  Temperatur  der  Körper.  Puschl.  Wien.  Akad.-Ber. 
LXII,  171. 

330.  Formel  für  die  Spannkraft  gesättigter  Dämpfe.   Herrmann.   Wien.  Akad.-Ber. 

LXIV,  623. 
Vergl.  Elasticität  70.     Optik  2<;6; 

Wahncheinlichkeittreehniuig. 

331.  Siir  wi  passage  de  In  tMorie  annlf/tique  des  prohabiiitis.     ff.  Laurent,     S,  ann. 

mnth.  XXXII,  P6,  320.  —  Moreatt  ibid.  322. 

332.  Studien  über  das  Gleichgewicht  der  lebendigen  Kraft  zwischen  bewegten  mate- 

riellen Punkten.     Boltz  mann.     Wien.  Akad  -Ber.  LVIII,  517. 
333    Lösung  eines  inechnnischcn  Problems.    Boltzraann.    Wien.  Akad.-Ber.  LVIII, 
1035. 

X. 

Zahlentheori«. 
334.  Zur  Theorie  der  Pell'schen  Gloichung.   Frischauf    Wien.  Akad.-Ber,  LV,  121. 
3.3.').  Solutions  de  Vequation  t*— Du*  =  4,  daus  laqueUe  I>  est  de  la  forme  (4n+2)*-f-  1. 

/Höre au.     M,  anu.  mnth    XXXII,  3.30. 
3.36.  Hewcis  dos  Rpciprocitätäge^eizeis  für  di<i  quadratischen  Reste.     Zeller.     Berl. 

Akad.-Ber.  1872,846. 
337.  Lcs  nombres  A,  B,  a,  |3  itant  des  entiers  supörieters  d  z6ro,  si  la  somme  Aa-f-BP  est 

un  uombre  pretnier,  le  plus  grand  commun  dioiseur  de  tt  et  ß  est  Vtmiti  ou  une 

puissttnre  de  2.     Andri,     N.  ann,  muth,  XXXII^  521. 

(H*+a)[(a-hl)">-'-a"-n       m(a«+a)[(a+ l)"-«-a»-t] 

838.  netm  itant  des  entiers  ^--^-l^^       ---\      - «'  — S -.;>/    .in« =i ' 

m-1  (m— l)[(a+l)"»  — a»] 

ne  sont  pas  l'un  la  m«^»"'  puissance  d^tnTentier,  P untre  un  entier.     Cattam- 

dreau.     S.  ann.  mnth,  X XXII,  450. 

339.  Uobcr  die  Kriterien  der  Theilbarkeit  der  Zahlen.   Unferdinger.  Wien  Akad.- 

Ber.  LIX,  465. 

340.  Stvlies  pour  un  thforeme  d* arithmHique.     Realis,     N,  ann,  mnth,  XXXII,  212. 
311.  Sur  un  thSoreme  erroni  de  Legendr e,     Uforeau*     S,  ann.  mnth.  XXXII,  322I. 

Vergl.  Kreislhoilnng. 


Historisch -literarische  Abtheilung. 


II. 

Bemerkungen  zu  dem  Aufsätze  Günther's:  „Zur  Geschichte 
der  deutschen  Mathematik  im  fünfzehnten  Jahrhundert/' 


Von 

M.   CüBTZE 

in  Thorn. 


Ich  habe  in  dem  ersten  Hefte  des  20.  Jahrganges  dieser  Zeitschrift  mit 
hohem  Interesse  die  Abhandlang  Günther 's:  ,|Zar  Geschichte  der  deat- 
Rchen  Mathematik  im  fünfzehnten  Jahrhandert**  gelesen.  Es  sei  mir  erlaubt, 
einige  Bemerkungen ,  beziehangsweise  Berichtigungen  der  darin  mitgetheil- 
ten  Notizen  mitzntheilen. 

ZnnHchst  möchte  ich  die  Bibliographen  wenigstens  yor  der  Anklage  in 
Schatz  nehmen,  dass  sie  die  von  Herrn  Günther  behandelte  ^@eontetria 
beutfd)''  nicht  kannten.  In  Hain,  EeperioriWm  Bibliographicum 
(Stattgardt  1821),  findet  sich  unter  Nr.  7576,  bei  welcher  der  vorgesetzte 
Stern  anzeigt,  dass  der  Verfasser  das  Buch  selbst  in  Händen  gehabt,  fol- 
gende Notiz: 

*  7576.  ®eOÜ)ieSE9li33[.    F.  ia  ÜL:  ©comcttia  |I  bcutf^.    F.  2a'. 

(31)93^  bct  gcomcj  ||  ttc^   tXXxi^t  nu^*  ||  patltci^c  flücf  b^  (]  etc.      Term. 

f,Qa  hac  lin.\  rig  löom  .f.  jum . >•  ein  crcmj)cl  l^crna^  fict.    Fig.  mathe- 

mai.  s.  /.  a.  el  typ.  n.  4.  g,  eh.  s.  s.  c.  ei  pp.  n.  6  ff.  c.  figg.  mathemaU 

ei  im.  iniiial  floreni. 

Da  Hain  die  Drucke  nar  bis  1500  incl.  verzeichnet,  so  steht  soviel  fest, 

dass  seiner  Meinung  nach  die  @eometria  beutfd^  vor  1500  gedruckt  ist. 

Da  sie  bei  Weller,  Reperiorium  Typographicum   (Nördlingen  1864, 

Anhang  ibid.  1874)  fehlt,  so  dürfte  auch  dieser  tüchtige  Bibliograph  derselben 

Meinung  sein. 

Herr  Günther  irrt  aber  wieder,  wenn  er  annimmt,  dass  eigentlich 
Dürer,  von  Rorioaer  abgaaelie*»  ^    '    ^^    der  ttber  Geometrie  in 

Hiü-Ut.  AMhl«.  d. StHMbf.  ^n  '        ^ 


dentscber  Sprache  gesclineben  hat.  ZunSchrt  hesitat  Sin  Münchner  fl 
und  Staatsbibliolhek  ein  Manuseript  «iifl  dorn  Jabre  M77  {Cod.  Otnum 
Nr.  328),  in  «elcbem  auf  BIsrt  «2  —  33  sich  fiotlpt:  Geometri«  (Fei 
raesftknnat),  deutsch,  also  offenbar  von  der  obigen  Öeometi 
deutsch  verschieden.  Weiter  aber  giebt  es  noch  andere  Werke,  < 
wenn  anch  nicbl  hauptsKchlich ,  so  doch  nebenbei  gcnnietri§che  Saclt«D  ■ 
deniBcher  Sprache  bebaudeln.  Ich  führe  s.  B.  an;  ^Ipn  nc»  [ 
iButit  I  wtltfeta  gar  gcwi^  tnb  bc^ent  1  Itmct  na*  der  flcmaincn  icgtl  ! 
»tlfi^cn  I  proctic,  rtäiiU  fairitfuttidjc  regeln  eoffemnn  ]  fterlai  fcböni 
notHrfflig  9lc(^niig  |  auff  tauffmannfi^afft.  %ud)  nai^  btn  frofoX'  \  Wen  ixc^^ 
Tttnl)  iti  gtfanngS  jm  bialonij^en  ge  |  ((^lei^l  au^  jutailc  ntonc^ottü,  ai))tl=3ss 
Dfeifit  ]  tri  Qubtr  inftrumtnt  oug  tm  crfinbung  1!?t^n  |  göre,  ©töttcr  ift  ^ter: 
inntn  begriffen  ttut(^^alt=  I  len  buri^  &jä  -(ütnal,  Stix'9&  Btib  fcfeulbtui^  |  Bifid 
jutnat^en  Cuvi^  ta3  quattiit  Biiiit  trt^  ]  ongcl  mit  til  nnbem  lufliflen  ftüittn  b 
@eoj  i  metrev-  ISema^t  auff  ter  löblii^en  ^otn  ft^iil  |  ju  'JöUfi  in  CRertti« 
bun^  ^iinrtcü  @ram^  |  inatcnm,  über  fdjriijbtr  »cn  <5vf(utbt  ber  flbe  |  fnie 
SAnfien  Snaiiler.  |  2Rtt  SaQfetljc^e  guaben  »nb  j  ^riuilegien  baS  bue<b  nid)^  | 
notfe  ju  trude  in  fc(^3  jam  Am  Ende:  Oebrucft  ju  3lüniberg  biinli  |  3c^ 
nein  Slüi^ä  |  (üt  i'ucaä  Sllanlfce  SBüc^fntei  |  t>nb  Sültger  ju  ^ien. 
ist  1518  gedruckt ,  niid  betindet  sich  ein  Exemplar  in  der  Hof-  and  Staat. 
bibUothek  in  Manchen.  Nenansgaben  existtren  mehrfach,  i.  B.  Franlcfi^  i 
a'M.  c.  1540,  Chr.  Egenolph  nnd  ebeodaselbBt  1544,  Ivtxtere  Auagal 
ebenfalls  in  München;  daon  wieder  gedruckt  zu  Nürnberg  bei  Joba« 
Slüchs  15!1,  und  scn  Erfnrd  bei  Matlhes  Maler  1523,  beide  Äa«gat>en 
München. 

Wenn  Herr  Günther  aus  der  Sprache  anf  das  Alter  scliliesaen  will, 
dürfte  er  vielleicht  nach  dem  oben  angeführten  Titel  das  Bach  des  Uet 
rieb   Schreiber,   genannt  Grammatetis,   ebenfalls    nni  1500  oder  bükr 
ansetzen.*    Ist  übrigens  Rntdolt  der  Drucker,  ao  fällt  das  Buch  „GeoiiM 
Iria  deutsch"  sicher  nicht  vor  1487,  da  eret  nach  dieser  Zeit  llatdolc- 
Aiigsbnrg  druckte.     Debrigens  ist  Raldnlt  keinciwegs  der  alleinige  ^3 
finder  der  Kuiiat,  mathematische  Figuren  in  den  Teit  zu  drucken.    In  d  -^ 
Werke  des  Oresme:  tte  latiluilinibus  /'«rmiirum,  hat  MatlheuiCe» 
donia  von  WtndiscbgrStz,  der  zu  Padna  druckte,  im  Jahre  U62,  «laogloi^ 
aeitig  mit  Batdolt,  mathematische  Figaren  in  Qolxscbnitt  tn  Anwend^i^ 
gebracht. 


■  Wahrsclieinlicfa  hat  Ilerr  OUn  tfaer  noch  nicht  OelegeDbeit  {^ebabt,  dl«  oP*  * 
wirklich  liaarsl raubender  Orthographie  gedmckten  Originalausgaben  LnlhM'iol»*^ 
MelaDlhon'scher  nnd  sonstiger  ReforoialioiU!  -  nnil  Gcgenrcformationischtirtcn  «''' 
Buiehen;  liätte  er,  wie  ich,  dies'^lbBa  bundertwoiaa  in  Hündan  gehabt, 
sicherlich  nicht  über  den  Mangel  an  orthographischem  8ifti 
(Ehren,  das  m  den  lücunabiiln  nn serer  Literatur  gehört. 


iscntiiHn  *"■ 
t,  fo  w«rd«  ■^fl 
n  Bache  Klaii^l 


leb  komnie   zu  einem  andern  Tlieile  der  Untersucbnogen  clfls  Tlerrn 
'ftrfuso»,  BQ  dem  $7,  xa  dem  ich  im  Stande  bin,  die  Bebnaptiiog  Ego □ 's, 
Cardnn    durch  Tartaglia    in  den   Froblemen,  die  Anfgaben   der 
jOeometrie   mit  einer  ZirkolöH'nnng    zu  voiirühren,   angereizt  wurde,    eu 
)mw«üeii.      Als    I.ibri   seine   Bistoire  des   MalhematiqufS  en    Hatte 
ihrieb,  batte  er  diese  Beweisniltel  noch  nicbt  in  Händen,  späler  battc  er 
«rsUnden,  Ijnt  aber  darüber  Nii-hta  TeTöffentlicbt.    Nur  Prof.  Ghsrardi 
f  lorenx  bat  ia  den  vun  mir  tiberset^ten  Materialien  nur  GcHcbicbte 
bcn  FacuUät  der  alten  Universitüt  Bologna 
dl«    Materie   eingebend    bebnnddt,   auf  die  Beweismittel  geKldtzt,    welcbe 
Li  bri  epSter  von  ihm  erstand,  und  die  in  der  Libri'scbon  Auction  (London 
IBtllJ  für  30  ^  lü  «  verkauft  wurden.     Es  bringt  micb  das  zugleich  auf  das 
iiMuh gelassene  Werk  U.  üankel's.    Ancb  dicaer  bat,  obgleich  er  die  Ma- 
le rialieu  cilirt,  doch  die  ganze  Geschichte  der  Erfindung  der  Gleicbungen 
itritten  Grades  ntir  nach  der  tendenziös  gefärbten  Mittheilung  Tartaglia's 
flrKthlt.     üeberbaupt  enthält  dieses    im   Allgemeinen   so   neue    aud   über* 
ntachende  Gesii-hlspnukte   entwickelnde  Buch  in  Kinzelnbciten  eine  nicht 
geringe  Zahl  von  Fehlern,   so  dass  es  nicht  unbedingt  als  AntoritSt  citiit 
'"rerdoD  kann.     L)ocb  zu  meinem  eigentlichen  Zwecke  zurück.     Nachdem 
^  »rdan  in  seiner  Jra  magna  die  Auflösung  der  Gleicbungen  dritten  Grades 
'^Icaont  gemacht  hatte,  wie  Tar  tagl  ia  behauptete,  indem  er  einen  geleiste- 
'«3  Eid  brach,   kam  bekanntlicb  zwischen  Tartaglia  and  Cardan  ein 
i«BeDschafllichet  Streit  zum  Ausbruch,  der  in  den  Jahren  1540 — 1547  zu 
Ixier  vollständigen   Herausforderung    durch   Cartelli    wurde,    über    deren 
>H  and  Weise  Uankcl  a.  a.   ü.  weitläufig  gehandelt  hat.     Die  Cartelli 
'Viden  jedoch  nicht  zwischen  Cardan  and  Tartaglia  gewechselt,  son- 
'^ra  zwischen  Ferrari  und  Tartaglia.     In  dem  zweiten  Cartello  Fer- 
«rl'a  seigt  dieser  den  Grund,  weshalb  sich  Cardan  seines  Eides  fUr  ent 
>UOi!en  halten  durfte;    er  hatte  nämlich  die  Originalarbeit  des  Scipione 
IaI  Ferro  (iber  die  Anflösang  der  Gleichungen  dritten  Grades  bei  dem 
iwiegersohne  des  Ferro,   dem   Annibale  dnlla  Nave,    eiagesehen 
tuil  durch  gearbeitet  drei  Jahre  vor  der  Ausgabe  der  Ars  magna,  was  er  in 
leiner  Ar» magna  mitt heilte,  war  nicht  die  ErBndnng  Tartaglia's,  sondern 
les  Ferro,  und  der  einzige  Fehler,  welchen  Cardan  bei  der  Verüffeot- 
icliittig  beging,  war  der,  dass  er  nicht  das  wahre  Sacbverhältuias  klarlegte. 
Tartaglia   bat  in   seinem    zweiten  Cartello,    der  Antwort  aaf  das  eben 
irwibnte  Ferrari'sche,   diese  Darstelinng   ausdrücklich    als    richtig  «n- 
likannt,    freilich   wohl   nur,   weil   ihm    Zeugen   gegeuilbergeatellt  werden 
tooDten,   die  ihn  flbetführt  haben  würden.  —  In  seinem  vierten  Cartello 
katte  Tartaglia  dem  Ferrari  auch  Aufgaben  gestellt,  welcbe  daa  von 
tifirro  Günther  bebandelte  Problem  betrafen;  Ferrari  antwortete  4 
,/o  m'ülUgro .  Messer  Sicold ,  che  in  questi  vosiri  guesili,  m'habhiale  A 
4ig(ov<trc  a  qud  che  si  dilellano  di  Geometria,  et  di  Arithmeiica,  «off, t 
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tavia  pervenuti  anchora  al  colmo  dellc  predefte  scienze  ,  E  quesio ,  percioche  ne 
vosiri  primi  dirccsetlß  quesiti  si  conliene  quella  bella  invenzione  dt  operare  senza 
muiare  Vapertura  dcl  compasso ,  la  quäl  io  non  so  da  chi  si  havesse  principio,  ma 
io  so  bene ,  che  du  circa  a  cinqtianC  anni  in  qua  moUi  bei  ifigegni  si  sono  affalicafi 
per  accrescerla ,  fra  quali,  in  gran  parle,  e  stato  la  felicc  memoria  di  messer  Sei- 
pione  dal  Ferro  citladino  Bolvgnese  .  Io  dunqtie  voglio  esser  qtiello,  che  a  (al 
inveniione  diu  iutta  la  perfeitione,  che  puö  havfre,  dimostrando  per  quesia  via^  tum 
solamente  alcune  propositioni,  trovate  da  nosiri  maggiori,  ma  etiandio  lutlo  Euclide. 
Da  diese  Stelle  ihrem  grössten  Theile  nach  in  dem  Werke  von  Fan- 
tuzzi:  Notizie  degli  Scritlori  Dolognesi,  Jomo  9,  abgedruckt  ist,  so  ist 
der  Weg,  auf  welchem  Egen  zu  seiner  nach  dem  Obigen  sehr  begründeten 
Behauptung  kam,  dass  nämlich  Gar  d  an  utid  Ferrari  durch  Tartaglia 
zur  Behandlung  derartiger  Probleme  angereizt  seien,  deutlich  genug  ge- 
zeichnet. Die  Stelle  zeigt  aber  ausserdem  noch  vielmehr  für  die  Geschichte 
gerade  dieser  mathematischen  Theorie,  was  des  Weiteren  hier  nicht  auszu- 
führen  ist. 


Hat  Copernicns  die  Einleitung  in  sein  Werk  de  Revolutionibus 

selbst  gestrichen  oder  nicht? 

Herr  Prof.  Gantor  hat  in  diesen  Blättern  (Jahrg.  XVIII,  S.  31  —  33) 
die  Säcularausgabe  des  Gopernicus  einer  eingehenden  Besprechung 
unterworfen.  Später  (ibid,  S.  71 — 72)  hat  er  mit  Hinweis  auf  eine  andere 
Besprechung  (Augsburger  Allgem.  Zeitung,  17.  Juli  1873,  Beilage  Nr.  108} 
zu  derselben  Berichtigungen  und  Ergänzungen  gegeben.  Da  ich  in  BetrcÜ' 
der  an  beiden  Stellen  ventilirten  Frage,  ob  die  Einleitung  in  das  erste  Buch 
der  Revoluliones  mit  Bewilligung  des  Gopernicus  unterdrückt  wurde  oder 
nicht,  und  ob  dieselbe  überhaupt  nach  der  Widmung  an  Papst  Paul  III. 
überflüssig  sei,  anderer  Meinung  bin,  als  Herr  Prof.  Ganlor,  so  erlaube 
ich  mir  hier,  meine  Gründe  des  Weiteren  darzulegen. 

Die  Geschichte  des  Druckes  der  Revoluliones,  wie  sie  in  der  Augsburger 
Allgem.  Zeitung  von  Gantor  aufgestellt  wird,  ist  unhaltbar.  Nach  der 
gewöhnlichen  Ansicht  war  die  Originalhandschrift  des  fraglichen  Werkes 
gegen  1530  beendigt  —  man  schliesst  dies  daraus,  dass  einmal  die  letzte  Be- 
obachtung, welche  Gopernicus  benützt,  vom  12.  März  1529  datirt,  und  der 
Brief  des  Gardinal  Schönberg  vom  1.  November  1536,  welcher  der  Origi- 
nalausgabe vorgedruckt  ist,  von  dem  Buche  als  einem  vollendeten  spricht  — , 
wir  haben  aber  durch  Rheticus  bestimmte  Nachrichten,  dass  dies  für  einen 
Theil  —  die  Trigonometrie  —  nicht  richtig  ist,  und  dass  speciell  die  leiste 
Beviaion  des  ganzen  lYerkes  erst  während  der  Anwesenheit  des  Leistern 
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(Mai  1530  bis  Ende  1541)  in  Frauenburg  gemacht  ist.*    Dieser  letzten  Re- 
vision gehören  unzweifelhaft  alle  durch  Tinte  und  Schrift  sich  deutlich 
abliebenden  Correcturcu,  Zusätze  nud  Streichungen  des  prager  Manuscrip- 
tes  an,  durch  welche  dem  Werke  der  Umfang  gegeben  ist,  wie  ihn  die  Aus- 
gaben enthalten.    Die  Streichungen  erstrecken  sich  nun  wohl  auf  den  der 
Hauptsache   nach  in   die  Widmung   an  Papst  Paul  III.   aufgpnonnnoiien 
8cb1u8ä  des  ersten  Buches  der  urspiüu glichen  lledaction  mit  dem  ßriefe 
des    Lysis  an  Ilipparch,   aber  nicht  auf  die  Einleitung  dos  Werkffs, 
welche  die  ersten  Herausgeber  uuterdrücktcn,  und  welche  Herr  Prof.  Oan* 
to  r    von  Oopernicus  selbst   durch   die  Widmung   an  Paul  ITI.   ersetzt 
ins>icht.    Der  von  Cantor  allegirte  Brief  dt^s  Osiandnr  an  Oopornicus 
vom  20.  April  1541  aber  fallt  noch  in  eine  Zeit,  wo  da«  Manuscript  sich  noch 
in  den  H.lnden  des  Copcrnicus  befand,  der  es  erst  Ende  1541,  als  Khe- 
tic  US  Frauenburg  hchou  verlassen  iiatte,  an  Tiedemanu  Oiese  übergab, 
der  es  dann  nach  Wittenberg  sendete,  wo  Uheticus  daraus  zunUclist  die 
Trigonometrie  Anfang  1542  odirte.      Hätte    Oopernicus  also  infolge  des 
Briefwechsels  mit  Osiander  die  Einleitung  in  das  ganze  Werk  stieichen 
nud  durch   die  Widmung   an  Paul  III.  ersetzen  wollen,  so  würde  dies  bei 
der  Revision,  die  unter  Assistenz  de.s  Klieticus  geniHcht  wuide,  sicher 
«eil 011  durch  ein   Durchstreichen  de.s  betreifenden  Passus  angedeuld  sein, 
was  aber  nicht  geschehen  ist.    Die  Widmung  ät<'lit  doch  eine  Art  Vorreile 
—  sie  hat  in  der  Originalausgabe  den  Columnentitel  /V///'/*'//f';  **  —  des  gan- 
xeii  iVerkes  dar;  kann  nun  eine  .solche  wirklich  die  Einleitung  eines  Wcrkeh 
®r«et2en,  oder  ist  es  nicht  vielmehr  natüilieh,  dass  die  Vorrede  die  OrMlan- 
'^^U   (ier  Einleitung  und   noch  ein  gut  .Stück  m^'hr  aus  dein  Oedankeij;^Hng<5 
"^8    liuchcs  recapitulirt?    Das  thut  ab"j    A'w  WirJnmng.    Sie  enthält   viel« 
vvedauken    der   Einleitung,    a))er  aueh   luanclje   nicht;    sie  enthält  manche 
^^danken,  welche  d«^r  Einleitung  fienid  sind,  so  die  Verarbeittin;^  de»,  J'as- 
^'*a   m)er  den  Brief  des  Lysis  an  H  i  ppare  h  u    A. 

Im  Mai  1542  brat-hte  Kheticu«»  rla*  MHnii^«jij»i  der  /Unoluliofirs  selbst 

"**'l*    Nürnberg   ( Mrlauih*jn.  Opp.  W.  r/i. -jj»»!;,    ija  nun  in  Mitsein  Monat 

^^'^■»oij  der  Druck  lieirann,  voilier  a'^er  -cIjoh  «lie 'rri;:onoinetfie  in  wüjtÜcher 

^-'^IjC'reinstimmun;:  mit  dem   Hauiitwi-ike    ;:<'!ru<:kt    war,    so  kann   da*  von 

^titor  Druckexemplar  j^eiiannte  Maiiu-i  lijjt  hi';ht   erst  in  Nürnbeig  au- 

^^■Hngen  sein,  obwohl  es  dor»  it":\i\  wolil  ei^t  v"l!eijf|et  rein  wir«!.    H«t  aifco 

^Hiand   die  Einleitung  ^er?ii*:liei;,   f-o  war  e»r    JtljeticU";    daiin  "^tiiumeu 

^  **"   mit  Cantor  übfrein,  vir  ;:]au^f!i  «her  nidi* ,  'inv«»  Co]»ernicus  seine 

^'^lOvillignng   dazu   gab.     VAb  hlwlf  1042    hat   Ilheticus    ;mch   belbsl  den 

^•"tick  besor::t,  eist  n«cli  «^einem  Wegi^ange  nach  Lejj.^i^  traiOfeiander 


•  Ed.  Thor.,  p  Xy/f.  .Ar.r..  2'J. 
••  Aucb  Oiese  ueiiLl  si«.  in  fctij  ';:;.  *j'ültf  «:M\;if  M».r;  Jijii.fc  njt  JOi  e  t  i «.- u  fe  lüit 

^ieiem  Kamen, 


RH  Beine  Stelle.  Wrr  rieb  die  Mnbe  giebt,  die  letzten  Bflchor  fler  Ortghiil- 
»uignbe  iu  Bezag  nur  CorrectLeit  des  Textes  mit  den  ersten  Biicli<-rn  n 
Tergloieheo,  wird  fast  bis  aQf  die  Seiten-  nud  Capitclzahl  gensn  den  Pnokt 
angeben  können,  wo  dieser  Wecbsel  der  Bedäction  eintrat. 

Der  Druck  des  Uncbes  biit  docb  sieber  nicbt  mit  der  ersten  dreifaeb'Q 
Bogenlage  ohne  Nnmeralion  begonnen,  sondern  mit  dem  Cap.  I.  Quod  nun 
til  tphaericus.  Sollte  Oopcrnicns  nun  scbou Ende  l&ll  die  Widmnagau  Paal  | 
in.  mit  nacb  Wittenberg  gesendet  baben,  so  dass  darfinfhin  Kbeticna  die  I 
Einleitung  strich,  und  nicbt  vielmebr  erst,  als  er  borte,  dns  Werk  irt  baW   | 
fertig,  diese  WidmQng  gescbickt  haben?   In  dem  bekannten  Briefe  Gi«se'i 
an  Rhelicus  vom  28  Juli  1543  wird  freilich  die  ganze  Schuld  auf  0>iaD- 


isst :  Epiilolam  ad  tc  m 

ic  dieser  die  Eiolf^ittiDg 

als  eben  die  unler- 

sie  mit  der  Pratfalk 


der  abgewSlzt,  diese  Epislola  aber,  von  der  es  hei 

cum  ipsius  exemplo.  nämlich  des  Copernic  us, 

haben  wollte,  kann  doch  kaum  etwas  Anderes  : 

druckte  Etnleitnng,  die  —  das  wird  Jeder  sagen 

vergleicht  —  viel  scbSrfer  nnd  klarer  den  Standpunkt  des  Verfaasera  aeigt, 

als  die  letztere.     Mir  scheint  also  aus  Allem  die  Zustimmung  des  Copar- 

nicas  au  der  llntecdrückiing  der  Einleitung  in  das  ganze  Werk  sehr  frag- 

lieh,  mir  scheint  dagegen,  dass  Kheticns  sie  gestrichen,    vielleiebt  auf* 

Anratben  des  Osiandor  ans  Opportunit^tsgründen.     Der  Brief  Oa 

der's  an  Rheticue,  ebenfalls  vom  20.  April  1&4I,  würde  dasn  vielleieb« 

die  erste  Vcranlassang  gegeben  haben,  gerade  weil  aber  bis  aam  VerlaMOC 

FrancnbQrgs    durch    Rbeticus    Copernicns   die   Einleilnng 

strichen  hat,   Irotzdom  Osiander  brieflich  und  Rheticus  mündlich  Ats^^ 

drängten ,  ksnn  ich  nicht  glauben  ,  dass  er  spSler  auf  schriftliches  Dritng B ^L_tij 

des  Rbeticus  zu  einer  solchen  die  Zustimmung  ertbeill  hat. 

Tborn,  April  1874.  M.  Ccktic 


Kecensionen. 


i  « 


Unlttitimg  in  die  meohanisohe  W&rmetheorie,  von  Dr.  6.  Krebs,  Lehrer 
der  Physik  und  Chemie  an  der  höheren  Gewerbe-  und  Handelsschule 
SQ  Frankfurt  a.  M.  Mit  32  Holzschnitten  im  Text.  Leipzig,  Druck 
und  Verlag  von  B.  O.  Teubner.    1874. 

Die  deutsche  Literatur  leidet   einen   fühlbaren  Mangel   an  Werken, 
velche  snr  Einführung  Studirender  in  die  Lehren  der  mechanischen  Wärme* 
theorie  geeignet  sind,  einer  Wissenschaft,  welche  für  die  theoretische  Physik 
ebenso  wichtig  ist,  als  für  die  Theorie  aller  auf  Expansion  von  Luft  oder 
•Dampf  gegpründeten  Maschinen.    Die  vorhandenen  vollständigen  und  in  sich 
geschlossenen  Darstellungen  der  mechanischen  Wärmetheorie  bilden  ent- 
weder einen  Theil  eines  grösseren  Werkes,  z.  B.  von  Grashof' s  theoreti- 
scher Maschinenlehre,  oder  von  Wüllner,  Experimentalphysik,  3.  Ausg«, 
OQer  sie  sind  wie  das  classische  Werk  von  Zeuner  (Grundzüge  der  mecha- 
Biachen  Wännetheorie ,  2.  Aufl.,    1866)   und  Röntgen    (Grundlehren  der 
Mechanischen  Wärmelehre,  L  Theil,  1871)   speciell  für  den  Techniker  ge- 
sehrieben.    Unter  diesen  Umständen  empfiehlt  sich  das  vorliegende  Werk- 
<^beii  gans  besonders,  indem  es  bei  einem  sehr  billigen  Preise  (4  Mark)  die 
Gelegenheit  darbietet,   gleichzeitig   die   experimentellen   Grundlagen   der 
'^^olianbchen  Wärmetheorie,  ihre  mathematischen  Entwickelungen  und  ihre 
'^^'^'endang  auf  calorische  und  Dampfmaschinen  kennen  zu  lernen.     Dies 
^^Bt  sich  auch  aus  nachfolgender  Inhaltsangabe  des  Werkchens  erkennen, 
^^lehes  in  Format  (8°)  und  Umfang  (218  S  )  der  ersten  Auflage  von  Zcu- 
^  ^r's  Grundzügen  der  mechanischen  Wärmetheorie  fast  gleichkommt. 

Abschnitt  I:    „Das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme**,  S.  1 — 90, 

^^thält  die  älteren  und  neueren  Anschauungen  Über  das  Wesen  der  Wärme, 

^^^  dem  Hessen  von  Arbeit  und  Wärme  zu  Grunde  liegenden  Definitionen 

^nd  Sätze  und  die  Beschreibung  und  Berechnung  der  älteren  Uumford- 

^ehen,   sowie  vieler  neueren  Versuche  von  Joule   und  Hirn   über  das 

"ArbeitsSqaivalent  der  Wärmeeinheit. 

Abschnitt  II:  „Das  Wesen  der  Wärme  und  die  Theorie  der  Energie'*, 
S.36— 48,  mhrt  den  Leser  von  den  Vorstellungen  des  Clausius  über  die 
Einwirkung  der  Wärme  auf  die  drei  Aggregatzustände,  auf  die  aus  dorn 
Frincip  der  Erhaltung  der  Kraft  hervorgegangene  Begriffseinthcilung  der 
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Energie  in  kinotische  and  potentielle  Energie  and  schltesst  nach  aasführ* 
licher  Besprechung  dieser  Begriffe  an  zahlreichen  Boinpielen  mit  dem  mathe- 
matischen Ausdrucke  der  Aequivalenz  von  Wärme  und  Arbeit  (1.  Haapt- 
grandsata). 

Abschnitt  III:  „Der  umkehrbare  Kreisprocess*\  S.  48  — 144,  beginnt 
mit  der  Erläuterung  des  einfachen  Carno tischen  Kreisprocesses ,  seiner 
graphischen  Darstolluug  durch  Clapeyron,  den  isothermischen  and  adia- 
batischeu  Curven  (Rank ine),  der  isodjnamischen  Curve  (Ca sin),  dem 
Indicatordiagramm  und  dem  2.  Uauptgrundsatze  der  mechanischen  Wärme- 
theorie. Hieran  schliesst  sich  die  ausführliche  Darstellung  der  Gesetze  der 
Gase  unter  Einführnug  der  absoluten  Temperatur  von  Haus  aus  and  die 
Berechnung  des  Garn ot 'sehen  Kreisprocesses  für  Gase.  Nach  Einschal- 
tuug  eines  matheniatisch  gehaltenen  Capitcls,  betreffend  die  Krön  ig  und 
Gl  aus  ins' schon  Ansichten  über  die  Gonstitution  der  Gase,  folgt  für  den 
einfachen  und  hierauf  für  den  zusnnmicngesetzteu  umkehrbaren  Kreis- 
process  bei  Gasen  und  dann  bei  einem  beliebigen  vermittelnden  Körper  der 

Beweis  des  Satzes,  dass  die  Summe  aller  Verwandlungen  Null  ist  (   1  —  =0  j. 

Den  Scliluss  des  Abschnittes  bildet  die  Ableitun«;  der  1.  und  2.  Hauptgleich- 
ung der  mechanischen  Wärmetheorie. 

Abschnitt  IV:  „Gesetze  der  Dämpfe**,  S.  144  —  184,  enthält  die  Ablei- 
tung der  äusseren  und  inneren  latenten  Wärme  der  Dämpfe  und  der  Ver- 
dampfungKwärme  aus  den  empirischen  Formeln  Regnault's,  sowie  die 
llerleitung  mit  Hilfe  der  mechanischen  Wärmetheorie  von  den  gesetzmäs- 
sigen  Beziehungen  gesättigter  und  überhitzter  Dämpfe  und  ihren  isotlicrmi- 
sehen ,  isodynamiKchen  und  adiabatischon  Gurven. 

Abschnitt  V:  „Von  den  Dampf-  und  Ileissluftmnschinen**,  S.  184  —  213, 
beschäftigt  sich  mit  den  calorischen  Maschinen ,  auf  welche  sich  die  Sätze 
vom  Kreisprocesi}^  in  einfacher  Weise  anwenden  lassen ,  und  mit  der 
Berechnung  der  idealen  und  wirklichen  Dampfmaschine. 

Abschnitt  VI:  „Energie  und  Entropie*',  S.  213  —  218,  giebt  ein  Resume 
über  die  über  Energie  und  Entropie  deti  Weltalls  angestellten  Betrach- 
tungen, nach  Glaiisius,  Rankine  u.  A. 

Dem  eben  gegebenen  Inhaltsverzeichniss,  welches  die  gleichmässige 
Berücksichtigung  des  rein  Theoretischen,  des  Experimentellen  und  Tech- 
nischen, wie  schon  früher  erwähnt  wurde,  erkennen  lässt,  füge  ich  zur  Cha- 
rakteristik des  Buches  noch  hinzu ,  dass  mau  bei  der  mathematischen  Be- 
handlung, welche  hier  bekanntlich  nicht  elementar  sein  kann,  sondern  Von 
Differentialgleichungen  mehrerer  Variabelen  und  einfachen  Integrationent 
ohne  Nachtheil  nicht  absehen  darf,  einer  gefälligen  Darstellung  begegnet. 
Ferner  mögen  zahlreiche  Gitate  nicht  unerwähnt  bleiben,,  welche  aaf  die 
OnginalarbeUen  oder  andere  bemeTkeaa^^xl\i^  kxW\\.^\i\iVö.^^\Ä^\i, 
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In  Anbetracht  der  eben  bervorgebobeneu  Vorz^üge  und  unter  noch- 
maligem Hinweis  auf  den  billigen  Preis  (4  Mark)  verdient  das  Werkeben 
von  Krebs  die  wärmste  Empfehlung  au  Diejenigen,  welche  einen  verständ- 
nissvollcn  Ueberblick  über  die  mechanische  Wärmetheorie  anstreben  oder 
einen  Ausgangspunkt  für  tiefer  eingehomlo  Studien  in  dieser  jungen,  aber 
so  wichtigen  Wissenschaft  suchen.  y.     Kahl 


Die  Rechenknnst  im  sechszehnten  Jahrhundert,  von  A.  Kuckuck.  Sepa- 
ratabdruck aus  der  Festschrift  zur  dritten  Säcularfeicr  des  Berlini- 
sehen  Gymnasiums  zum  grauen  Kloster.  Berlin ,  Weidmännische 
Buchhandlung.    1874. 

Der  uns  vorliegenden  Abhandhing  von  20  Druckseiten  hat,  wie  uns 
dünkt«  der  Verfasser  ein  ungünstigeres  Loos  bereitet,  als  sie  eigentlich  ver- 
diente. Die  viel  zu  pomphafte  Ueberschrift  erweckt  nämlich  Erwartungen, 
welche  die  Abhandlung  weitaus  nicht  erfüllt..  Herr  Kuckuck  giebt  uns 
ganz  interessante  ,,B(Mträge  zur  Geschichte  der  Rechenkunst  in  Deutsch- 
land*\  wie  er  allenfalls  hätte  sagen  können,  aber  wir  lernen  keineswegs  bei 
ihm  die  Rechenkunst  im  16.  Jahrhundert  kennen.  Als  Quellen  dienten  ihm 
neben  dem  umfangreichen  Artikel  ,,Kechnen**,  welchen  Herr  Wildermuth 
für  Sclimid^s  Encyklopädie  des  gesammten  Erzieliungs-  und  Unterrichts- 
wos(>ns,  Bd.  VI,  Gotha  1807,  bearbeitet  hat,  insbesondere  zwei  Rechenbücher 
aus  der  Bibliothek  des  Gymnasiums,  zu  dessen  dreihundertjahrigem  Gedenk- 
tage die  Abhandlung  selbst  erschien.  Das  eine  Buch  ist  verfnsst  von 
Johann  Albrecht  oder,  wie  er  auch  manchmal  sich  nennt,  Johann 
Albert,  Rechenmeister  zu  Wittenberg,  das  andere  von  dem  bekanntesten 
deutschen  Lehrer  der  Rechenkunst ,  von  dem  im  Volksmunde  noch  heute 
fortlebenden  Adam  Riese  zu  Annaberg.  Das  erste  Buch  gehört  der 
„Reclinun»^  auf  der  Linien"  an,  jener  Fortsetzung  der  alten  Kunst  des 
Abacuh,  welche  nur  die  gegen  den  Rechner  y^enkrechten  Columnen  in  waa^- 
rechte  Zeilen  umzuwandeln  veranlasst  war,  muthma^slich  dadurch,  dass  man 
<len  vurdem  liegenden  Abacus  in  den  Schulen  aufhängte,  damit  er  von  vielen 
Schülern  gleichzeitig  gesehen  werden  könne.  Das  zweite  Buch  vertritt  die 
Classe  der  „Rechnung  auf  den  Federen'*,  d.  h.  also  der  Rechnung  mit  Zahl- 
zeicjjen  ohne  Rechenbrett,  wie  sie  schon  von  den  Algorithmikern  des  12.  und 
13.  Jahrhunderts  angebahnt  wurde.  In  der  That  sehen  wir  —  und  das 
musste,  meinen  wir,  hervorgehoben  werden  — ,  im  10.  Jahrhundert  nur  eine 
anderweitige  Stufe  derselben  Entwickelung  vor  uns,  welche  die  Geschichte 
^,  der  Rechenkunst  als  kennzeichnend  für  einen  über  300  Jahre  früher  gelege- 
nen Zeitpunkt  schildert.  Damals  sehen  wir  die  Rechenkunst  als  Capitel  der 
GelehrtenwiBsenschaft  von  KlosterschDle  sn  Klosterschul^  %v^Vv.  N^^^^.^>^'^:^^ 
bald  in  gewohnter  Beibehaltung  ^  «X^^^vV^^^  ^^^ 


▼iell^icbt  socb  im  8,  jAbrbaDdert  mit  ZugrarnJölcgaog  des  Bo«tbifl 
gelehrt  warilä,  bald  ioi  AnscbluBB  au  arabische  Scbriftea,  insbeeondwe 
dau  dorcb  Atelbartvou  Bath  um  1  ISO  üborlragene  Lebrbucb  des  M 
bacuiiied  beo  Moassa  Älkbovarezmi,  so  dass  die  neuere  Meiba 
»nfäuglici]  nur  zaghaFt  nebeo  der  alteu  vorgetragen  wird,  dann  aber  d 
selbe  uberH'uchen  und  ganz  verdrängt.  Wir  sebeu  dieaea  Verdränguiij 
ptocesn  iu  Itnlien  mit  bescbleuuigter  Geschwindigkeit  vor  sich  gehen,  a 
Leouardo  von  Pisa  1Z02  sein  Moisterwerk  geEcbaffeu.  Im  15.  und 
Jabrbuudert  wird  nun  io  Deutschland  Volkaeigentbum,  was  hisber  nur  gl 
VereiDKelten  in  unserem  Vatfilande  »ugänglicb  war.  Die  slAdtiscbea  Sc! 
Icn  verl>reiten  den  Elementarautorricht  in  weiteren  und  weiteren  Krej* 
und  Mittel  [anm  Zwecke  ebenaowobi,  als  Belege  für  die  Erfüllung  i 
Zwecken  sind  die  Lehrbücher  der  Kechenkunst  iu  deulacber  Spracl 
welche  mindestens  seit  14S9  (Johannes  widmann  von  Eger,  Behende  n 
hübsche  Rechnung  auf  allen  Kanß'rei annschafft)  beglnneu,  seit  Luther  l 
MelanthlboD  fast  einzig  im  Gebranchc  sind,  wie  Herr  Eucknck  (8. 
richtig  hervorgehoben  hat,  and  die  Anwendung  der  Itlattertiprnche  gi 
Hand  in  Uaud  mit  der  Uebang  (S.  17),  als  liecbenlebror  Männer  anaoateUi 
die  nicht  wisGenechaftlicb  gehJldete  Mathematiker  sind,  die  nicht  ob  d 
nnm,  sondern  ob  civilem  prmkntiam  darufrunU  Aach  jetzt  wieder  begliintt 
Volksunierricht  mit  der  Siteren  Methode,  und  nur  allmXlig  bUrgcrt  sich  ( 
Ziffernrechnung  neben  der  mit  Ueclienprennigen  ein,  schliesslich  wied 
und  diesmal  eodgillig,  die  aficre  Nebenbnblerin  beseitigend.  Nur  wo  si 
einfache  Zustande  herrschen,  wo  es  sich  anaserdem  um  keine  bSbei«  Rm 
nnugsnperalion  handelt,  als  um  das  Zusammenfassen  wiederholt  annreteaj 
Einheiten  sn  einer  Zahl,  ist  in  deraKerbboho  ein  lotsterKest  der  alten  inst 
meolalen  Becbenkunal  Übrig  geblieben.  Es  hat  sich  bewahrheitet,  was  et 
der  trefflichsten  Rechenmeister  des  16.  Jahrb.  von  dem  Rechnen  auf  den  Un 
aussprach  :  „Wahr  ist's,  dass  sie  zu  Baussrecbnuugen,  da  man  viel  Sw 
mierns,  Anssgebens  nndBynnemmeuH,  bedarff,  etwan  förderlich  erschein« 
aber  in  KunEtrecbnangen,  die  ein  wenig  etwas  wichtig,  sum  offtermal  v 
hinderlich'  Nicht  sag  tcb,  dass  mau  auff  den  Linien  dieselbeu  Reebnang 
nicht  auch  machen  klindte,  sondern  soviel  vortheila  ein  FnssgXnger,  < 
leichtfertig  nnd  mit  keiner  Last  beladen  ist,  gegen  einem,  der  unter  oin 
echwjfren  Last  stecket,  hat,  soviel  vorlheils  hat  auch  ein  Kunslrecbncr  m 
oder  mit  den  Ziphern  für  einem  mit  den  Linien."  So  ist  die  Meinung  Simi 
Jacob's,  den  die  Zeitgenossen,  allerdings  mit  ziemlicher  Ueberlreibni 
einem  Johannes  Schoner,  ja  sogar  einem  Regiomontanus  au  i 
Seite  stellen.  Gleich  diesen  sei  er  ein  Franke,  siugt  Magister  Jubana 
Ulrich  Struppius  von  Gelnhausen,  and  habe  seine  Vateratadi  C 
hnrg  ebenso  berühmt  gemacht,  wie  diese  Kartasladt  und  Kftnigsbarg. 

Da  über  das  Leben  Simon  Jacoh's  unseres  Wissens  in  keinem  bial 
rtscbcn  Werke  Etwas  angegeben' ist,  so  benutzen  wir  diese  Gelegouheil,  i 
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zu  bemerken,  dass  Simon  Jacob  ebenso  wie  sein  Bruder  Pancratius 
Jacob  aas  Coburg  stammte,  und  dass  sie  nie  versäumten,  sieb  dem  ent- 
sprecbend  Jacob  von  Coburg  oder  Coburgk  zu  nennen.  Beide  siedel- 
ten nacb  Frankfurt  a.  M.  über,  wo  Simon  Kecbenmeister,  Pancratius 
Ratbschreiber  war.  Seit  1552  batte  Simon  ein  grosses  Rechcnbucb  zum 
Drucke  vorbereitet,  von  welchem  er  in  der  Vorrede  mit  stolzem  Selbst- 
bewusstsein  sagt:  „Denen  Nicbt»  dann  was  in  jren  Affcnmodol  gegossen 
wirdt,  behagt  und  gefeilt,  wil  ich  hiemit  gesagt  haben,  dass  sie  diese  meine 
Arbeit,  so  lang  anss  jhrer  Werckstat  ein  bessere  komme,  ungetadelt  ligen 
lassen.  Thu  mich  hierauff  Gott  dem  AllmAchtigen  und  dem  Leser  befehlen." 
Mancherlei  Hindernisse  waren  Schuld,  dass  dieses  Werk  erst  1560  erschien, 
während  ein  Auszug  1557  veröffentlicht  wurde.  Bald  wurde  eine  neue  Aus- 
gabe nothwendig,  welcher  Simon  Jacob  auch  eine  Geometrie  beifügen 
wollte,  da  starb  er  am  24.  Juni  1564.  Der  Bruder  und  Testamentserbe, 
Ratbschreiber  Pancratius  Jacob,  hielt  es  fttr  seine  Pflicht,  die  Absicht 
des  Verstorbenen  zu  erfüllen,  wozu  in  dessen  Nachlasse  das  Material  bereit 
lag.  Seiner  vom  24.  Auguftt  1565  datirten  Vorrede  und  dem  auf  diese  Vor- 
rede folgenden  Leichencarmen  des  Magister  Struppius  entnehmen  wir 
diese  Notizen.  Die  Ausgabe,  die  uns  zur  Verfügung  stand,  gehört  der 
Heidelberger  Universitätsbibliothek  an.  Es  ist  ein  stattlicher  Quartband 
von  über  700  Seiten  mit  dem  Titel:  „Ein  new  und  wolgegründt  Rechen- 
buch, auff  den  Linien  und  Ziffern,  sampt  der  Welschen  ^ractic  und  allerlei 
Vortheilen ,  neben  der  Extraction  Radicum ,  und  von  den  Proportionen,  mit 
vielen  lustigen  Fragen  und  Aufgaben.  Dessgleichen  ein  vollkommener  Be- 
richt der  Regel  Falsi,  mit  neuwen  Inventionibns ,  Demonstrationibus,  und 
Vortheilen,  so  biss  anher  für  unmäglich  geschetst,  gebessert,  dergleichen 
noch  nie  an  Tag  kommen.  Und  dann  von  der  Geometria,  wie  man  man- 
cherlei  Felder  und  Ebene,  auch  allerlei  Corpora,  Regularia  und  Irregularia, 
messen,  Aream  finden  und  rechnen  soll..  Alles  durch  Simon  Jacob  von 
Coburg,  Bürger  und  Rechenmeister  zu  Franckfurt  am  Majn  mit  fleiss  zu- 
sammengetragen und  jetzt  zum  zweiptenmal  getruckt.  Getruckt  zu  Franck- 
furt HUI  Mayn,  bei  Matthea  Becker,  In  Verlegung  Christian  Egenolphs 
Erben ,  Anno  1600." 

Der  Verfasser  dieses  Werkes  lehrt  nun  allerdings  Mancherlei,  von 
welchem  wenigstens  in  den  Rechenbüchern  Adam  Riese*s  Nichts  enthal- 
ten ist,  während  er  das  von  Jenem  behandelte  Material  durchaus  beherrscht. 
Wir  erwähnen  als  Beiden  gemeinsam  die  Regula  falsi,  welche  eine  Darstel- 
lung des  Rechnens  im  16.  Jahrhundert  mehr  als  nur  nennen  (S.  24)  musste. 
\yir  erwähnen  die  von  Herrn  Kuckuck  (S.  10)  hervorgehobene  Subtrac- 
tionsmethode,  wornach  die  dekadische  Ergänzung  einer  Ziffer  des  Subtra- 
henden  der  entsprechenden  Ziffer  des  Minuenden  beigefügt  wird,  eine 
Methode,  welche  aber  auch  schon  am  Schiasse  des  15.  Jahrhunderts  bei 
Johannes  WidmanO|  sowi»  '  ^m  Laca  PacioU  vq.^- 
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konnnt,  wie  Droblsch  in  seinom  nicht  genügeud  bekannten,  überaus  inhalt- 
reicheii  Programm  De  Joannis  Widmanni  Egeruni  competuiio  (Leipzig  1840) 
auf  S.  21  nachgewiesen  hat.  Von  Eigenlhümlichkeiteu  Simon  Jacob*8 
gegenüber  Adam  Iliese  erwähnen  wir  Wurzelansziehungen  der  vcrscbie- 
denstcu  Grade,  erwähnen  aus  dem  geometrischen  Theile  das  Kunstwort 
Coraubcus  dofinirt  als  „eine  Linie,  so  mit  dem  Basi  Parallel  «oder  gleich- 
weitig  ist".  Wir  haben  es  hier  mit  einer  neuen  Form  des  Wortes  corauslus 
zu  thun,  welches  von  der  Zeit  der  Agrimensurcn  bis  txxx  Margaritha  philoso- 
phica  an  den  verschiedensten  Orten  sich  findet,  und  welches  von  Gottfr. 
Hermann  offenbar  richtig  als  latinisirt  aus  dem  griechischen  Worte  xo^varoV 
{sc.  ygafAfifj)  gedeutet  worden  ist  (vergl.  Drobisch  /.  c.  S.  30  in  der  Note). 
Wir  erwähnen  in  derselben  Richtung  die  wälsche  Praktik,  die  wir  Herrn 
Kuckuckes  Behauptung  (S.  24)  widersprechend  in  dem  Exemplar  von 
Adam  liiese^s  Rechenbuch,  welches  wir  benutzen,  nicht  finden ,  womit 
übrigens  nur  eine  offenkundige  Verschiedenheit  der  vielen  Ausgaben  unter- 
einander hervorgehoben  sein  soll.  Auch  die  wälsclie  Praktik  scheint  uns 
historisch  so  bedeutsam,  dass  Herr  Kuckuck  sich  nicht  mit  dem  Namen 
derselben  hätte  begnügen  dürfen.  Sie  besteht  dem  Gedanken  nach  in  einer 
Zerlegung  eines  gebrochenen  Multiplicators  in  eine  Summe  von  sogenannten 
Stammbrüchen,  d.  h.  von  Hrücheu  mitEiuheitszählern,  wodurch  die  Multipli- 
cation  in  leichte  Divisionen  und  eine  nachfolgende  Addition  umgesetzt  wird, 
ein  Vorfahren,  welches  die  Geschichte  der  Rechenkunst  als  das  älteste  bei 
Bruchrechnungen  auftretende  kennen  lehrt,  welches  aber  bei  dem  sogenann- 
ten kaufmännischen  Rechnen  auch  heute  noch  empfohlen  zu  werden  pflegt, 
und  für  welches  sich  in  England  sogar  der  an  ,,wälsche  Praktik"  erinnernde 
Name  Praclicc  erhalten  hat.  Besonders  gepriesen  und  in  zahlreichen  Bei- 
spielen auseinandergesetzt  finden  wir  es  in  einem  andern  Werke  des  Itt. 
Jahrhunderts,  nämlich  bei  Johann  Kr  äfft,  ,, Bürger  zu  Memmingeu, 
dieser  Zeit  Teutscher  Schul  Modist  und  Rechenmeister  zu  Ulm",  der  1591 
bei  demselben  Drucker,  aus  dessen  Werkstatte  Simon  Jacob's  Buch 
hervorging,  ein  Rechenbuch  erscheinen  Hess. 

Diese  wenigen  Bemerkungen,  welche  keineswegs  auf  Vollständigkeit 
Anspruch  machen  und  zudem  nur  auf  deutsche  ViM'hältnisKe  sich  beziehen, 
mögen  den  Ausspruch  rechtfertigen,  dass  lierr  Kuckuck  seiner  Abhand- 
lung nicht  wohl  den  Titel  beilegen  durfte,  welchen  sie  trägt.  Als  das 
betrachtet,  was  sie  ist,  als  Auszug  aus  den  Büchern  von  Johann  Albert 
und  Adam  Riese,  an  welchen  manche  beiläufige  Notiz  sich  noch  anfügt, 
ist    sie    dagegen  ein  recht  schätzbarer  Beitrag,  welchem  wir  viele  Leser 

*"'""='■""•  Cantob. 
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Heber  Schwingungen  verbundener  Pendel,  von  W.  Dumas.   Separatabdruck 
aus  der  Festschrift  zur  dritten  Säcularfeier  des  Berlinischen  Gym- 
nasiums zum  grauen  Kloster.   Berlin,  Weidmännische  Buchhandinng, 
1874. 
In  etwas  aphoristischer  Weise  werden  zunächst  allgemein  die  Differen- 
tialgleichungen ohne  Rücksicht  auf  Widerstände  und  für  den  Fall  aufgestellt, 
dass  alle  Scliwingnngen  in  derselben  Verticalebene  erfolgen.    Die  Integra- 
tion derselben  erfolgt  uuter  Vernachlässigung  aller  solcher  Glieder,  die  bei 
kleiner  Schwingungsamplitude  aller  Pendel  ebenfalls  sehr  klein  ausfallen. 
Alsdann   wird    die  Aufgabe  umgekehrt,  indem  die  Bedingungen  ermittelt    * 
werden ,  denen  die  Constructiou  eines  zusammengesetzten  Pendels  genügen 
muss,  damit  es  gegebene  Schwinguugszustände  darbiete.    Schliesslich  wer- 
den noch  die  beiden  gesonderten  Fälle  betrachtet,  dass  entweder  nur  ein 
Haupt-  und  ein  Nebenpendel  vorhanden  ist,  oder  dass  sämmtliche  Neben- 
peudel  gleiche  Schwingungsperiode  besitzen  und  hinsichtlich  ihrer  Massen 
bedeutend  gegen  die  des  liauptpendels  zurückstehen. 

Freiberg,  25.  November  1874.  Th.  Köttbritzsch. 


Neuere  Untersuehungen  über  die  Identität  von  Licht  und  strahlender 
Wärme,  von  Franz.  S*eparatabdruck  aus  der  Festschrift  zur  dritten 
Säcularfeier  des  Berlinischen  Gymnasiums  zum  grauen  Kloster. 
Berlin  ,  Weidmännische  Buchhandlung.    1874. 

Das  vorliegende  kurze  Schriftchen  von  nur  14  Seiten  gr.  8°.  enthält  in 
engem  Rahmen  die  klare,  lichtvolle  und  umfassende  Darstellung  der  ge- 
schichtlichen Entwickelung  der  heutigen  Ansicht,  dass  Licht  und  Wärme- 
strahlen ihrer  physikalischen  Natur  nach  identisch  sind.  Es  ist  mit  Recht 
Gewicht  darauf  gelegt,  dass  im  Anfange  sich  grosser  Widerspruch  gegen 
eine  solche  Ansicht  erhob,  dass  aber  doch  experimentelle  Nachweise  un- 
bedingt zu  dieser  Ansicht  zwingen,  trotzdem  der  menschliche  Organismus 
für  beide  Naturerscheinungen  verschiedene  Apparate  zur  Wahrnehmung  zu 
benützen  scheint.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  auch  die  übrigen  Iden- 
titätsbeweise von  Licht  und  Wärmestrahlen,  die  sich  auf  die  Interferenz- 
und  Polarisationserscheinungen  beziehen,  in  das  gehörige  Licht  gestellt  sind. 
Rühmenswerth  muss  noch  besonders  der  reiche  Literaturnachweis  anerkannt 
werden. 

Freiberg,  3.  December  1874.  Tu.  Köttbritzsch. 

Die  Curven  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte,  nach  den  Methoden 
der  neueren  Algebra  (luvariantentheorie)  behandelt  von  Dr.  Huoo 
RoSENOW.   Breslau  1873.    Verlag  von  Maruschke  und  Berendt. 

Der  Inhalt  der  uns  vorliegenden,  drei  Druckbogen  starken  Abhandlung 
ist  in  der  Ueberachrift  d«>*'  ^^rfaMer  hat  sich  die  Auf- 


gäbe   gestellt,   itie  GigonKcIiaften   der  Oiirveo    dritlnr  Ordnuog   mit  eiavn 
lJo|ipel punkte  in  Besiehung  kd  setxeu  zu  drei  liinüTen  oubiiclien  Formood 
und  nie  sehr  eine  solche  UnterGUclinog  «citgeinäDs  war,  orgiebt  das  gewt« 
nur  Kufällige  ZaBummonlri'ß'en,  dnss  Herr  B.  Igel  in  Wien  sich  genat 
selbe  Aufgabe  stellte,  deren  Lüsnng  unter  'iem  Titel :  „Üelier  ebene  Carven« 
dritter  Ordoang  mit  oiaeni  Üoppelpankt",  delirt  vnm  13.  Jfluuar  1873,  io  dei 
Mb iheraa tischen  Annftlen  Bd.  VI,  S.  «32  —642,  abgerlrnclil  hl.    Beide  Vpr-1 
rNSHer  kommen  wie  in  der  Methode,  eo  in  den  Eigebnissen  an  AebnlicheatJ" 
nur  dasa  die  lioaeno w'sche  Abhandlung,  wie  sieb  ans  ibrem  rast  ffinr-fl 
fachen  Umrang  im  Vorans  errallien  liess,  volblSudiger  und  in  üOrgfXltigfirofl 
AusnUirung  auf  die  in  Frage  kommenden  Dinge  eingebt.    8io  verdient  dw 
bfilb  Allen  emproblen  zu  werden,  welche  ein  Beispiel  der  Anwendung  dei 
modernen  algebraisoh-geoinettiacben  Melbodcn  auf  eine  heslimmte  Anfgabel 


ü  fuHslieber  form  kennen  »u  lernen  wlliiicbet 


Cahtok. 


Direot«  Dedaotion    der   Begriffe   der    algebraiBohen  und  arithmetiiohflaj 
0  rund  Operationen  ans  dem  Oröaien-  und  Zahl  enbe  griffe,  vnn  Joan 
FiNDBH,  rrnrexycr  an  d.  ätaau.Obei'renlHcliule  in  I.nibacb.    Laibaehl 
1878.    Druck  und  Verlag  von  Ignaz  v*  Kleiuma^r  und  Fed.  Baniberg.l 
20  S.  I 

Um   dem  Verfasser  dieser  kleinen  Monographie    gereckt  >n  wcrdan,! 
mUHBen  wir  lunächst  aus  der  Vorrede  uns  darüber  vergewissern,  waa  di«V 
Absicht  bei  ihrer  Veröffentlichung  war.     Die  Abhandlnng  aell  den  UebAt-T 
BtKnden  der  meisten  Lehrbücher  begegnen,  welche  zum  grossen  Thetl  tivl 
aus  hervorgehen,  da»»  die  Itegrilfe  von  Zahl,  vou  Grösse  und  von  VerbSlt>V 
nias  nicht  deutlich  genug  erlKutert  werden;  sie  soll  als  eine  bessere  Rio- 
leitnng  in  die  Algebra  dienen,  als  man  sie  zu  finden  gewohnt  ist.   In  nnseroaV 
Lehrbüchern    befriedigt   nach   Herrn   Fiuger's  Ansicht   diese  Einleitang| 
weder  den  Schüler,  noch  den  Lehrer.     „Der  Qrund  hiervon  liegt  ledlglio 
in  der  Aleuge  achwUlatiger,  vieldeutiger  Erklärungen,  die  dem  SchOler  gao^ 
unverständlich  sind,    und  ich  möchte  fast  sagen,  oft  auch  dem  Verfaiserj 
aelbst  nicht  deutlich  sind."     Wer  iu  dieser  Form,  welcher  das  I'radical  dei 
Schroffheit  nicht  leicht  vorsuenthalleu  ist,  über  die  grosse  Blenge  anaerer^ 
Buhulbächer  den  Stab  bricht,  von  dem  kann  man  verlangen,  dass  er  aacb 
vollständig  leiste,  was  er  verspricht,  daas  er  nämlich  „dem  Schtller  nicht 
UDverstKudlicb  bleibe  und  ihm  durch  Anleitung  zum  selbslständigen  Denkoi 
Vergnügen  gewähre".     Wir  fürchten,   dies  dürfe  Herrn  Finger  oiclit  i^| 
dem   von   ihm  beabsichtigten  Maasae  gelungen  sein.     Der  AnfHnger  wird 
kaum  zu  verstehen  vermögen,  was  Herr  Finger  ihm  bietet,  und  dem 
1''i?/'^0»L'h  ritte  neu  erschwert  der  Verfasser  gleichfalls  das  VerntSuduisa  schon 
tUdanb,  dmaä  er  Wörter  von  so  wetXei  V«i\ii«vVq.a^,  s<\«  ^ivt.tvmeül 
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■  ^.jw^ ^-'^^ -^  ^^.^^^^^^^'  ^ 


^^S^l>rB,  in  einem  Sinne  gebrancht,  welcher  dem  Referenten  wenigstens 
S^Hs  nen  war.     Die  Definition  lautet  nämlich:   ^^i^  Rechnungsoperation 
^^isst  eine  ,,,, algebraische*' *S   wenn  die  gegebenen  Elemente  durchwegs 
^^«r  lam  Theil  Grössen   sind,   eiue   „ „arithmetische** **,   wenn  dieselben 
^^rchwegs  Zahlen  sind**  (S,  10,  §  S),     Neben  dieser  Neuerung,  welche  zn 
i^ Climen  wir  keine  Veranlassung  finden,  ist  her%'orzuheben,  dass  der  Satz 
n  der  Vertanschbarkeit  der  Reihenfolge  der  Tlicile  einer  Summe  in  die 
«finition  der  Grösse  (8.6,  §1,  Nr.  2)  mit  hineingezogen  wird,  wodurch 
allerdings  die  Nothwendigkeit  eines  Beweises  dieses  Satzes  wegfällt.     Als 
'KiCQ   dürfen   wir  ferner  bezeichnen  die  Unterscheidung  von  Quotient  und 
^^erhältniss  (S.  It,  SS  lö  und  18),  indem  Quotient  die  Masseinheit  ist,  sofern 
die  gemessene  Grösse  und   die  Masszahl   der  letzteren   bezogen   auf  die 
erstere   als  Einheit   bekannt   sind,   Verhftltniss   dagegen    die  Masszahl  ist 
^nter  vorausgesetzter  Kenntniss  der  Masseinheit  und  der  gemessenen  Grösse. 
<Aaf  Zahlen  übertragen,  wird  man  hiernach  unter  Kenntniss  des  Productes 
zweier  Factoren  und  des  ersten  derselben  den  einen,  unter  Kenntniss  des 
Productes  und  des  zweiten  Factors  den  andern  Namen  für  den  gesuchten 
noch  übrigen  Factor  zu  benutzen  haben.    Erst  der  Beweis  der  Vertausch- 
l^arkeit  der  Reihenfolge  von  Zahlenfactorpn  gestattet  dann  in  der  Arithmetik 
öie  fünf  Rechnungsoperationen  (Addition,  Subtraction,  Multiplication,  Di- 
vision, Verhftltniss)  durch  Zusammenfallen  der  beiden  letztgenannten  auf 
■vier  Rechnungsarten  zurückzuführen.  Pantor 


La  ihiorie  des  paralleles  sehn  les  geomeires  Japonais  tnise  en  ordre par 
Claudel.    Bruxelles  1875. 

Von  den  13  Druckseiten  dieser  im  Selbstverlage  des  Verfassers  erschie- 
nenen kleinen  Abhandlung  gehören  vier  der  Vorrede  an,  in  welcher  unter  der 
leicht  durchsichtigen  Verkleidung  als  Japanese  tadelnde  Bemerkungen  über 
die  üblichen,  nichts  weniger  als  strengen  Begründungen  der  Parallelentheorie 
ausgesprochen  werden.  Dieser  Tadel  wird  wohl  bereitwilligen  Anschluss 
finden,  da  vielleicht  bis  auf  den  heutigen  Tag,  auch  nach  Herrn  ClaudeTs 
Veröffentlichnng ,  keine  Parallelentheorie  existirt,  die  einem  andern  Mathe- 
matiker, als  dem,  der  sie  erfunden,  völlig  Genüge  leistete.  Die  Maske  aber 
wird  ebenso  ein  Jeder  sofort  als  das  erkennen,  was  sie  ist  und  als  was  sie 
Herr  Claudel  selbst  auf  unsere  briefliche  Interpellation  zugestanden  hat, 
als  an  sich  unschuldiges  Reizmittel  der  Neugier,  um  einem  einigermassen 
verrufenen  Gegenstande  Leser  zuzuwenden.  Wiewohl  ^ir  durch  unser 
obiges  knrzgefasstes  Urtheil  schon  erklärt  haben,  dass  Herrn  ClaudePs 
Theorie  uns  nicht  befriedige,  wollen  wir  dieses  Urtheil  nfther  begründen, 
um  in  zeigen,  dass  wir  nach  Descartes*  Empfehlung  Uebereilung  wie 
Voreingenommenheit  zn  vermeiden  gesncht  haben.    Eine  Parallelentheorie 
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aufstellen  wird  immer  soviel  heissen,  als  den  Entwurf  eines  Lehrkörpers  der 
Geometrie  bis  jenseits  der  Einführung  der  Parallellinien  liefern.  Eines 
solchen  Entwarf  bietet  uns  auch  der  Verfasser.  Er  geht  aus  von  der  Ge- 
raden und  der  Ebene  nnd  denjenigen  Linien  und  Flächen,  die  nicht  gerade, 
die  nicht  oben,  oder,  wie  er  lieber  sagt,  die  nicht  einfach  sind.  .Die  Ge- 
rade (Ebene)  ist  ihm  die  Linie  (Fläche) ,  welche  sich  selbst  überall  und  in 
jeder  Weise  identisch  ist,  welche,  wie  man  auch  ein  Stück  von  ihr  anf  dai 
andere  If'ge,  mit  sich  zur  Deckung  gebracht  werden  kann.  Daraus  folgt, 
dass  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  nur  eine  Gerade  verläuft;  dass  ei 
überhaupt  nur  eine  Gerade  giebt;  dass  alle  Geraden  durchaus  zusammen 
fallen,  wenn  sie  mit  zwei  Punkten  aufeinanderliegen;  dass  eine  Gerade, 
welche  zwei  Punkte  mit  einer  Ebene  gemein  hat,  ganz  in  diese  hineinfällt; 
dass  zwei  Ebenen,  welche  zwei  Punkte  miteinander  gemein  haben,  noch 
unendlich  viele  andere  Punkte  theilen,  welche  sämmtlich  der  Verbindungs- 
geraden jener  beiden  Punkte  angehören;  dass  zwei  Ebenen,  die  mit  drei 
ihrer  Punkte  zusammenfallen,  ganz  zusammenfallen.  Alle  diese  Sätze 
erkennen  wir  als  bewiesen  an,  wenn  auch  manche  Ausdrucksweise  schärfer 
gefasst  sein  dürfte,  wie  auch  im  weiteren  Verlauf  mitunter  die  Bedingung 
als  selbstverstanden  unterdrückt  ist,  dass  gewisse  Geraden  derselben  Ebene 
angehören  sollen.  Der  Satz  dagegen,  dass  die  Gerade  AB  kürzer  sei  als 
die  gleichfalls  aus  geraden  Theilen  bestehende  gebrochene  Linie  ADCEB 
zwischen  denselben  Endpunkten,  ist  von  einem  sein  sollenden  Beweise 
begleitet,  der  gar  Nichts  beweist.  Man  kann  ja  gut  und  gern  zugeben,  was 
Herr  Claudel  fordert,  dass  nacheinanderfolgondes  Auflegen  eines  als 
Maassstab  dienenden  geraden  Stückchens  in  der  Richtung  AD  nimmermehr 
nach  B  führe,  dass  dasselbe  negative  Ereigniss ,  ein  Sichentfernen  von  /?, 
die  Folge  des  Uebergangcs  auf  die  Z>C,  auf  die  CK  wäre,  wenn  man  auf 
jenen  Linien  bliebe,  dass  erst  auf  der  EB  nach  B  zu  gelangen  ist,  und  wenn 
man  das  Alles  zugegeben  hat,  so  folgt  keineswegs,  dass  AD-{-BC+  CE-^-EB 
^ AB  ist.  Herr  Claudel  schiiesst  weitere  Sätze  an,  deren  Beweise  er 
verschweigt,  indem  er  sich  mit  der  Angabe  ihrer  Reihenfolge  begnügt. 
Dreiecke,  sagt  er,  sind  congruent  bei  Gleichheit  zweier  Seiten  und  des  ein- 
geschlosseneu Winkels,  bei  Gleichheit  einer  Seite  und  der  beiden  anliegen- 
den Winkel,  bei  Gleichheit  der  drei  Seiten,  In  einem  Punkte  einer 
Geraden  lässt  sich  nur  eine  Senkrechte  erheben.  Von  einem  Punkte  ausser- 
halb einer  Geraden  lässt  sich  nur  eine  Senkrechte  auf  sie  fällen.  Recht- 
winklige Dreiecke  sind  congruent  vermöge  der  Gleichheit  der  Hypotenuse 
und  eines  spitzen  Winkels.  Kann  man  wirklich  mit  keinen  weiteren  Vor- 
kenntnissen versehen,  als  sie  soweit  geschildert  wurden,  beweisen,  dass  von 
einem  Punkte  ausserhalb  einer  Geraden  nur  eine  Senkrechte  auf  sie  möglich 
ist?  Wir  müssten  den  Beweis  selbst  gesehen  und  geprüft  haben,  um  daran 
zu  glauben.  Und  dennoch  stützt  sich  anf  diesen  Satz  und  auf  die  Definition: 
ParalleUinieu  Hi^d  solche,  welche  auf  detttelbou  Gorndeu  senkrecht  stehen, 


R*»*l9  d«fUr,  dMB  Purallnlltöien  sich  nfemAls  trpffen  fcönncii,  wpÜ  gonst 
^on  ihrem  DnrcliachnittspuDlcte  aqs  zwei  SenkrpcUle  ku  pinor  Gernden 
ttiogen  WHrcu,  Eine  Ersclileichting  einet  geometiisclipn  Wnhrlieil  lipf-t 
«ch  berpits  dein  AuCnnge  der  Entwickelung  za  Grunde.  Nicht  besser 
nrbsit  «8  sich  mit  der  FortsdUung.  Wenn  der  Beweis  des  Satzes,  daas 
äenkrecbte  eu  einer  Parallplen  auch  die  andeve  Parallele  treffe,  mit 
ien  Worteu  begiont,  innn  werde  ducli  von  irgend  einem  Punkte  P  nus  eine 
Senkrechte  ziehen  können,  wek-be  beide  Parallelen  treffe,  s«  ist  auch  d«8 
line  Vnrniiasetzung  ohne  jede  Heuhtfertigung.  Möchten  daher  auch  —  was 
ber  nicht  behauptet  werden  soll  —  die  weileren  Folgerungen  bia  zum 
«vhlidiachea  Poslulate,  daes  zwei  Gerade  sich  schneiden,  welche  mit  einer 
meiDsamen  Transversale  verschiedene  Kicfalnng8Unterscbied*>  haben, 
ch  Bo  streng  sein,  wir  könnten  darnm  doch  in  dem  neneu  Veraache  keine 
'«rallelentheorie  erkennen,  welche  voranaselznngslos  Alles  bewiese.  Uie 
U.swabl  der  Erfahrungssälze,  welche  an  die  Spitze  der  Geometrie  zu  stellen 
ii),  mag  bis  2u  einem  gewissen  Grsde  Geschmackssache  sein;  die  That- 
che,  dass  solche  Erfabrungssatse  an  der  Spitze  stehen,  kebri  regelmAssig 
eder,  nnr  dass  der  Verfasser  sicli  dessen  mehr  oder  weniger  bewnsst 
Bebeint.  Auch  Herr, Claudel  bat  diesem  Gesetze  sich  nicht  entziehen 
ktiDen;  auch  er  hat,  wie  wir  sehen,  zwei  bis  drei  nnbewiesene,  weil  nn 
weisbare  VordersäUe  nolhig,  anf  welche  er  sich  zu  stützen  hat. 

f'ANTOR. 


>itr&^  SV  meohRuiachen  Wärmetheorie,  von  Baron  N.  DBLLiiiasHAUBKn. 

^<^idelberg,  Harl  Wioter's  Universitätsbuchhandlung.  1874. 
Das  llfi  Serien  8"  enlhBltendo  Werkcheu  besteht  ans  vier  gesondprlen 
bbandlungen .  nämlich :  I.  Mathematische  Begründang  der  Vibrations- 
«orifl  der  Wärme,  S.  1  —38;  2.  Die  inneren  Bewegungen  und  ihr  Eioflusa 
if  den  Aggregat  zustand  der  Körper,  S.  30  — 64 ;  3.  Die  Wärme,  eine  Innere 
bendige  Kraft  der  Körper,  8.05—96.  und  4.  Die  chemische  WSrmo  der 
firpGr,  S,  87  —  1 10.  Der  Zweck  der  Schrift  i»l  die  nähere  Beleuchtung  und 
lafttfaiDug  einiger  Thcile  in  des  Verfassers  vorausgegangenem  Werke: 
Srundzüge  einer  Vibrationatheorie  der  Natur",  1872.  Ueher  die  einzelnen 
esondcrt  dastehenden  Abhandlungen  müssen  wir  auch  gesondort  unser 
Ttbeil  abgeben. 

Der  erste  Theil  der  ersten  .Abhandlung  bat  es  zu  thun  mit  der  behann- 
in  mathematischen  Behandlung  unendlich  kleiner  Schwingungen  und  deren 
UBammenaetzung.  Da  sich  stehende  Wellen  bilden  sollen,  indem  jeder 
ITellenzug  an  der  Begrenzung  eines  Körpers  reflectirl  wird,  so  wird  jeden- 
llU  erfordert,  dass  die  Wellenlange  ausserordentlich  (unendlich)  klein  sei, 
eil  aoDSt  für  verschiedene  Dimensionen  des  Körpers  das  Entstehen  stehen- 
er  Wellen  bei  unveränderlicher  ScbwingungsEeit  (wie  sie  der  Verfasser 
•flrt  TIt  AMM»  d.  gilmht.  t  Muh,  n.  Of^  »X.  »■ 0 
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docli  weiter  eunlck  zn  verfolgpu.    Ans  dieecro  Beditrfniss  ist  der  rorlif^o» 
Versucb  einer  Wiiidignng  der  Arhoiteu  HeGse's  hervorgegangen, 

la    der  Tliat  raiiss  abßr  bei  diesem  iiuccessiven  Zurück vorfolgen 
bistorUclieii  ZasfimtnetihangeH  eine  neue  LHcke  fühlbar  werden.   Wirkinn« 
die  BezielinngCD    der  HesBe'flclien  Arbeiten    »n   denen  Jacobi' 
erledigen,  ohne  eine  Darlegung  dieser  letzteren  itacli  von  algebra 
Seite  her  vornusxuBetsen ,  wie  es  für  die  fnuctionentheoretischei)  Arbeit« 
dieses  MeistErs  in  der  Uirichlet'achen  GedSchtiÜBsreJe*  geschehen  tsM 
Wenn    wir  also  anch  jene  Bezieliangen  hier  nur  unvollkoinroen  iinfaitreK 
kÜHnen,   bd   bleibt   doch   unsere    eigenilicho  Aufgabe  die  Würdigung  d 
Arbeiten  Hcsso'a  an  sich;   nnd  diese  wird  doreli  deren  anKgraprochei 
Eigenart  und  dnrch  den  UniGtand,  dasa  deren  tiefgreifende  Einwirkung  ai 
die  Enlwickelung  der  Wissenschaft  sich  rasch  volkogen  hat  und  im  Oanie  -• 
beendet  iat,  eine  verbällnisstnftssig  einfache. 

Diesem  Umstände  gemäss  ist  auch  die  Stellnog  Hosse's  selbst  ein 
anerkannte;  nnd  so  mögen  wir  hier  schon  genaner  bcxeicbnen,  worin  i' 
Bedentang  desselben  bernht.     Es  ist  Hesse,  der  znersl  erkannt  bat,  di^_ 
die  Theorie   der  homogenen  Formi<n    das  von  aller  öeometrio  l*- 
gelüate   TJulersnuhungsfeld   für   den    Algebraiker   bildet,    wobei 
Resultate   der  Forschung   ihre  1  Dter[iretatiun    in  denjenigen  genmelM 
echeu  Eigenschaften  der  algebraischen  Curveo  and  Flachen  finden,  welcr^ 
wir  die  projectivischeu  nennen.    Er  hat  weiterbin  jene  Theorie  anch  irir- 
licb  eingeleitet,    indem  er   wenigstens  die  nächste  der  von   einer  Gm 
form  abhKiigigen  FermPn,  die  Determinante,  welche  jetzt  Re» 
Namen  trägt,  anfstellte  und  ihre  Bedeutung  in  wichtigen  I'roblemoi 
Elimination  und  Geometrie  systematisch  verfolgte.  So  knüpfen  die  ei 
Begriffe  Und  die  erste  Enlwickelung  der  Invarianten Ibeorio  an  Hesae  ■ 
—  Sehen  wir  znnSchst,   wie  dessen  Arbeiten  selbst  auf  Jacobi  sarSc 
rubren. 

Dio  Arbeiten  Jacoli's,  die  nach  so  vielen  Seiten  bin  bahnbrefh«  ' 
gewirkt  Iiahen,  sind  fOr  diejenigen  Hesse'x  in  swei  Richlungen  von  nnm  ä— •>" 
telbarem  Eintliiss  geworden:  Kunüchst  durch  ihren  gedanklichen  Inhalt  .^^  *' 
den  algebraischen  Problemen,  die  sie  behandeln,  sodann  dorch  die  anal» -^'J 
tischen  Methoden,  dio  theils  als  Uilfsmitlid  bei  Uniersucbungon  mannics:^  ^" 
(laltiger  Art,  theils  auch  als  selbslniandige  Darstellungen,  wie  jono  il^^  ^ 
Theorie  der  Determinanten  (iMl,  Journal  Crelle  !2) ,  anflretm.     Es  " 

Übrigens  nnraöglicb,  diese  beiden  Uichinngen  in  ihrem  EinflusKK  getrennt  ^^ 
verfolgen.  Denn  überall  zeigt  sich  bei  Jaoohi  die  ori^'iuale  Kraft,  die  t^^*** 
Behandlung  nener  Probleme  neue  Hilfomiltel  ersinnt  oder  vorhandene  va 
allgemeinert;  nnd  es  zeigt  sich  auf  der  andern  Seite,  wie  im  Anschlasie 
die  Enlwickelnng    selbst    sich    auch    der    Gedankenkreis    nach   aad   i 
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Otto  Hesse 

(geb,  in  Königsberg  am  ZZ,  April  1811,  gest.  in  MQncben  am  4.  Augast  1874). 

Von 

Prof.   M.  NOETHEB 

in  Erlangen. 


Innerhalb  zweier  Jahre  hat  die  dentsche  algebraisch  -  geometrische 
Wissenschaft  ihre  beiden  grössten  Vertreter  verloren:  seinem  so  frtih  dahin- 
geschiedenen Schüler  Alfred  Clebsch  ist  der  Altmeister  Otto  Hesse 
jetzt  nachgefolgt.  Wir  können  in  dieser  Reihe  noch  den  dritten  analytischen 
Gcometer  anführen,  der  in  Deutschland  mit  den  Synthetikern  Möbius  und 
Steiner  schon  an  der  Spitze  der  aufstrebenden  Wissenschaft  stand  und  mit 
ihnen  vereint  der  Geometrie  einen  wesentlichen  Gehalt  gab,  den  vor  sechs 
Jahren  einer  wieder  neu  aufgenommenen  geometrischen  Thätigkeit  entris- 
senen Julius  Plücker  (1801  —  1868). 

Dem  Verdienste  dieses  Letzteren  hat  Cllebsch  eine,  ausführliche 
Darstellung  gewidmet*,  welche  auch  die  Entwickelung  der  die  Geometrie 
beherrschenden  Principien  eingehend  verfolgt.  Auf  Hesse,  der,  wie  nach 
ihm  Clebsch  selbst,  vor  Allem  Algebraiker  war,  wird  dabei  mehr  nur  wie 
im  Gegensatz  zu  Plücker  hingewiesen.  Aber  die  wissenschaftliche  Thä- 
tigkeit Hessens  weist  in  ihrer  wichtigsten  Seite  zunächst  auf  Jacobi 
(1804  — 1851)  hin,  dessen  Schüler  im  eminenten  Sinne  des  Wortes  Hesse 
war.  Und  während  die  späteren  Entwickelungen  gerade  dieser  Richtung 
durch  die  Darlegung  der  Arbeiten  Clebsch' 8  bereits  eine  eingehende  Be- 
handlung erfahren  haben**,  erscheint  es  auch  nothwendig,  diese  Richtung 


*  A.    Clebsch:  „Zum  Gedächtuiss  an  Julius  Plücker."    Bd.  16  der  Abb.  der 
Gott.  Akad.d.  Wiss. 

**  Alfred  Clebsch,  Vanaeh  ainer  Darlegung  und  Würdigung  seiner  wissenschaft- 
lichen Leistangtiu  '  (Loipsig,  Tenbner  1873,  aus  Matb. 
Ann.  Vn.) 
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über  Raamgeometrie,  auf  die  quadratischen  Formen  zurückgekommen.  Aber 
wenn  er  auch  ihre  Theorie  nicht  eigentlich  weitergeführt  hat,  was  erst  durch 
Weierstrass  (1858)  und  in  Arbeiten,  die  sich  an  diesen  anschliessen, 
geschah ,  so  hat  er  doch  noch  eine  wichtige  Anwendung  derselben ,  die  auf 
die  Transformation  der  zweiten  Variation  eines  einfachen  Integrals  mit 
einer  zu  bestimmenden  Function,  wesentlich  gefördert  (1857,  J.  Cr.'Borcb. 
54).  Dem  Vorgange  Jacobi's  folgend,  und  unter  umfassender  Anwendung 
der  algebraischen  Hilfsmittel,  gelang  ihm  der  Beweis  der  schon  oben 
erwähnten,  von  diesem  gegebeneu  Reduction  des  Problems,  was  dann  weiter 
zur  Inangriffnahme  und  zur  Lösung  des  allgemeinen  Problems  der  Varia- 
tionsrechnung die  Anregung  lieferte*. 

Von  dem  tiefsten  Einflüsse  auf  den  Fortschritt  der  Wissens ::haft  ist 
eine  andere  Anregung  geworden,  die  Hesse  aus  den  Jacobi^schen  Ar- 
beiten  empfing.  Um  die  algebraische  Operation  fähig  zu  machen ,  den  Oe- 
dankengehalt  der  Geometrie  in  sich  aufzunehmen  und  die  Probleme  in 
eigener  freier  Gestaltung  auszuführen,  war  vor  Allem  eine  weitere  Ausbil- 
dung der  Theorie  der  Elimination  der  Variabein  aus  mehreren  Gleich  • 
ungen  nothwendig.  Im  15.  Bande  von  Grollens  Journal  (1885)  hatte 
Jacobi  die  Eliminationsmethode  von  Euler  und  B^zont,  welche  die 
Aufgabe  für  zwei  Gleichungen  72^^"  Grades  auf  die  Elimination  aus  einem 
System  linearer  Gleichungen  zurückgeführt  hatten  (der  erste]*e.  durch  snc- 
cessive  Eliminationen,  der  zweite  auf  directerem  Wege),  neu  dargestellt 
und  die  Resultante  als  n- reihige  Determinante  gegeben.  Aber  diese  Ab- 
handlung discutirt  auch  ausführlich  die  Beziehungen  zwischen  den  in  die 
Formeln  eingehenden  Coefficientenaggregaten  und  insbesondere  die  Gleich- 
ungen, welche  die  Resultante  selbst,  und  ihr  Product  mit  einer  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  willkürlichen  Function,  als  Functionen  der  gegebenen  bei- 
den Formen  darstellen. 

Es  lässt  sich  nun  verfolgen,  wie  sich  an  diesen  letzteren  Gedankengang 
die  Entwickelung  der  Eliminationstheorie  anschliesst.  Dem  Charakter  des 
analytischen  Verfahrens  entsprechend ,  strebt  diese  Ausbildung  auch  hier 
grössere  Allgemeinheit  dadurch  an,  dass  sie  nach  und  nach  das  von  der 
zufälligen  Gestalt  der  einzelnen  Aufgabe  Abhängige  abstreift.  Wenn  die 
Schöpfung  solchor  Methoden  auch  einen  tiefen  Einblick  in  das  Wesen  des 
l^roblems  voraussetzt,  so  zeigt  sich  doch,  wie  sich  derselbe  erst  später,  bei 
fortgesetzter  Anwendung,  zu  völligem  Verständniss  erhebt. 

Nachdem  Hesse  1843  selbst^tändig  auf  die  schon  früher  von  Syl- 
vester erhaltene,  von  diesem  als  „dialytische"  bezeichnete  Methode  der 
Elimination  aus  zwoi  Gleichungen,  eine  Modification  des  obengenannten 
Verfahrens,  gekommen  war,  tritt  nun  in  seiner  wichtigsten  Arbeit  „Ueber 
die  Elimination  der  Variabein  aus  drei  algebraischen  Gleichungen  zweiten 


*  VcrgL  die  oben  cilirte  Schrift  ViWr  e\e\i%<i\\,Ä,-- 
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Grades  mit  zwei  Variabein"  (Jan.  1844,  J.  Cr.  28)  und  in  der  unmittelbar 
folgenden  Abhandlung  Über  die  Wendepunkte  der  Cnrven,  der  Gedanke 
klar  hervor :  nicht  die  Darstellung  der  Endgleichung  an  sich ,  sondern  der 
Einblick  in  die  Natur  der  Functionen,  aus  denen  sie  sich  zusammensetzt,  muss 
das  Ziel  sein.  So  wird  denn  die  einfachste  der  von  den  drei  quadratischen 
Grundformen  abhängigen  Formen,  ihre  Functionaldeterminante,  ge« 
bildet  und  eine  beliebige  weitere  Function  dritten  Grades  linear  durch  diese 
vier  Formen  ausgedrückt,  wodurch  das  Problem  zunächst  auf  ein  System 
linearer  Gleichungen  zurückgebracht  wird.  Indem  aber  weiter  die  quadra- 
tischen Formen  sich  als  Polaren  einer  neuen  Form  dritten  Grades  ergeben, 
zeigt  sich  das  Problem  als  zur  Theorie  einer  cubischen  ternären  Form 
gehörig,  und  nun  sehen  wir,  wie  sich  aus  der  frühern  Eliminationsaufgabe 
die  Theorie  einer  solchen  Form,  d.  h.  der  Curven  dritter  Ordnung,  ent- 
wickelt. Die  bezeichnete  Functionaldeterminante  geht  in  die  hier  zum  ersten 
Male  auftretende  Determinante  der  zweiten  partiellen  Differen- 
tialquotienten der  cubischen  Form,  in  die  llesse'sche  Determi- 
nante derselben,  über.  Und  es  folgt  der  Fundamentalsatz  der  ganzen 
Theorie:  dass  die  Determinante  irgend  einer  Form  kf-^-lJ  der  linearen 
Schaar,  welche  aus  der  cubischen  ternären  Form  f  und  ihrer  Determinante 
^/  gebildet  ist,  ebenfalls  eine  dieser  Schaar  angeiiörige  Form  ist. 

Von  dieser  Covariante  J  der  Form  f  wird  sogleich  auch  ihre  wesent- 
liche Eigenschaft,  bei  linearer  Transformation  invariant  zu  sein,  zur  Ueber- 
führung  von  /'in  eine  canonische  Form  benutzt,  welche  die  zweiten  Poten- 
zen der  Variabein  nicht  mehr  enthält,  eine  auf  vier  Arten  mögliche  Keduc- 
tion.  Wenn  sich  so  für  die  Theorie  der  homogenen  Formen  eine  erste 
Grundlegung  ergiebt,  so  geht  Hesse  auch  auf  die  Interpretation  des 
Zusammenhangs  der  gefundenen  Formen  für  die  Geometrie  ein,  und  er  findet 
das  wichtige  Resultat,  dass  die  Wendepunkte  einer  Curve  n^^^  Ordnung 
allgemein  als  vollständiger  Schnitt  derselben  mit  einer  Curve  der  Ordnung 
3(n~2),  der  durch  die  Determinante  gegebenen  Hesse 'sehen  Curve  der 
erstem,  bestimmt  werden,  ein  Resultat,  das  vorher  nur  für  Curven  dritter 
Ordnung  von  PlÜcker  erhalten  worden  war.  Für  diese  Curven  dritter 
Ordnung  selbst  ergiebt  sich  durch  die  oben  erwähnte  Reduction  die  inter- 
essante Gruppirung  der  Wendepunkte. 

Hesse  hatte  den  Ausgangspunkt  für  die  Ableitung  des  allgemeinen, 
auf  die  Wendepunkte  bezüglichen  Satzes  in  der  gewöhnlichen  Theorie  der 
Krümmung  der  Curven  genommen,  die  für  die  gesuchte  Function  einen 
Ausdruck  liefert,  der  in  den  Coordinaten  der  Schnittpunkte  um  zwei  Ein- 
heiten zu  hoch  ist.  So  entstand  das  erste  grössere  Beispiel  der  Reduction 
der  Resultanten  mit  Hilfe  der  Gleichung  der  gegebenen  Curve,  der  Her- 
ausschaffnng  von  Factoren,  die  zu  der  eigentlichen  Frage  nicht  in 
Beziehung  stehen,  vielmehr  von  der  speciellen  EliminatiQii&YGLfil\;^^^^ V.^^- 
riihren.     *  ^  <^^;eQ ,  da&a  m\\.  O^v^^^i  \i^\  '^\\ij\\i^>cwwisSÄ"*^^^ 
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immer  wiedorkchrenden  Aufgabe  eine  ganze  Richtung  weiterer  Untersuch* 
ungen  angedeutet  ist  und  dass  in  ihrem  Gefolge  sich  die  Invariantentheorie 
erst  entwickelt  hat. 

Der  einfachste  Fall  einer  solchen  Aufgabe  tritt  schon  bei  der  Gleich- 
ung der  Tangente  einer  gegebenen  Curve  auf,  wenn  die  Gleichung  der  letz- 
teren in  nicht  homogener  Gestalt  vorliegt.  Auch  jene  Gleichung  wird  in 
den  Coordinntcu  des  Berührungspunktes  um  eine  Ordnung  zu  hoch,  aber 
die  Einführung  der  homogenen  Form  allein  genügt  schon,  mit  Hilfe  der 
Gleichung  der  Curve  den  linearen  Factor  heraustreten  zu  lassen.  Dieses 
Beispiel  weist  also  auch  schon  auf  die  Nothwondigkeit  der  Einführung  der 
homogenen  Formen  in  die  algebraische  Theorie  der  geometrischen  Ge- 
bilde hin. 

Ein  wesentliches  Mittel  zur  Erreichung  der  Reduction  der  Resultanten 
hat  die  von  Joachimsthal  J.  Cr.  33  angegebene  Afothode,  nach  der  man 
die  Bestimmung  der  Schnittpunkte  einer  Curve  mit  einer  Geraden  auf  zwei  in 
dieser  letztern  befindliche  feste  Punkte  bezieht,  geliefert.  Wir  finden  diese 
Methode,  welche  Curvenprobleme  theilweise  auf  solche  binärer  Formen 
zurückführt,  zuerst  in  einer  Abhandlung  von  Cayley  (1846,  J.  Cr.  34) 
benutzt,  in  der  die  durch  Hesse  angeregten  Eliminationsfragen  nach 
mehreren  Richtungen  fortgeführt  werden.  Indem  hier  das  Problem  der 
Wendepunkte  mehr  in  projectivischem  Sinne  gefasst  wird,  gelangt  Cayley 
bereits  hier  zur  Anwendung  seiner  schon  früher  aufgestellten  symbolischen 
Methode,  und  er  zeigt  wenigstens,  dass  die  weiteren  analogen,  aber  compli- 
cirtercn  Probleme,  wie  das  der  Doppeltangonten  einer  Curve,  von  einer 
Ausbildung  des  Invariantencalculs  äbhän;;en.'^ 

An  dem  Problem  der  Doppeltangenten  vor  Allem,  insbesondere  der- 
jenigen der  Curven  vierter  Ordnung,  schreitet  nun  die  Eliminationstheorie 
weiter.  Im  3t5.  Band»  von  Crelle's  Journal  (1847)  schlägt  Hesse  densel- 
ben Weg  ein,  den  nach  dem  Obigen  Cayley  genommen  hatte,  führt  ihn 
aber  in  der  eleganten  und  durchsichtigen  Darstellung,  die  allen  seineu  Ar- 
beiten eigen  ist,  bis  zur  Erledigung  der  Reduction  für  die  Reihe  dnr  nächst- 
liegenden Formen  durch.  Er  gelangt  so  auch  zu  einer  Erniedrigung  der 
von  Cayley  gegebenen  Gleichung,  welche  die  Berührungspunkte  der  Dop- 


*  Wir  haben  hier  übrijjreiis  zu  erwähnen,  dass  diese  Cayley 'sehe  Arbeit  ver- 
süliiedoue  spiltc-r  (Mhaltcno  Resultate  schon  vorweg  genommen  hut{  so  das  Verhalten 
der  HesscNcheu  Determinante  einer  Curve  in  einem  Doppel-  oder  Rückkelu'puukte 
der  letztern  (s.  Hetsse,  lirief  an  Jucobi  v.  27.  Nov.  1849,  J.  Cr.  40,  und  Jacob i  's 
Erwiderung);  so  feiner  das  sogenannte  „Uebertragungsprincip^*,  das  später  Clebscli 
entwickelt  hat  (das  man  nicht  mit  dem  von  Hesse  ebenso  genannten,  noch  uiiteu 
S.  87  zu  besprechenden  Prinoip  verwechseln  wird).  Dasselbe  findet  sich  aber  für 
einen  spcciellern  Fnll  angewandt,  uud«^  ist  in  der  That  ja  auch  nichts  Anderes,  als 
eiae  besondere  Form  der  Anwendung  dci  3  oacVi\mfi\iVi«kV^t2^^ÄTi'Ä^^^^^» 
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poltangcnten  einer  Cnrvo  vierter  Ordnung  bestimmt,  ohne  jedoch  damals 
den  letzten  noch  übrigen  quadratischen  Factor  beseitigen  zu  können. 

Wie  sehr  diese  Fragen  alle  Kräfte  zur  Begründung  des  Problems  selbst 
und  zur  Schaffung  neuer  Hilfsmittel  anregten,  wird  durch  einen  Brief  von 
Hesse  an  Jacobi  (27.  Nov.  1849,  J.Cr.  40)  gezeigt.  Jacobi  war  ein 
Beweis  für  die  Möglichkeit  der  Rednction  der  zuletzt  genannten  Gleichung 
gelungen,  ein  Beweis,  der  später  in  seiner  einfachsten  Form  von  Olobsch 
(J.  Cr.-Borch.  63)  dargestellt  worden  ist.  Hesse,  dem  ein  solcher  Beweis 
zur  „Lebensfrage**  geworden  war,  sah  sogleich  den  „unberechenbaren 
Nutzen  desselben  für  seine  eigenen  Bemühungen**  voraus.  Aus  dem  näch- 
sten Briefe  vom  7.  December  erbellt,  wie  die  neue  Anwendung  der  Deter- 
minantentheorie durch  Ränderung,  die  in  den  späteren  Arbeiten  II esse's 
eine  hervorragende  Rolle  spielt,  im  Entstehen  begriffen  ist;  und  noch  in 
demselben  Monat  (Brief  vom  30.  Dec.  1849,  J.  Cr.  40)  gelingt  es  endlich 
Hesse,  die  langgesuchte  Gleichung  14.  Grades  für  die  Doppeltangonten 
der  Curve  vierter  Ordnung  in  reiner  Form  hinzustellen. 

Später  hat  Salmon  eine  zweite  Methode  für  dieses  specielle  Problem 
angegeben  (1858).  Die  weitere  Entwickelung  des  allgemeinen  Problems,  die 
unabhängig  von  Hesse  verlaufen  ist,  haben  wir  hier  nicht  zu  verfolgen,  um 
80  weniger,  als  schon  in  der  oben  citirten  Schrift  über  Clebsch  die  Weiter- 
führung der  Ideen  der  Invariantentheorie,  zunächst  von  Seiten  der  eng- 
lischen, dann  der  deutschen  Algebraiker,  ausführlich  betrachtet  worden  ist. 
Es  möge  nur  erwähnt  werden,  dass  die  wirkliebe  Ausführung  der  Rednction 
um  Potenzen  linearer  Factorcn  erst  in  neueren  Arbeiten  (vergl.  Gordan: 
Ueber  Combinanten,  Math.  Ann.  V),  in  denen  die  Betrachtung  von  Formen 
mit  mehreren  Systemen  von  Variabein,  der  Joach im sthal' sehen  Methode 
analog,  wesentlich  ist,  zu  einem  gewissen  Abschlüsse  gebracht  ist,  der  aber 
für  das  einzelne  Problem  noch  ein  weites  Feld  der  Untersuchung  übrig  lässt. 

Dagegen  hat  Hesse  die  Rednction  für  ein  weiteres  specielles  Problem 
gegeben.  Er  hat  die  Aufgabe  für  die  Wendepunkte  nochmals  direct,  und  zwar 
algebraisch  von  einer  neuen  Seite  her,  angefasst,  die  seitdem  auch  für  höhere 
Probleme  mehrfach  angewandt  worden  ist,  nämlich  durch  Umformung  des 
Determinantenausdrucks,  welcher  in  Difforentialform  die  Bedingung  ans- 
drückt,  dass  eine  Gerade  drei  aufeinanderfolgende  Punkte  mit  der  Curve 
gemein  hat  (1849,  J.  Cr.  41).  Und  auf  dieselbe  Weise  wird  auch  das  erwei- 
terte Problem  behandelt  und  gelöst:  die  Gleichung  der  Schmiegungsobene 
eines  Punktes  einer  Raumcurve,  die  der  vollständige  Schnitt  zweier  Flächen 
ist,  aufzustellen.  Es  sind  diese  Darstellungen  aber  geeignet,  noch  in  ande- 
rem Sinne  unser  Interesse  in  Anspruch  zu  nehmen.  Denn  die  Umformungen 
erhalten  durch  die  Einführung  von  geränderten  Determinanten  eine  beson- 
dere Leichtigkeit,  und  die  Darstellung  wäre  sogar  durch  consequentere 
Anwendung  auch  der  mehrreihig  gerlindertfin  Dfitormioanten  noch  zu  ver- 
einfachen gewesen  (wie  später  Cleb*  -»>^*  ^ä5^ 


!et  bemerkensnertli,  Jbss  nun,  «an  Irülier  bei  Uniiiie  Didildei  F«ll  ist,  < 
pTnIilem  in  dnrchaus  [trojectiviBcliom  Sinno  Bargefusat  wird,  ao  dass  dtS 
lomojjonen  Courdinateo  ghno  Rücksicbt  auf  in6tnscb<>  ßedeuinng  «uftTfllon, 
ganz  in  der  VVoiee,  die  spBter  Clebach  Dscb  diesem  VorgMga  altgeaidil 
nngenommen  Iial*. 

Wir  liaben  Bcbon  aogedautet,  dass  der  Gedankenkreis,  in  wflIelietD  «i 
die  Biir  Invariantentbeorie  zu  reebnenden  Arbeiten  Ueeso'e  bewogen,  daü 
der  Unlersncbnog  von  canoniscben  Formen  ist;  eine  Atl  der  B«* 
Iracbtung,  die,  von  so  wichtigen  Keanltnten  sie  für  specicllere  ProbliM; 
begleitet  sein  kann,  für  die  allgemciDe  Theorie  in  den  Tiintergmod  trete« 
mnss,  wie  das  denn  in  der  That,  besonders  seit  den  Arbeiten  Aronhold'i, 
geschehen  ist.  Die  geometrischen  Resultate  fQr  die  Cnrven  dritter  ond  v 
tcr  Ordnung,  die  Hesse  in  einer  Reihe  reicher  und  schöner  AbliaDdlongn 
niedergelegt  bat,  sind  an  solche  besondere  Formen  von  Curvengleicbio; 
geknüpft,  insbesondere  an  die  Darstellung  derselben  in  Form  von  s) 
metrischen  Determinanten ,  deren  Elemente  lineare  Functionen  der  Coordli 
naten  sind.  Aus  der  Tbatsachc  allein,  die  ans  der  ersten  der  Abbandinag« 
{J.  Cr.  28)  sieb  ergab,  dass  für  die  Curven  dritter  Ordnung  diese  Darstelliu 
auf  dreierlei  Weise  möglich  ist,  rosnltirte  sofort  eine  Monge  auf  die  Sjcten 
von  Paaren  conjngirler  Paukte  dieser  Curven  bezüglicher  SStze  (IM1,  J.  < 
30),  sowie  Sätze  über  die  mit  diesen  Systemen  zusammenbüngendeo  UoeM 
Systeme  von  Berührungskegelschnitten,  die  vieUach  über  die  von  Matt 
lantin,  Poncelet,  Plücker  nnd  Steiner  gegebenen  Sätse  liittaa« 
gehen. 

Die  Behandlung  solcher  symmetrischen  Determinant«»,  beM 
ders  bezüglich  ihres  Verhaltens  bei  linearer  Trans  form  alion  der  VaHabi 
nnd  ihrer  Beziehungen  zu  solchen  Determinanten,  die  durch  RSoderni 
freilich  auch  hier  nur  durch  eine  eiuzige  Ründerung,  aus  ihnen  hcrvni^flbi 
bildet  von  jetzt  an  den  Kern  der  algebraischen  Bolrachtuugeu  Ucss« 
Wir  mögen  hierbei  an  den  Unterschied  dieses  Verfahrens  von  demjcnig 
Pliickcr's  erinnern,  der  vielmehr  mit  algebraischen  Symbolen  dou  gi 
metrischen  Conatructionea  nachfolgte.  Dieser  Gang  und  die  daram  äicsa« 
den  Resallate  für  die  Gruppirnng  der  Doppelt angenten  der  Curven  vierti 
Ordnung  waren  von  Hesse  Jedenfalls  spätestens  1B5I  gPwonn«ii  (veq 
J.  Cr.  45,  8.  101),  aber  die  systematische  Daistellnng  ist  von  ihm  erst  18 
(J.  Cr.  49)  gegeben  worden. 

Wenn  schon  diese  Methode  auch  Für  sich  zur  Aufstellung  von  Systemi 
von  Beriihrungscurven  führte  und  zu  Sütsen,  die  gl6icl)iteitig  aucli  vi 
Steiner  (J.  Cr.  40)  veröffentlicht  worden  sind  (wie  auch  wenige  oinaoL 
derselben  vorher  schon  von  Salmon),  so  ward e  jene  Qrnppiruog  doch  oi 

*  llleriins  folgte  eine  Modi Gcatioo  der  beiiiiglkljeu  Stellu  der  Clebsck-Scbri 


Brcb  eioe  alegsnte  Cumbination  der  aDalytiscIien  Behaudlang  mit  ävi  goo- 
trischeo  Änsclianung  völlig  Ubersichtlicb.  Vermöge  derselben  wird  das 
•beut)  ProUlem  mit  eineio  Problem  im  Räume  in  Verbindung  gesetzt  und  dio 
Bnsiebuugeii  der  28  Ouppellnngenleu  der  Curvc  vierter  Urdnuiig  an  dorn 
Bilde  der  28  VerbiodungaliDieD  von  nebt  l'unkleo  im  Räume  erUutert.  Und 
Wittes  Bild  ist  ancb  fiir  alle  übrigen  VerbältuisBo  der  Curvo  vierter  Ordnung 
VoDBedeutUDg:  os  gebt  dircct  aus  der  Damtellnng  ihrer  Gieiubung  in  Purin 
•ber  rJerrcibigeD  symmetrischen  Delermintiute  borvor.  Denn  betrachtet 
aan  eine  zweifach  unendliche  Schanr  von  Flächen  zweiter  Ordnung  mit 
«tht  feeten  Gruudpnuklen,  so  genügen  die  Parameter  der  KegelflScben 
iliiuer  St^baar  einer  Bedingang,  welche  eben  aU  jene  Gleichnug  einer  Ciirve 
•isrter  Orduang  anfgcfaast  werden  Itana. 

Dieser  ZnsammeuhaDg  fährte  vor  Allem  za  dem  Nachweise,  dass  die 
bOKoadere  Gleicbangaform  der  C'urve  noch  auf  35  weitere,  yon  der  erstereo 
irtsontlioh  verschiedene  Arten  hergeatellt  werden  knun,  wobei  man  nur  eino 
Strengere  explicite  Begriiiidung  de»  Satses  vermissen  mag,  dass  dio  nll- 
[emeiuQ  Curve  vierter  Ordnung  überhaupt  die  gewühlte  eanonlsche  Gleicb- 
mgitform  erbaUen  kann.  Damit  waren  denn  auch  die  zweierlei  Arten  von 
lyatemen  von  Berührungscnrven  dritter  Ordnung  gefuaden  und  die  Einord- 
lang  der  Systeme  von  BorUhrungskegelsuhnittea  und  Üoppeltangeuteu  in 
S  Systeme  klargelegt.  Einer  spätem  Zeit  (Clebsch  in  J.  Cr.-Borcfa. 
i)  gebSrt  die  ^rkenntuiss  der  Identität  dieser  Probleme  mit  der  TbeituDg 
!er  xugeburigen  AbaTschen  Functionen  an. 

Es  hat  sieb  getroifeu,  dass  einem,  gerade  aus  diesen  geometrischen 
Gpdcnlatioiion  abgeleiteten  Ansprüche  Steiner's  auf  die  Ueberlogeuheit 
synthetischen  Methode  durch  die  algebraischoD  Resultate  Hoase's  zur 
ttlben  Zeit,  in  der  er  erfolgte  (J.  Cr.  49}  auch  begegnet  worden  ist.  In  der 
rb«t  iüt  auch  die  Grundlage  der  Stoiner'scben  Auffassung  überhaupt,  die 
projectiviscfae  Zuordnung  der  Gebilde,  völlig  identisch  mit  der  vonPllicker 
ind  Uease  angeuouimeBen,  bei  welcher  die  Zuordnung  dieser  Gebilde 
iorcii  lineare  Beziehungen  zwischen  ihren  varinbeJn  Parametern  vermittelt 
«ird.  lieber  die  weiteren  Beziehungen  Uesse's  zu  Steiner  hat  sich 
aesse  selbst  in  einem  Nachruf  an  Steiner  (J.  Cr.- Borch.  62,  1863)  aue- 
HespTOcbcn:  es  waren  fiirihn  die  Stein  er 'schonEntwickelungen  vonnnmit- 
llliitier  Anregung  geworden,  als  „ein  Wegweiser  Eur  Bildung  und  Erfor- 
Bbvng  von  Ftuctionen,  die  in  der  hohem  Algebra  von  grosser  Bedeutung 
tnd". 

la  diesem  Sinne  hat  Hesse  dio  von  ihm  eingeführte  Determinante 
inet  Function  besonders  eingehend  weiter  zu  erforschen  gesucht.  So  bat  , 
«T  die  Bedeutung  ihres  identischen  Verschwindeus,  dass  die  gegebeue  Form 
durch  lineare  Transformation  in  eine  solche  von  woniger  Variabeln  über- 
geführt werden  kann,  zwar  angegeben  (J.  Cr.-Borcb.  42  und  56);  indessen 
OxiitJrt  bi«  jetzt  meines  Wissens  kein  genügender  und  vollständiger  Beweis 
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dieses  wichtigen  Satzes.  Weiterhin  hat  er  auch  die  Determinante  für  die 
algebraische  Auflösung  der  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades  ver- 
worthct  (J.  Cr.  38,  41),  wobei  besonders  in  der  Behandlung  der  binären 
biquadratischen  Form  durch  den  Umstand,  dass  ihre  Determinante  mit  ihr 
vom  gleichen  Grade  wird,  die  Analogie  derselben  mit  der  ternären  cubischen 
Form  hervortritt. 

Indem  wir  die  algebraischen  Gleichungen  erwähnen,  berühren 
wir  ein  neues  Gebiet,  welches  von  den  Arbeiten  Hessens  bereichert  worden 
ist.  Durch  Abel  kannte  man  eine  ganze  Classe  von  algebraisch  aaflüs- 
baren  Gleichungen,  die  irreducibeln  von  der  Eigenschaft,  dass  eine  Wurzel 
von  einer  zweiten  durch  einen  rationalen  Ausdruck  abhängt,  welcber,  wie- 
derholt, alle  Wurzeln  liefert.  Bei  der  Untersuchung  der  Wendepunkte  der 
Curve  dritter  Ordnung  aber,  für  welche  vorher  nur  die  zwölf  Geraden, 
welche  dieselben  zu  je  drei  enthalten,  bekannt  waren,  ergab  sich  durch  den 
Nachweis  der  vier  Dreiseite,  in  die  sich  die  Geraden  gruppiren,  ein  Einblick 
in  die  besondere  Natur  der  Gleichung  neunten  Grades,  welche  die  neun 
Punkte  bestimmt.  Hiermit  war  nun  (J.  Cr.  34)  eine  neue  Classe  algebraisch 
lösbarer  Gleichungen  aufgestellt:  die  Gleichungen  neunten  Grades,  für 
welche  zwischen  irgend  zweien  der  Wurzeln  und  einer  dadurch  bestimmten 
dritton  eine  rationale  Relation  vorliegt,  von  der  besondern  Art,  wie  sie  durch 
die  Existenz  der  zwölf  Geraden  des  geometrischen  Problems  angedeutet  ist. 
Und  es  war  nicht  nur  ihre,  schon  durch  diese  Relationen  allein  bedingte  Zu- 
rückführbarkeit  auf  eine  biquadratische  und  reine  cubische  Gleichungen  nach- 
gewiesen; es  war  auch  ein  geometrisches  Bild  für  alle  auf  die  Gruppirungen 
der  Wurzeln  bozüglichen^  Verhältnisse  gewonnen.  Solche  anschauliche  spe- 
ciellcre  Beispiele  haben  wesentlich  auf  die  leichtere  Auffassung  und  auch 
auf  die  Ausbildung  der  au  sich  so  abstrusen  Substitutionstheorie  gewirkt, 
deren  von  Galois  schon  bald  nach  den  Abel 'sehen  Untersuchungen 
geschaffene  Grundlagen  auch  erst  nach  dieser  Arbeit  Hesse 's  veröffent- 
licht worden  sind.  —  Die  Aufstellung  der  Uesolventen  seiner  Gleichung  in 
expliciter  Form  findet  sich  bei  Hesse  nicht;  sie  ist  auch  erst  durch  die 
Fortschritte  der  neuem  Algebra  möglich  geworden.  • 

Von  hier  an  hat  Hesse  nicht  nur  noch  weitere  specielle,  algebraisch 
auflösbare  Gleichungen  verfolgt,  iu^besondere  zwei  Arten  von  Gleichungen 
sechsten  Grades,  von  denen  die  eine  die  in  der  Theorie  der  Gleichungen 
vierten  Grades  auftretende  Rosolvente  ist,  die  andere  drei  Pnnktpaare  einer 
Involution  vorstellt;  auch  eine  Reihe  seiner  geometrischen  Untersuchungen 
lassen  sich  leicht  unter  den  Gesichtspunkt  bringen,  die  Theorie  der  alge- 
braischen Gleichungen  von  geometrischer  Seite  her  zu  fördern.  Dabin 
zählen  die  ausführlichen  Darlegungen  der  Gruppirungen  unter  den  Doppel- 
tangenten der  Curven  vierter  Ordnung;  und  von  demselben  Gesichtspunkte 
auif  Ist  auch  die  wiederholte  Beschäftigung  mit  der  interessanten  Figur  auf- 
MufasBOüf   die  ans  dein  PascaV'B^^Xi^ii&^^V^^^^i^  N^\m\N.VxX%V  dAt  15  an- 
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gehörigen  Steiner* sehen  Linien  und  der  20  Punkte,  in  denen  dieselben  sich 

tu  je  dreien  schneiden,  sich  cutwickelt.    Es  tritt  in  diesen  Arbeiten  (J.  Gr.- 

Borch.  60,  68)  die  doppelte  Absicht  hervor,  einmal  für  die  Gleichungeu  und 

ihre  Resolventen  ein  anschauliches  Bild  in  der  Ebene  Zugewinnen,  sodann 

auch  umgekehrt  die  bekannten  Beziehungen  bei  den  algebraischen  Gleich- 

Dngen  für  die  Geometrie  der  Gebilde  von  mehreren  Dimensionen  zu  vor- 

werthen.    Indess  liegen  von  Seiton  Hessens  nur  ganz  wenige  Ausführungen 

in  dieser  Richtung  vor,  ja  wir  köunen  eigentlich  nur  auf  das  ,,Uebertrag- 

angsprincip*^  (J.  Cr. -Borch.  60,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  XI)  hinweisen, 

den  eine  Gleichung  zu  Grunde  liegt,   die  linear  und  homogen  in  einem 

System   von  drei  Variabein ,   quadratisch  und  homogen  in  einem  zweiton 

System  von  zwei  Variabein  ist.   Indom  vermöge  dieser  Gleichung  die  Pnnkt- 

paare  der  Geraden  den  Punkten  der  Ebene  entsprechend  gesetzt  werden, 

hat  man  Coordinaten  eingeführt,  durch  welche  wohl  noch  manches  Problem 

der  Ebene,  insbesondere  wenn  ein  Kegelschnitt  der  Ebene  ausgezeichnet 

m 

'^t,  auf  ein  bin&res  Problem  zurückgebracht  und  einer  einfachem  Behandlung 
■^eänglich  wird. 

Das  Pascal *sche  Sechseck  hat  Iltisse  auch  Gelegenheit  gegeben,  in 
ausgedehntem  Masse  von  den  durch  BobiUier  und  Plücker  eingeführten 
^J^O:) bolischen  analytischen  Darstellungen  Gebrauch  zu  machen.  Später  (J. 
^r.  -Borch.  75)  erfolgte  sogar  noch  eine  zweite  analoge  Darstellung,  in  der 
^Ur  die  Symbole  geränderte  Determinanten  sind  und  die  ganze  Figur  durch 
^lOen  Cyclus  von  Identitäten  zwischen  denselben  repräsentirt  wird.  Es 
Scheint  Übrigens,  dass  Hesse  sowohl  eine  genügende  Kenntniss  des  Zusam- 
menhangs der  einzelnen  auf  die  Figur  bezüglichen  Sätze,  als  auch  ein  an- 
schauliches Bild  der  Figur  noch  vermisste.* 

Wir  haben  uns  im  Vorhergehenden  wesentlich  auf  die  rein  wissenschaft- 
liche Thätigkeit  Hesse's,  die  wir  mit  der  Mitte  der  fünfziger  Jahre  als 
(abgeschlossen  betrachten  können,  beschränkt.  Nur  mit  den  zuletzt  genann- 
teu  Arbeiten  haben  wir  schon  ein  Gebiet  betreten,  das  mit  der  seit  dieser 
Zeit  entfalteten  pädagogischen  Wirksamkeit  II esse* s  zusammenhängt. 
Denn  es  war  seine  Absicht,  au  der  Schwelle  der  analytischen  Geometrie 
solch  einfaches  Material  zu  geben,  an  dem  eine  Keihe  von  Fragen,  die 
später  für  wichtigere  und  complicirtere  Probleme  auftreten ,  bereits  auf- 
geworfen und  mittels  analytisch  ganz  durchgearbeiteter  Methoden  auch 
völlig  erledigt  worden  können,  lu  diesem  Sjnue  haben  sich  die  Lehrvorträge 
Hesse*»  bewegt  und  in  diesem  Sinne  sind  die  beiden  geometrischen  Lehr> 
büclicr,  die  Geometrie  des  Uaumeb  (l.  Auflage  1^1)  und  die  noch  mehr 
elementare  Geometrie  der  Geraden  und  dos  Kreises,  sowie  die  später  in  der 
Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  zuerst  verülVcntlichteu  Vurlebungen  abgefasst. 


*  Vergl.  ührigCDs  hierzu  Bauer  in  den  Iicrichtcn  der  Müncliencr  Akademie  vom 
December  1874. 
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Der  lohalt  dieser  Schriften  ist  denn  auch  vor  Allem  die  Darstellung  der 
erwähnten  symbolischen  Gleichangsformen,  die  in  einer  unübertrefflich 
klaren  Form  geschieht  und  von  Anfang  an  sowohl  die  Macht  der  Aualysis, 
als  den  Yortheil  einer  geometrischen  Veranschaulichung  fühlen  lässt.  Der 
weitere  Inhalt  der  Kanmgeometrie  ist  die  an  die  Polarentheorie  anknüpfende 
Theorie  der  Formen  zweiten  Grades,  wie  sie  nach  dem  Frühem  aus  Ja- 
cob i 's  und  den  eigenen  Arbeiten  Hesse 's  hervorgegangen  ist;  und  hier 
tritt  besonders  die  Untersuchung  über  die  beiden  Gleichungen  hervor,  welche 
die  Hauptaxen  und  die  Axen  eines  ebenen  Schnittes  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  bestimmen,  eine  Untersuchung,  die  nach  dem  Vorgange  K u m - 
mer's  durch  Zerlegung  der  Discriminante  der  Gleichungen  in  eine  Samme 
von  Quadraten  geführt  wird.  Obwohl  diese  Bücher  also  nicht,  wie  die  Sal- 
mon'schen,  eine  Vielseitigkeit  in  den  Ausführungen  und  eine  umfassende 
Einführung  in  alle  Methoden  der  analytischen  Geometrie  angestrebt  haben, 
so  ist  ihre  Wirksamkeit  doch  eine  bedeutende.  Es  ist  hauptsächlich  die 
durchsichtige  Klarheit  in  der  Auscinanderlegung  bekannter  und  neuer  Be- 
griffe  einfacherer  Art  und  deren  Einführung  in  ganz  expliciter  Weise,  was 
diesen  Hesse 'sehen  Darstellungen  ihren  Werth  verleiht  und  was  wohl  als 
ein  Erbtheil  der  J ac ob i 'sehen  analytischen  Technik  anzusehen  ist.  Wir 
haben  in  diesen  Schriften,  wie  in  den  classisch  gewordenen  Abhandlungen 
Methoden  vor  uns,  die  dem  oberflächlichen  Anblick  nur  ihre  formal  vollendete 
Seite  zuwenden  mögen,  die  aber  bei  näherem  Eindringen  die  neuen  Ideen, 
als  deren  Ausdruck  sie  sich  nach  und  nach  gebildet  haben,  und  die  in  ihnen 
angesammelte  Triebkraft  zu  weiteren  Fortschritten  der  Wissenschaft  erken- 
nen lassen. 

Heidelberg,  im  December  1874. 


Recensionen. 


r 

Bin  nnäohter  Brief  des  Arehimedes.     Zam  ersten  Mal  aas  einer  Londoner 

Handschrift  herausgegeben  von  Dr.  0.  Hennino.    Als  Beilage  zum 

Programm  1872  der  Realschule  zu  Darmstadt.    Darmstadt,  1872,  Brill. 

1  Bltt. ,  18  S.  4«. 

Es  ist  wahrhaft  zu  bedauern,  dass  der  Herausgeber  diesem  wirklich 

unechten  Briefe  des  Archimedes  eine  so  grosse  Sorgfalt  und  so  bewun- 

dernswerthen  Fleiss  zugewendet  hat.  Das  freilich  muss  man  ihm  zugestehen: 

^ftre  der  Brief  echt,  stammte  er  Überhaupt  aus  dem  Alterthum,  so  wäre  es 

ein  unschätzbares  Document  für  mehr  als  eine  Wissenschaft.  Leider  ist  dem 

^■cht  so;  der  Brief  ist  keineswegs  zum  ersten  Male  gedruckt,  und  ist  am 

-Bude  des  XVI.  Jahrhunderts  gefälscht  worden,  wie  ich  im  Folgenden  des 

^Ähem  nachweisen  will. 

Die    Universitätsbibliothek    zu   Heidelberg    besitzt   einen   Quartband 
(Sohrank  264,  Nr.  318),  in  welchem  sich  folgender  Druck  befindet:  Archi- 
^^idi  Piicarnii  Scoto  -Britanni   Dissertationes  Medicae,  quibus 
^ ^  ^Junguniur  Epistola  Archimedis   et  poemata   selecia   ejusdem 
^  ^*  <:iori8.      Ediiio  q^uarta  ad  exemplar  Edinburgeuse  recognita, 
-^«Ä  gae  Comiium,  apud  Henricum  Scheurlecr  MDCCXXIL     Der  hier 
'^**^nbar  in  vierter  Auflage  vorliegende  Brief  des  Archimedes  ist  nun 
'^  *  <2bts   weiter,  als  der  von  Herrn  Henning  angeblich  zum  ersten  Male 
^•^  ^^ausgegebene.    Die  Vorrede  der  obigen  Sammlung  hat  das  Datum:  Da- 
^**  Jn  Edinhurgi,  10  Junii  CIOIOCCXIIJ,  und  dies  ist  zugleich  das  Datum 
^^«-  edinburger  Originalausgabe  der  Sammlung  der  kleineren  Schriften  des 
^  tcairn,  welche  dieser  noch  selbst  besorgte.     Bald  nach  derselben,  am 
^*  October  1718,  starb  er  zu  Edinburg,  wo  er  am  25.  December  1052  geboren 
^^^r.    Er  hatte  eine  Zeit  lang  eine  Professur  der  Medicin  zu  Leyden  innc 
^tid  war  später  praktischer  Arzt  zu  Edinburg.     Die  Gymnasialbibliothek 
^^  Thorn   besitzt  eine  noch   spätere  Ausgabe   der  obigen  Sammlung  des 
J^itcairn  (P.  4®.  95),  enthalten  in  der  Gesainmtausgabe  seiner  Schriften, 
•betitelt:   Archibaldi  Pitcartiii,  Medici  Celebralissimi  Scoto-  Bri- 
tanni Opera  Omnia  Medica,    Editio  Novissima.     Lugduni  Batavo- 
Tum^  Apud  Joh.  Arnold,  Langerak,  1737.     Hierin  haben  die  kleineren 
Schriften  ebenfalls  einen  eigenen  Titel:  Archibaldi  Pitcarnii  Scoto- 
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Britanni,  Disserlaliones  Medicae,  Quibus  subjunguniur  Epi- 
siolae  (sie!)  Jrchimedis  et  Poemata  Selecla  ejusdem  Auctoris, 
Ediiio  Novissima. 

In  den  bis  jetzt  nachgewiesenen  fünf  Ausgaben  des  Briefes  des  Ar- 
chimedes  an  König  Gelo  ist  derselbe  bei  Weitem  vollständiger  als  in  der 
des  Herrn  Henning  nnd  besitzt  den  bei  ibm  fehlenden  Schluss.  Was  den 
neuesten  Herausgeber  hätte  stutzig  machen  sollen,  dass  nämlich  die  von 
ihm  zu  Grunde  gelegte  Handschrift  mit  einem  Vorworte:  Typographus 
Leclori  Salutcm  beginnt,  weist  er  einfach  damit  ab,  dass  es  ihm  trotz  aus- 
gedehntester Untersuchung  nicht  möglich  gewesen  sei,  ein  gedrucktes  Exem- 
plar zu  finden,  seine  Handschrift  also  wahrscheinlich  das  nicht  zum  Druck 
gelangte  Originalmannscript  sei.  Hatte. ihn  aber  nicht  der  Umstand,  dass 
dieses  angebliche  Originalmanuscript  sich  unter  lauter  Abhandlungen  modi- 
cinischen  Inhalts  findet  —  und,  wie  ich  argwöhne,  unter  solchen  des  Pit- 
cairn  selbst  —  daraufführen  sollen,  in  medicinischen  Schriften  aus  jener 
Zeit,  speciell  denen  des  Pilcairn,  Nachforschungen  anzustellen? 

Dass  Pitcairn  der  Verfasser  des  Briefes  des  Archimedes  ist,  folgt 
ans  dem  Titel  der  obigen  Sammlungen  unzweifelhaft;  denn  entweder  müsste 
Archimedes  auch  der  Verfasser  der  Poemata  Seiecia  sein,  oder  der 
Brief  ist  von  demselben  Verfasser,  von  dem  diese  Gedichte  sind ,  welche 
auf  ihrem  specicllen  Titelblatte  dem  Archimbal^d  Pitcairn  zugetheilt 
worden.  Nun  läs-st  sich  aber  sogar  nachweisen,  wenigstens  zu  hoher  Wahr- 
scheinlichkeit bringen,  wie  Pitcairn  zu  seiner  Fälschung  geführt  wurde. 
Er  gab  nämlich  im  Jahre  1088  zu  Edinburg  eine  kleine,  in  jeder  der  oben 
erwähnten  Sammlungen  ebenfallH  enthaltene  Schrift  unter  dem  Titel  heraus: 
Soluti(t  Problemalis  de  Inventoribns,  In  dieser  untersucht  er  in  streng 
mathematischer  Form  von  Lehrsatz  und  Beweis,  wer  als  eigentlicher  Ur- 
heber einer  Erfindung  zu  betrachten  sei,  und  zu  dieser  Schrift  de  Inveu- 
toribus  bildet  der  angebliche  Brief  des  Archimedes  au  König  Gelo  die 
recht  zweckmässige  Einleitung.  Von  iiim  heisst  es  nämlich  auf  dem  Titel 
Alhae  Graecae  (d.  i.  zu  Belgrad)  reperta  Anno  acrae  Chrisliattae 
1088,  und  er  dürfte  sich  wohl  in  der,  von  mir  nicht  gesehenen,  ersten  Aus- 
gabe der  Solutio  Problematis  de  Invcutoribus  als  Kinleitung  finden; 
jedenfalls  dürfte  um  diese  Zeit  sein  erstes  Erscheinen  zu  setzen  sein.  In 
dem  bei  Henning  fehlenden  Schlüsse  wird  übrigens  in  tiehr  durchsichtiger 
Weise  auf  Pitcairn  als  Verfasser  hingewiesen.  Der  Arohim e d e s ,  der 
den  Brief  schreibt,  ist  Archimbald  Pitcairn;  der  Arzt  Archias,  der 
darin  erwähnt  wird,  ist  ebonfalls  der  Arzt  Archibaldus  Pitcarnius,  wie 
aus  dem  Folgenden  deutlich  hervorgeht:  Ai  me  —  so  beginnt  der  Schluss 
des  Briefes  —  prohlemolis  de  Inventar ibus  solutionem  ccchibiturum 
f/uo  nullum  nobilius  agnoscii  divinarum  atque  humanarum  reritm 
scientia,  per  liier as  monttit  ille  mens  JLrcMiMSy  Jove  Opt.  Maximo 
sospitanie  nuper  in  Pafriam  per  maria  tumulluosa  reduXy  sc  solu- 
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lionem  prohlctnatis  edidisse.  Quapropter  re  ab  Archlm  confecta 
valere  Te  Jnbeo,  Rex  Optime,  moneoque  ne  Romanorum  opes  tu 
Sicilia  divtius  eres c er e  sina^^.  Sollte  hier  die  Rückkehr  des  Archias 
über  stürmisches  Meer  ins  Vaterland  nicht  auch  anf  die  Rückkehr  des  Pit- 
cairn  aus  Leyden  Qach  Edinbarg  sich  beziehen? 

Jedenfalls  ist,  wie  Uenning  nachweist,  der  Brief  sehr  geschickt 
gefälscht  und  fast  keine  einzige  geschichtliche  Unwahrscheinlichkoit  in  dem- 
selben mit  untergelaufen.  In  wissenschaftlicher  Hinsicht  aber  spricht  darin 
Archimedes  von  dem  Laufe  der  Erde  um  die  Sonne,  ist  darin  mit  Ari- 
starch  von  Samos  einverstanden  —  was  er  bekanntlich  in  der  Stelle  des 
Arenarius  nicht  ist  — ,  spricht  vom  Blntumlauf,  den  Nerven,  der  Lebens- 
kraft, Vivisection  bei  Hunden,  Kälbern,  Schafen  u.  s.  w. ;  alles  Sachen, 
welche  auch  Pitcairn  in  seinen  Dissertationen  behandelt. 

In  der  Einleitung  zu  seiner  Ausgabe  ist  Herrn  Henning  noch  eine 
weitere  Unkenntniss  vorzuwerfen.  Anf  S.  4  schreibt  er:  „Hier  und  dort 
finden  wir  berühmten  Namen  oft  erbärmliche  Machwerke 
Späterer  zugeschrieben,  und  wenn  in  dem  von  Abrahamus 
Ecchellensis  1601  aus  einer  arabischen  Handschrift  heraus- 
gegebenen und  ins  Lateinische  übersetzten  Liber  Archimedis 
Adsumplorum  sive  Lemmaium  nach  Torelli  wenn  nicht  Alles, 
so  doch  Einiges  von  Archimedes  Herrührende  sich  befinden 
mag,  so  gehört  gewiss  zu  den  läppischsten  Producten  eine 
Epistola  supposilia  sive  problema  Archimedis  an  Eratosthenes, 
in  alexandrinischen  (?)  Versen  griechisch  geschrieben,  de 
bobus  Soli  sacris,  die  nach  Fabrici  us  (IV.  187,  188  ed.  Hartes)  und 
dem  Pariser  Handschriftencatalog  {ed,  1740)  in  einer  Pariser 
Handschrift  2448  {ancien  fonds)  sich  befinden  soll'*,  und  weiss 
also  nicht,  dass  dieselbe  schon  1773  von  Lessing,  dann  1821  von  J.  Struve 
und  K.  L.  Struve  Vater  und  Sohn,  dann  von  Nesselmann  in  dessen 
Geschichte  derAlgebra  bei  den  Griechen,  endlich  1856  von  A.J. IL 
Vincent  im  Bulleiin  de  Bibliographie  etc,  T.  I  herausgegeben  und 
erläutert  worden  ist.  Lässt  man  übrigens  die  sehr  einfachen  Conjecturen 
Vincent*s  zu,  so  ist  der  Inhalt  des  Epigramms  keineswegs  ein  läppischer, 
sondern  führt  zu  einem  wohlabgerundeten  und  möglichen  Resultate,  welches 
letztere  noch  Nesselmann  in  Zweifel  zog.  Uebrigens  ist  das  Epigramm 
nicht  in  Alexandrinern,  sondern  in  Distichen  verfasst. 

Schliesslich  noch  Herrn  Professor  Cantor  meinen  aufrichtigen  Dnnk 
für  eine  Reihe  von  Nachweisungen ,  welche  in  den  obigen  Zeilen  Verwer- 
thting  gefunden  haben. 

Thorn,  6.  März  1875.  M.  Curtzb. 
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Die  Fortraits  des  Nioolaus  Copemious,  von  Prof.  Dr.  F.  Hiplbr.  Leipzig 
1875 ,  Verlag  von  Eduard  Peter.  89  S.  Aas  den  Mittbeilungen  des 
Ermländischen  Kunstvereins,  Jahrgang  1875,  Heft  III,  S.  73— 162 
besonders  abgedruckt. 

Referent  bat  schon  einmal,  wenn  auch  nicht  in  dieser  Zeitscbrift,  sich 
mit  der  schriftstellerischen  ThHtigkeit  des  Verfassers  der  beute  zu  bespre- 
cbenden  Monographie  beschäftigt.  In  einem  Aufsatze  „Zur  Literatur  der 
Copernicus- Feier'*  in  der  Beilage  zur  Allgemeinen  Zeitung  vom  17.  Juli 
1873  (Nr.  108)  batten  wir  über  Hipler's  Spicilegium  Copernicanum  zu  berich- 
ten und  haben  damals,  wie  wir  denken  in  unparteiischer  Weise,  die  Belesen - 
heit  des  gelehrten  Verfassers  gerühmt,  die  Zahl  der  Einzclforschungen, 
welche  erforderlich  waren,  um  zu  dem  in  jener  Aehrcnlese  vereinigten 
Stoffe  zu  gelangen,  anerkannt,  wenn  wir  zugleich  auch  die  etwas  trockene 
Schreibart  bemäkeln  und  uns  gegen  die  Tendenz  ablehnend  verhalten  muss- 
ten,  welcher  das  Buch  zum  Thcil  gewidmet  war  und  welche  wir  weit  mehr 
als  eine  theologisch-politische,  denn  als  eine  astronomisch-historische  erkann- 
ten. Wir  befinden  uns  heute  in  der  Lage,  unser  damaliges  Urtheil  fast  wört- 
lich zu  wiederholen.  Die  Schreibart  des  neuesten  Beitrages  Hipler^s  zur 
Geschichte  des  Copcrnicus  bat  uns  zwar  weit  besser  gefnllen,  als  die  des 
Spicilei^ums;  ohne  weniger  Gelehrsamkeit  zu  verrathen,  ist  sein  Styl  doch 
weniger  vom  classischen  Schulstaube  tiberweht,  liest  sich  leichter  und  an- 
genehmer. Dagegen  bleibt  alles  Andere,  was  wir  sagten,  das  Lob  des  wirk- 
lich Historischen ,  wie  der  Tadel  darüber,  dass  auch  diesmal  wieder  der 
Verfasser  es  nicht  unterlassen  konnte,  Dinge  hineinzuziehen,  welche  absolut 
nicht  dahin  gehören.  Wir  würden  uns  denselben  Vorwurf  zuziehen ,  wel- 
chen wir  Herrn  Hipler  machen,  wenn  wir  ausführlich  auf  die  Begründung 
dieser  Beschuldigung  eingingen.  Nur  um  nicht  dem  andern  Vorwurfe  zu 
verfallen,  als  sprächen  wir  leichtfertig  aus,  was  wir  nicht  begründen  können, 
sei  etwa  an  S.  67  erinnert,  wo  das  NichtZustandekommen  eines  Copemicus- 
denkmals  in  Frauenburg' mit  dem  „augenblicklich  bestehenden  Conflict 
zwischen  Staat  und  Kirche**  in  Zusammenhang  gebracht  wird,  während  die 
in  dem  Anhange  S.  83  —SO  abgedruckte  amtliche  Correspondenz  aus  der 
Zeit  vom  24.  Mai  1871  bis  zum  29.  Januar  1872  jenen  Confiict  nicht  mit  einer 
Silbe  berührt,  wie  dem  Gegenstande  nach  auch  wohl  vorauszusehen  war. 
Doch  wenden  wir  uns  nach  dieser  nicht  von  uns  verschuldeten  Abschweifung 
zu  dem  wissenschaftlich  Neuen,  welches  von  Herrn  Hipler  auf  einem 
Gebiete  gefunden  worden  ist,  das  schon  vorher  von  einem  ebenso  fleissigen 
als  begabten  Forscher,  von  Professor  Leopold  Prowe,  abgesucht  worden 
war.  Letzterer  bat  in  den  Neuen  preussischen  Provinzialblättern,  3.  Folge 
Band  XI,  eine  Abhandlung  veröffentlicht,  welche  in  besonderem  Abdrucke 
unter  dem  Titel:  „Das  Andenken  des  Copernicns  bei  der  dankbaren 
Nachwelt'*,  Thorn  1870,  60  S.,  uns  vorliegt,  und  welche  S.  16 — 28  und  S.  47 
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mit  Bildnissen  des  grossen  Astronomen  sich  beschäftigt.  Herr  Hipler  hat 
die  Pro  welschen  Angaben  vielfach  zn  ergänzen  nud  zu  berichtigen  ge- 
wnsst.  So  hat  z.  B,  Prowe  seinen  Ansgangsponkt  daher  genommen,  dans 
er  Gasscndi^s  Angabe  von  einem  Bildnisse  des  Copornicus,  welches 
dieser  selbst  gemalt  habe,  ohne  Weiteres  als  zuverlässig  anerkannt.  Hipler 
beginnt  mit  der  Frage,  ob  jene  Angabe  Glauben  verdiene.  Er  bespricht  die 
Pflege  der  bildenden  Künste  in  Preussen  seit  dem  XIV.  Jahrhundert,  in 
dessen  Mitte  Nicolaus  von  Preussen  ein  berühmter  Maler  war;  er  nennt 
Johannes  Rawe  am  Beginn  des  XV.  Jahrhunderts;  er  rühmt  den  Kunst- 
sirfn  der  Bischöfe  Lucas  Watzelrode  (1489  — 1512),  Fabian  Morke- 
lingerode  (1512  — 1523),  Mauritius  Ferber  (1528 — 1537),  Johannes 
Dantiscus  (1637 — 1548),  unter  deren  Vorletztem  und  Letztem  besondere 
Hofmaler,  CrispinusHerranth  und  Hans  Heffoner,  genannt  werden; 
er  zeigt  inmitten  dieser  Entwickelung  der  Portraitirkunst  Nicolaus  Co- 
pernicus  selbst  als  einen  tüchtigen  Zeichner,  welchem  (S.  13  mit  Berufung 
auf  Bibl,  Warm,  I,  115)  die  Anfertigung  einer  Karte  seines  V-aterlandes  von 
bischöflicher  Seite  aufgetragen  wurde,  und  so  gewinnt  Wahrscheinlichkeit, 
was  vorher  nur  Glaube  an  einen  über  100  Jahre  nach  des  Copernicus 
Tode  schreibenden  Berichterstatter  war.  Hipler  geht  aber  weiter.  Er 
wirft  die  Frage  auf,  ob  von  jenem  Originalbilde ,  welches  er  sich  fast  scho- 
matisch  aus  wenigen  Umrissen  vor  dem  Spiegel  entworfen  denkt,  nicht 
wfthrend  dem  Leben. des  Copernicus  Copien  genommen  worden  seien? 
und  er  beantwortet  sie  mit  der  andern  Frage  (S.  IG),  ob  es  denkbar  sei,  dass 
Rh  oticus,  der  begeisterte  Schüler,  bei  seiner  Rückkehr  nach  Wittenberg 
im  Jahre  1542  nicht  auch  ein  Portrait  seines  verehrten  Meisters  mitgenommen 
haben  sollte,  um  dasselbe  nach  der  Sitte  der  Zeit  dem  Hauptwerke  des 
greisen  Astronomen  oder  doch  der  von  ihm  selbst  verfassten  Biographie  des 
geliebten  Lehrers  als  Schmuck  und  Zierde  beizugeben?  Elerr  Hipler  hält 
es  für  unmöglich,  dass  dem  nicht  so  gewesen  sei,  und  findet  eine  Bestäti- 
gung seiner  Ansicht  in  dem  ältesten  Holzschnitte  des  Copernicusportraits, 
welches  in  Wittenberg  bei  einem  unbekannten  Drucker  oder  Verleger, 
Sabinus  Kauffmann,  nach  dem  Urtheile  Kunstverständiger  in  der  ersten 
Hälfte  des  XVI.  Jahrhunderts  herausgekommen,  erst  1872  in  Paris  in  einem 
einzigen  Exemplare  entdeckt  worden  ist,  welches  Herr  Wladislaus  Bar- 
t  y  n  0  w  s  k  i  seiner  in  Krakau  befindlichen  Kupferstichsammlung  einverleibte, 
während  eine  treue  Nachbildung  der  Monographie  des  Herrn  Hipler  bei- 
gefügt ist.  So  vortrefflich  ein  von  der  eigenen  Hand  des  Abgebildeten  ent- 
worfenes Portrait  vor  eine  Biographie  passt,  so  wenig  will  uns  Copernicus 
mit  der  Maiblume  in  der  Hand  ohne  irgend  ein  astronomisches  Attribut, 
Copernicus* als  Physicus,  wie  Herr  Hipler  fein,  vielleicht  zu  fein 
bemerkt,  als  Titelbild  der  Revolutionen  einleuchten,  mag  auch  das  Format 
zu  der  Nürnberger  Ausgabe  jenes  Werkes  stimmen ,  und  so  möchten  wir 
uns  lieber  jener  «weiten  Alternative  anieUiesaen.    Eine  längst  bekannte 
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weitere  Copie  des  Originalbildes  oder  vielleicht  des  eben  besprochenen 
Holzschnittes  ist  das  Portrait  im  Strassburger  Münster  neben  der  berühmten 
Uhr.  Ucber  dieses  Bild  war  Prowe  (S.  47  seiner  Abhandlung)  noch  völlig 
im  Unklaren.  Herr  Ilipler  hat  ermittelt  (S.  18),  dass  es  von  dem  Schaff- 
hauser  Maler  Tobias  Stimmer  (1534 — 1580)  herrührt  und  etwa  um  1570 
nach  einem  Original,  das  Dr.  Tidemann  Giese  von  Danzig  an  den 
Strassburger  Mathematiker  Conrad  Dasypodius  gesandt  haben  soll, 
angefertigt  wurde.  Die  Unterschrift  Nicolai  Copcrnici  vera  effigies  ex  ipsius 
autographo  depicta  ist  von  Herrn  Plipler  in  ihrer  ganzen  Bedeutung  für  die 
einstige  Existenz  eines  autographen  Portraits  verwerthet  worden.  Sie  -bil- 
det in  der  That  das  älteste  Zeugniss  dafür,  nachdem  man  das  Datum  des 
Strassburger  Gemäldes  kennen  gelernt  hat.  Neben  diesen  Darstellungen 
sind  noch  zwei  andere  vorhanden,  welchen  Herr  Hipler  mit  grosser  Wahr- 
scheinlichkeit nachrühmt,  sie  seien  bei  Lebzeiten  des  Copernicus  ent- 
standen, indem  er  zu  denselben  sass.  Das  eine  Bild  ist  das  von  Dr.  Mel- 
chior Pyrnesius  (f  1580)  iu  die  Johannenkirche  in  Thorn  gestiftete, 
welches  als  Titelbild  des  Spicilegium  Copernicanutn  weitere  Verbreitung 
gefunden  hat.  Herr  Hipler  vermuthet,  das  Original  desselben  sei  um  1508 
auf  Heilsberg  durch  den  Hofmaler  des  Bischofs  Lucas  Watzelrode 
gemalt  worden  und  sei  nach  dem  Tode  des  Nico  Laus  Copernicus  in 
die  Gemäldegalerie  der  Familie  aufgenommen  worden,  so  dass  es  etwa  am 
1575  (eine  von  Lichtenberg  ohne  besondere  Begründung  angegebene 
Jahreszahl!)  von  einem  Thorner  Maler  copirt  werden  konnte,  der  freilich, 
wie  richtig  hervorgehoben  ist,  kein  sonderlicher  Künstler  gewesen  sein 
muss,  wenn  ihm  die  mehrfachen  Zeichenfehler  zur  Schuld  fallen.  Auf 
diesem  Bilde  kniet  Copernicus  mit  gefalteten  Händen  vor  einem  Cru- 
cifix,  neben  welchem  ein  Todtenschädel  an  den  ärztlichen  Stand  erinnert, 
während  auf  einem  Wandbrette  ZirkeLund  Globus  ruhen,  den  Astronomen 
verrathend.  In  der  Landschaft,  welche  man  durch  das  offene  Fenster 
erblickt,  will  Plerr  Hipler,  bierin  etwas  kühn,  die  Gegend  um  Heilsberg 
erkennen.  Unzweifelhaft  dagegen  ist  die  Aehnlichkeit  der  beiden  beschric- 
benon  Gemälde  untereinander,  wodurch  die  Aathenticität  eines  jeden  der- 
selben um  so  gesicherter  ist.  Eine  lateinische  Strophe,  welche  dem  Thorner 
Bilde  als  Unterschrift  dient,  wurde  von  Prowe  (S.  27  seiner  Abhandlung) 
noch  verkannt.  Herrn  Ilipler  ist  es  auch  hier  gelungen,  den  Ursprung 
derselben  als  Bruchstück  einer  bereits  1444  von  Bischof  Aeneas  Sylvias 
Piccolomini  von  Ermland,  dem  nachmaligen  Papste  Pius  IL,  gefertigten 
Ode  nachzuweisen.  Als  Copie  dieses  Thorner  Bildes  fasst  Herr  Hipler 
ferner  das  sonst  sogenannte  Ujeyski'sche  Bild  im  Capitelsaale  zu  Frauen- 
burg auf,  welches  sich  nur  darin  von  dem  zu  Thorn  untersdieide,  dass  Cru- 
ciüx,  Landschaft  und  Unterschrift  fehlen.  Das  letzte  Bild,  zu  welchem  nach 
Herrn  Hipler*s  Vermuthung  Copernicus  selbst  sass,  ist  ein  Oejgemälde 
im  Ossolinaki  'sehen  Institute  in  Lember^  (1^*24)^  den  grossen  Astronomen 
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In  rothem,  mit  Pelz  verbrämtem  Gewände  darstellend,  das  geistvolle 
Oesicht  nach  rechts  gewandt,  in  der  rechten  Hand  die  Sphära  haltend;  eine 
Anffassung,  die  durch  zahlreiche  Kupferstiche  weit  verbreitet  ist.  Auch 
dieses  Lemberger  Bild  kann  vermöge  seiner  Aehnlichkeit  in  allen  charak- 
teristischen Zügen  mit  dem  Wittenberg -Strassburger  und  mit  dem  Thorncr 
Silde  auf  Glaubwürdigkeit  seiner  Echtheit  Ansprach  erheben. 

Sind  wir  soweit  in  unserer  Besprechung  Herrn  Hipler  ziemlich  genau 
gefolgt,  so  gestattet  uns  das  für  gVössere  Leserkreise  weniger  beträchtliche 
Interesse  der  weiterhin  behandelten  Gegenstände  uns  nunmehr  ganz  kurz 
SQ  fassen.  Holzschnitte  und  Kupferstiche,  Gemälde  und  Zeichnungen,  Sta- 
tnen'nnd  Monumente  aller  Art  aus  späterer  Zeit  hat  der  Verfasser  noch  be- 
handelt, aber  wenn  auch,  wie  er  selbst  sagt  (S.  2),  Vollständigkeit  nicht  an- 
strebend, dennoch  in  viel  zu  eingehender  Weise,  als  dass  wir  über  Alles 
berichten  könnten,  während  wir  eine  Auswahl  zu  trefiPen  nicht  vermögen, 
üeberall  bewährt  sich  Herr  Hipler  als  emsiger  Forscher,  und  wenn  er, 
mehr  als  Andere  es  thun,  auf  polnische  Quellen  Gewicht  legt,  so  soll  dieber 
Umstand  uns  keinen  Gegenstand  des  Tadels  liefern.  Lernen  wir  doch  da- 
durch Schriften  kennen,  welche  sonst  den  meisten  deutschen  Lesern  Bücher 
mit  sieben  Siegeln  sind."  '  Cantor 


Tafeln  Tierstelliger  Logarifhmen,  bearbeitet  von  Dr.  C.  Bbemiker.  Berlin, 
Weidmännische  Buchhandlung.    1874.   X  Tafeln  auf  60  S. 

„Vierstellige  Logarithmentafeln*',  so  beginnt  der  Herr  Verfasser  sein 
Vorwort,  „sind  im  Allgemeinen  bisher  wenig  beachtet  worden.'*    Die  Wahr- 
Iieit  dieses  Ausspruches  lässt  sich  auch  aus  einem  Berichte  erhärten,  wel- 
chen  die    britische  Gesellschaft    für  Fortschritte   der  Wissenschaft  einer 
Commission    von    fünf  Gelehrten,    den  Herren    Cayley,  Stokes,    W. 
"Xbomson,  Smith  und  Glaisher,  auftrug,  und  welchen  für  diese  Com- 
Ynission  das  zuletzt  genannte  Mitglied  derselben,  Herr  J.  W.  L.  Glaisher, 
unter  dem  Titel  Report  of  the  Committee  on  malhematical  iables,    London  1873, 
erstattet  hat.     In  diesem ,  mit  ausserordentlichem  Fleisse  und  umfassender 
Sachkenntniss,  der  nur  wenige  deutsche  Tabellen  (z.  B.  die  Tabellenwerke 
iron  E.F.August,   Wittstein^s  Fünfstellige  logarithmisch  -  trigonome- 
trische Tafeln,   Hannover  1859,   und   die  ähnliche  Schrift  Brcmiker's, 
Berlin  1872)  entgangen  zu  sein  scheinen,  verfassten  Berichte  sind  auf  S.  61 
und  62  die  hauptsächlichen  Logarithmentafeln  nach  der  Anzahl  ihrer  Dcci- 
malstollen  geordnet  übersichtlich  zusammengefasst.    Neben  25  Verfassern 
von  acht-  und  mehrstelligen,  neben  37  Verfassern  von  siebenstelligen,  neben 
28  Verfassern   von  sechsstelligen,   neben  24  Verfassern   von  fünfstelligen 
Logarithmentafeln  hat  Herr  Glaisher  nur  8  Verfasser  vierstelliger  Loga- 
rithmentafeln namhaft   machen  können.     Und  doch  hat  Herr  Bremiker 
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sicherlich  Recht,. wenn  er  für  manche  Zwecke,  insbesondere  für  Feldmesser- 
arbeiten  einfacherer  Art,  vierstellige  Logarithmen  für  genügend  erklärt 
„Die  Längcnmessnngou ,"  sagt  er,  „haben  selten  einen  geringeren  Fehler, 
als  \  Procent  ihrer  Länge,  wogegen  der  vierstellige  Logarithme  einen  zwan- 
zigfach  geringern  hat.  Auch  die  hier  zur  Anwendung  kommenden  kleinen 
Theodoliten,  von  anderen  Winkelinstrumenten  nicht  zu  reden,  erreichen  an 
Genauigkeit  nicht  den  Werth  des  vierstelligen  Logarithmen.  Mit  Ausnahme 
der  Triangulation,  wo  fünf  Stellen  in  Rechnung  zu  ziehen  sind,  genügen  bei 
anderen  goniometrischen  Rechnungen  vier  Stellen.^'  Mehr  zu  gebrauchen, 
beziehungsweise  mehr  zu  drucken,  als  für  den  bestimmten  Zweck  notbwen- 
dig  ist,  erweist  sich  aber  als  zeitraubend  und  damit  als  schädlich.  Wir 
zweifeln  daher  nicht,  dass  die  neue  Tabelle,  welcher  die  älteren  Schwestern, 
die  sieben-,  sechs-  und  fünfstelligen  Logarithmentafeln  desselben  Verfas- 
sers, als  Muster  der  Anordnung  wie  des  Druckes  dienten ,  und  darum  auch 
zur  Empfehlung  gereichen  werden,  sich  als  wohlberechtigt  den  ihr  gebüh- 
renden Platz  erwerben  wird.  Cantor 


Einleitung  in  die  mechanisohe  Wftrmetlieorie»  von  O.  Krebs.     14  Bogen 
mit  52  Holzschnitten  im  Text,   Leipzig,  B.  G.  Teubner.    Preis  4  Mk. 

Bei  den  vielseitigen  Anwendungen ,  welche  die  mechanische  Wärme- 
theorie in  den  reinen  und  angewandten  Naturwissenschaften  gefunden  bat, 
ist  es  wohl  erklärlich,  dass  sehr  verschiedenartige  Darstellungen  dieser 
Disciplin  ihren  Leserkreis  finden  und  die  Bedürfnisse  desselben  befriedigen. 

Die  vorliegende  Arbeit  ist  für  Anfänger  bestimmt  und  beabsichtigt 
durch  Behandlung  einiger  für  die  Praxis  wichtigen  Oapitel  in  die  eigen- 
thümlichen  Operationsmethoden  der  mechanischen  Wärmetheorie  einzu- 
führen und  mit  einigen  Hauptresultaten  derselben  bekannt  zu  machen.  Dem 
Zwecke  einer  Einleitung  entsprechend,  befasst  sich  das  Buch  weder  mit 
tieferen  theoretischen  Untersuchungen ,  noch  mit  ausführlicher  Behandlung 
praktischer  Fälle. 

Es  werden  zunächst  in  dem  ersten  Capitel  die  Grundbegriffe  des  ersten 
Hauptsatzes :  Arbeit  und  Wärme,  ihrer  mathematischen  und  physikalischen 
Bedeutung  nach  erörtert  und  die  experimentelle  Begründung  des  Satzes  von 
der  Aequivalenz  von  Arbeit  und  Wärme  mitgetheilt. 

Das  zweite  Capitel  behandelt  den  Begriff  der  Zustandsänderung  eines 
Körpers  und  die  damit  zusammenhängenden  Eintheilungen  der  Gesammt- 
energie. 

Bei  Besprechung  der  Kreisprocesse  wird  im  dritten  Capitel,  wenigstens 

der  Grundlage  nach,  der  zweite  Hauptsatz  eingeführt.    Der  Erörterung  der 

Eigenscbaften  der  isothermischen ,  isodynamischen  und  adiabatischen  Cur- 

rea  folgt  die  Anwendung  der  votYiet  |^QN«oiiTi^ii^Ti^e^^%^  «nf  S^WkAmmane 
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Gase.  Hieran  schliesst  sich  eine  kurze  Skizze  der  dynamischen  Gastheorie 
und  der  C laus ius 'sehen  Hypothese  über  die  Mechanik  der  Aggregat- 
zustände und  Aggregatänderungen.  In  S  42  wird  hierauf  in  äusserst  knap- 
per und  präciser  Form  der  Gl  au  sin  s*  sehe  Beweis  des  zweiten  Hauptsatzes 
wiedergegeben.  Diesen  Auseinandersetzungen  folgt  die  Bestimmung  des 
Verhältnisses  der  im  Kreisprocesse  nützlich  verwertheten  zu  der  vom  heissen 
auf  den  kältern  Körper  übergeführten  Wärme  und  die  Erweiterung  der 
früher  für  vollkommene  Gase  gefundenen  Sätze  auf  beliebige  Kreisprocesse 
beliebiger  Körper.  Die  graphischen  Methoden,  welche  wir  Clapeyron, 
Rank  ine  und  Cazin  verdanken,  werden  ungefähr  in  derselben  Weise 
dargestellt,  wie  dies  von  Zeuner  in  dessen  „Grundzügen**  geschehen  ist. 

Den  Schluss  dieses  inhaltsreichen  Capitels  bildet  in  §§  55  und  56  die 
Aufstellung  der  Hauptgleichungen  der  mechanischen  Wärmetheorie  in  den 
von  Clausius,  Thomson  und  Zeuner  gegebenen  Formen. 

Das  vierte  Capitel  beschäftigt  sich  mit  den  physikalischen  Eigenschaf- 
ten der  Dämpfe  und  erörtert  sehr  ausführlich  die  Gleichungen  und  Be- 
ziehungen der  thermischen  Linien  des  gesättigten  Wasserdampfes.  Hier 
wird  auch  ausgesprochenerweise  von  dem  zweiten  Hauptsatze  Gebrauch 
gemacht  und  mit  dessen  Hilfe  die  bekannte  Clapeyron 'sehe  Gleichung 
abgeleitet.  Die  Tabelle  für  gesättigte  Wasserdämpfe,  welche  auf  S.  172  bei- 
gegeben, ist  ein  Auszug  aus  der  Zeuner' sehen  Haupttabelle  (Grundzüge 
der  mechanischen  Wärmetheorie,  Tabelle  10),  der  noch  einige  Reihen  neu 
berechneter  Zahlwerthe  zugefügt  sind.  Bei  der  Besprechung  der  Eigen- 
schaften überhitzter  Dämpfe  sind  die  Resultate  der  Herwig'schen  Versuche 
über  die  Abweichungen  solcher  Dämpfe  vom  Ausdehnungsgesetze  vollkom 
mener  Gase  der  von  Zeuner  in  dessen  „Grundzügen**  gegebenen  Uebersicht 
über  den  Stand  der  Angelegenheit  neu  hinzugefügt. 

Das  fünfte  Capitel  handelt  von  den  Heissluft-  und  Dampfmaschinen. 
Von  den  Heissluftmaschinen  wird  jedoch  fast  ausschliesslich  das  ältere 
Ericsson* sehe  System  erwähnt,  dessen  Diagramm  bekanntlich  aus  zwei 
parallelen  Geraden  zur  Volumenaxe  und  zwei  adiabatischen  Curven  besteht. 
Ausführlicher  sind  dafür  die  Theorie  der  Dampfmaschinen  und  die  Ursachen 
der  mangelhaften  Uebereinstimmung  der  Theorie  mit  den  praktischen  Er- 
fahrungen auseinandergesetzt. 

Im  sechsten,  dem  Schlusscapitel,  greift  der  Verfasser  in  das  Gebiet  der 
reinen  Wissenschaft  zurück  und  behandelt  die  bei  unvollkommenen  Kreis- 
processen  eintretende  Zerstreuung  der  Energie  und  die  damit  in  Verbin- 
dung stehende  Tendenz  des  Weltsystems,  einem  Endznstande  zuzustreben. 
Die  Darstellung  ist  der  ähnlich ,  welche  der  Verfasser  dieser  Besprechung 
in  der  Ergänzung*  zu  den  Verdet'schen  Vorlesungen  über  mechanische 
Wärmetheorie  gegeben  hat. 


*  HADdboeh  der  ar**"  vA»^  ^  V^ — \\\* 


Ana  (lieser  Angabe  des  Inlialts  wird  scbon  Kur  Oenttge  herrorgehen, 
d«8B  es  nicht  das  Bestreben  des  Verfaaeers  gewesen  ist,  eine  vollstündiga 
Uebersicht  über  die  Resultate  und  Methoden  der  mecbaniscben  Wärmetbaorie 
KU  geben,  sondern  dnss  sich  derselbe  anf  diejenigen  Gebiuie  bescbrankt  bal, 
welche  den  Anwendungen  in  der  Maschinenlehre  am  nächsten  liegen; 
sind  dies  besonders  die  Ausdehunngserscheinnngen  vollkommener  Oaae  aod 
das  Verhalten  gei<attigten  Wasserdampfes. 

Die  interessanten  experimeDtelJen  ÜeslKligangen  der  niechaDiacban 
WKrmelheerie  durch  die  Joale'schen  Versuche  über  die  Coupression  von 
Flüssigkeiten  nnd  durch  die  Wärmeerscbeinnngon  bei  Dehnung  von  Metal- 
len and  Kautschuck,  ebenso  die  Ansfluss erschein nngen  und  die  Kirch» 
boff'scLcn  Unlersnchnngen  Über  die  Absorption.s-  und  Löaungserscfaei- 
nnngeu  sind  ganz  weggelassen;  auch  die  Abhängigkeit  des  ScbraelispankieB 
vom  Drucke  ist  nur  nebenbei  erwähnt,  ohne  dass  anf  don  ZusammenhaDg 
dieser  Erscheinungen  mit  den  Gleichungen  der  mechnnisclien  WKrmelhorifl 
Hütksicht  genommen  wäre.  Wir  wollen  dem  Verfasser  deshalb  keinen  Vorwarf 
machen,  sondern  führen  dies  nur  an,  um  die  Stellung  dieses  Buches  audeultb* 
rigen  Werken,  welche  denselben  Gegenstand  behandeln,  au  cbarskterisirea. 

Ans  der  Anführung  des  Inhaltes  des  Buches  und  derjenigen  Gebiete, 
welche  nicht  berücksichtigt  worden  sind,  scheint  bervorzugeben,  dass  das 
Krebs'sche  Buch  besonders  als  Einleitung  für  Solche  dienen  soll,  welche 
Bunüchst  nicht  die  Absicht  haben,  sich  wissenschaftlich  in  diese  Disciplin  stt 
vertiefen,  sondern  für  Solche,  welchen  es  mehr  darum  zu  thnn  ist,  eine  EiO' 
sieht  in  die  Grandlageo  einet  rationellen  Theorie  der  WSrroemaschrofln  ra 


Wir  ballen  daher  das  vorliegende  Werk  fUr  besonders  geeignet,  um  nut 
Gewcrboschulen  und  ähnlichen  Fachschulen  der  Mittolstnfe  als  Grundlag« 
dei:  Vorträge  über  mecliauischo  Wärmetheorie  zu  dienen,  welche  dort  meUt 
in  den  letzten  Sttidiensemestern  gehalten  werden. 

ÄDch  vielen  theoretisch  gebildeten  älteren  Technikern,  welche  wttbread 
ihrer  Stndionüeit  noch  keine  Gelegenheit  hatten  mechanische  WSrmetheoria 
auf  den  Polytechniken  au  hören,  wird  dan  Buch  willkommen  sein,  nin  sich 
in  nicht  au  langer  Zeit  mit  dem  Noth wendigsten  verlrant  zn  machen.  Ebenso 
wird  es,  seines  geringen  Umfaugs  wegen,  gelegentlich  dem  jnngon Techniker 
bei  Kepetitionen  zu  bevorstehouden  Examina  gute  Dienste  leisten. 

Die  Darstellung  ist  klar  und  einfach,  allenorts  ist  innerhalb  des  behan- 
delten Feldes  das  Wichtigste  mit  grossem  Geschicke  nusgenüblt,  Die  vor- 
ansgesptzten  Vorkennluisse  sind  gering;  Jeder,  dor  nur  mit  don  Klemenieu 
der  Diflerential-  und  Integralrechnung  nnd  mit  den  Grundlagen  der  Experi- 
mentalphysik vertrant  ist,  wird  ohne  Schwierigheit  die  LectUre  des  Bncbfia 
durchführen  ktinnen. 

Nachdem  wir  so  Inhalt  nnd  Form  der  Krebs'scbeD  Einleitung  in  dl« 
jueehttiiüohe  W&rmetheoiie  gebührend  anerkunt  baben,  wollen  wir 
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da  dies  einmal  bei  Besprechungen  üblich  ist,  knrz  einige  Punkte  erwähnen, 
in  denen  wir  nicht  ganz  mit  dem  Verfasser  einverstanden  sind. 

Was  zunächst  den  Stoff  betrifft,  so  hätten  wir  es  allerdings  für  wün- 
schenswerth  gehalten,  dass  die  Ausflusserscheinungen  der  Gase  und  Dämpfe 
mit  aufgenommen  worden  wären.  Diese  sind  ebenfalls  von  hoher  prak- 
tischer  Wichtigkeit  und  sind  in  den  Zeuner 'sehen  Entwickelungon  so 
leicht  auffassbar,  dass  sie  ganz  besonders  geeignet  sind,  dem  Anfänger  ein 
Beispiel  von  der  Anwendbarkeit  der  Methoden  der  mechanischen  Wärme- 
theorie zu  geben. 

Wir  wollen  es  ferner  dahingestellt  sein  lassen,  ob  es  sehr  geeignet  ist, 
gerade  das  Bunsen'sche  Calorimeter  zu  beschreiben,  wenn  man  die  Kennt- 
niss  von  Calorimetern  nicht  voraussetzen  will;  der  Bunse nasche  Apparat 
ist  weniger  leicht  zu  vorstehen  und  sein  Gebrauch  erfordert  bekanntlich  die 
umfänglichsten  Vorbereitungen  und  das  grössto  experimentelle  Geschick. 
Ebenso  würden  wir  bei  Anführung  der  Versuche,  welche  zur  Begründung 
des  ersten  Hauptsatzes  dienen,  die  magneto  -  elektrischen  Untersuchungen 
Joule *s  lieber  bei  Seite  gelassen  haben,  da  anf  dem  Standpunkte  physika- 
lischer Kenntnisse,  für  den  das  Buch  seiner  ganzen  Ausführung  nach  be- 
stimmt ist,  meist  alle  Vorbedingungen  für  ein  vollständiges  Verständniss  der 
hier  stattfindenden  Vorgänge  fehlen.  Ausserdem  sind  diese  Versuche  wegen 
ihrer  geringen  Zuverlässigkeit  mehr  von  historischem  Interesse,  als  dass 
mau  dieselben  für  eine  numerische  Feststellung  des  Arbeitsäquivalents  der 
Wärme  besonders  geeignet  halten  könnte. 

Ferner  will  es  uns  nicht  ganz  einleuchten,  dass  es  praktisch  sei,  bei  der 
Einleitung  in  die  Theorie  der  Kreisprocesse  gesättigten  Dampf  als  Beispiel 
zu  wählen;  durch  die  eintretenden  Aggregatsäuderungeu  werden  die  Er- 
scheinungen complicirt  und  durch  das  gleichzeitige  Auftreten  von  Wasser 
und  Dampf  w.eniger  übersichtlich,  als  wenn  man  diesen  Betrachtungen  eiü 
vollkommenes  Gas  zu  Grunde  legt. 

Ebenso  ist  es  mit  der  Einführung  der  isodynamischen  Curven  in  solche 
elementare  Darstellungen;  die  Auffassung  des  Begriffes  der  constauten  Innern 
Energie  macht  dem  Anfänger  gewiss  mehr  Schwierigkeiten,  als  an  Einsicht 
durch  die  Benutzung  dieses  Begriffes  gewonnen  werden  kann. 

Verschiedene  Kleinigkeiten,  als  z.B.  die  Schreibweise  cp  und  cv  für  die 
specifischen  Wärmen,  die  gelegentliche  Weglassung  des  Beiwortes  „gesät- 
tigt** an  Stellen,  an  denen  von  Dampf  im  Allgemeinen  gesprochen  wird  und 
doch  nur  gesättigter  gemeint  ist,  der  Mangel  der  Angabe,  dass  sich  A  ^  Ge- 
sammtwärme  und  q  ^  Flüssigkeitswärme  nur  auf  die  Gewichtseinheit  be- 
ziehen, sollen  nur  ganz  beiläufig  erwähnt  werden,  obgleich  das  Verständniss 
durch  dieselben  mehrfach  etwas  erschwert  wird. 

Wir  können  uns  jedoch  damit  durchaus  nicht  einverstanden  erklären, 
dass  der  VerfuBAr  den  für  die  Theorie  der  Pleisslnftmaschinen  so  wichtigen 
Sats: 
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aas  einer  zufälligen  Constructionseigentbümlichkeit  einer  besondern  Art 
calorischer  Maschinen  herleitet,  während  sich  diese  Formel  doch  so  bequem 
mit  Hilfe  des  zweiten  Hauptsatzes  für  jeden  umkehrbaren  Kreisprocess  der 
Oase  nachweisen  lässt ,  in  welchem  die  Linienpaare ,  welche  die  Zustande* 
änderung  darstellen,  Curven  von  der  Art 

p"> , »**  =  Const.  und  pf*.v^  =  consL 

sind.  In  der  Krebs 'sehen  Darstellung  erhält  das  wiclitige  Capitel  von  den 
Heissluftmaschinen  eine  gewisse  Unsicherheit  und  unnöthige  Beschränkung 
dadurch,  dass  sich  die  wichtigsten  Betrachtungen  an  ein  bestimmtes  Beispiel, 
an  das  ältere  Ericsson* sehe  System  anschliessen. 

Daraus,  dass  sich  der  Verfasser  fast  vollständig  an  die  Nomenclatur 
und  Buchstabenbezeichnung  Zeuner*s  angeschlossen  hat,  wollen  wir  ihm 
gewiss  keinen  Vorwurf  machen ;  nur  bezüglich  der  Ausdrücke  ,, Wirkungs- 
grad" und  „Verwandlungscoefficient"  sind  wir  nicht  einverstanden,  sondern 
ziehen  vor,  die  älteren  Bezeichnungen  beizubehalten,  welche  von  Raukine, 
Clausius  und  Redtenbacher  gewählt  worden  sind. 

Jedenfalls  sind  die  hier  angeführten  kleinen  Ausstellungen  nur  von 
geringer  Bedeutung  im  Vergleich  mit  den  vielen  Vorzügen  des  Buches,  die 
wir  früher  erwähnt  haben. 

Was  die  Ausstattung  des  Buches  anbetrifft,  so  ist  dieselbe,  wie  dies 
der  Teubner'sche  Verlag  ohnehin  erwarten  lässt,  durchaus  sachentsprechend 
und  trefflich.  Unter  den  Figuren  hat  uns  nur  die  Zeichnung  des  Indicators 
(Fig.  18)  etwas  zu  primitiv  erscheinen  wollen ,  und  in  Fig.  47,  welche  wohl 
Köntgen  entlehnt  ist,  hätten  füglich  die  Andeutungen  der  Bewegiingsmecha- 
nismen  wegbleiben  können,  da  dieselben  wohl  nicht  geeignet  sind,  in  dieser 
Darstellung  zur  Vergrösserung  des  Verständnisses  beizutragen. 

Nach  allem  Angeführten  können  wir  die  Krebs^sche  „Einleitung  in  die 
mechanische  Wärmetheorie"  als  ein  recht  gutes  Lehrbuch  für  mittlere  Fach- 
schulen und  ähnliche  Bildungsstufen  aus  voller  Ueberzeugung  empfehlen. 

In  künftigen  Auflagen,  deren  wir  dem  Buche  recht  viel  wünschen,  wird 
sich  leicht  Gelegenheit  finden,  ohne  Beeinträchtigung  der  Vorzüge  die 
geringfügigen  Mängel  der  Arbeit  noch  vollends  zu  beseitigen. 

Chemnitz.  Dr.  Richard  Rühlmann. 


Omndzttge  einer  Vibrationstheorie  der  Hator,  von  Baron  N.  Dellings- 
iiAüSEN.  Reval,  Verlag  von  Franz  Kluge.  1872.  Leipzig,  Rud.  Hart- 
mann. 

In  diesem  nur  405  Seiten  langen  Werke,  das  äusserlich  recht  gut  von 
der  Verlagsbuchhandlung  ausgestattet  ist,  werden  die  Naturerscheinungen 
vklärt  oder  su  erklftren  versucht  aus  dem  einen  Princip  der  Bewegung, 
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Wie  mannicbfacb  der  Inbalt  ist,  mag  aus  der  folgenden  kurzen  Inhalts- 
angabe bervorgeben. 

S.  1 — 94:  Elemente  der  Natnrtbeorie.  S. 95 — 132:  Von  den  Gasen. 
S.  133  —  160:  Von  den  Flüssigkeiten  und  Dämpfen.  S.  161  —  182:  Von  den 
festen  Körpern.  S.  183  —  300:  Das  cbemiscbe  Verbalten  der  Körper.  S. 
301 — 326:  Efektricität  und  Magnetismus.  S.  327  —  367:  Gravitation  und 
Scbwere.    S.  368  —405:  Naturphilosophie. 

Es  ist  nattlrlicb  von  vornherein  klar,  dass  die  erwähnte  Materie  nicht 
erschöpfend  bebandelt  sein  kann,  sondern  dass  nur  Einzelnes  in  allgemeinen 
Zügen  berücksichtigt  ist;  dennoch  beginnt  der  letzte  Abschnitt  mit  den 
Worten :  „Mit  Hilfe  unserer  Vibrationstbeorie  ist  es  uns  gelungen ,  die  be> 
deutendsten  an  den  Körpern  beobachteten  Erscheinungen  zu  erklären.  Wir 
haben  nicht  allein  die  qualitativen ,  sowie  die  quantitativen  Verschieden- 
heiten der  Körper  —  ihre  verschiedene  Dichtheit,  ihre  Temperatur,  ihre 
specifische  Wärme,  ihre  Zusammensetzung,  ihre  Aggregatznstände,  die  Kry- 
stallbildungen,  die  Allotropio,  Isomerie,  Metamerie,  Polymerie  u.  s.  w.  — , 
auf  die  rein  quantitativen  Unterschiede  in  der  Dauer  und  in  der  Intensität 
der  Wärmevibrationen ,  sowie  auf  die  verschiedene  Zusammensetzung,  An- 
ordnung und  Beschaffenheit  der  stehenden  Wärmewellen  oder  der  Vibra- 
tionsatome zurückgeführt,  sondern  auch  alle  Kräfte,  welche  bisher  in  der 
Wissenschaft  als  die  Ursache  der  Naturerscheinungen  galten  —  die  Co- 
bäsious-  und  Expansionskraft  der  Körper,  die  Scbwere,  die  Gravitation  der 
Weltkörper,  die  Affinität,  die  elektrischen  und  magnetischen  Kräfte  u.s.w. — , 
durch  Wellenbewegung  erklärt;  mit  einem  Worte :  wir  haben  in  dem  Innern, 
vibratorischen  Bewegungszustande  der  Körper  die  allen  Naturerscheinungen 
zu  Grunde  liegende  Einheit  erkannt.** 

Das  Resultat  wird  8.402  ausgesprochen,  indem  es  dort  beisst: 
„Das  Wesen  der  Materie  ist  bewegte  Ausdehnung. 
Die  innere  Elasticität  der  Materie  ist  das  Verbällniss  der  Geschwin- 
digkeiten  der  continuirlich  nebeneinanderliegenden  Punkte. 

Die  absolute  Dichtheit  der  Materie  ist  gleich  Null;  die  Dichtheit  der 
Körper  ist  dagegen  das  Verhältniss  ihrer  inneren  Bewegungen  oder,  beim 
normalen  gasförmigen  Zustande,  das  Verhältniss  der  Dauer  ihrer  Wärme- 
Vibrationen  und  kann  deshalb  nur  relativ,  nie  absolut  bestimmt  werden/* 
Wir  wollen  gern  glauben,  dass  der  Verfasser  viel  Zeit  und  Arbeit  ver- 
wendet hat,  um  das  vorliegende  Werk  zu  Stande  zu  bringen,  wenn  nur  nicht 
zugleich  das  Gefühl  des  Mitleids  mit  rege  würde,  weil  loveslahor  lost.   Denn 
ofiPenbar  kann  von  einer  scharfen,  zwingenden  Erklärung  aller  der  behan- 
delten Naturerscheinungen  in  so  engem  Rahmen  nicht  die  Rede  sein,  aus 
gleichem  Grunde  aber  auch  nicht  von  einer  eingehenden  Kritik.   Nur  soviel 
mag  kurz  erwähnt  werden ,  dass  eine  so  strenge  mathematische  Grundlage, 
wie  sie  der  Verfasser  seinen  Erklärungen  zu  Grunde  legt,  auch  eine  streng 
math^ir         *••  »^"— Kftüining  aller  Erklärungen  verlangt;  leider  findet  man 
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aber  meist  nar  AndeutuDgen,  keine  Darcbfübrnng,  Behauptongen,  aber  keine 
Folgerungen  ans  diesen  Bebauptnngen. 

Wir  wollen  nicbt  weiter  betonen,  dass  alle  sonst  geläufigen  Erklärungen 
der  Erscbeinnngen  in  der  Molekularphysik  als  unwahr  zurückgewiesen  sind, 
dass  eigentlich  nur  die  mechanische  Wärmetheorie  als  richtig  anerkannt 
wird.  Der  Verfasser  geht  sogar  so  weit,  dass  er  Leqten,  wie  Clausius, 
da  Fehler  nachweisen  zu  können  glaubt,  die  er  selbst  verschuldet  hat.  Man 
vergl.  die  Gleichung  57) ,  S.  108.  Hätte  der  Verfasser  die  beiden  Gleich- 
ungen 54)  und  F:  F,  =ai:f|  miteinander  multiplicirt ,  so  würde  er  zum  rich- 
tigen Resultat  gelangt  sein. 

Wir  wollen  nicht  mit  dem  streng  wissenschaftlichen  Urtheil  an  Ab- 
schnitte herantreten,  wie  sie  z.  B.  S.  379  — 387  vorkommen,  wo  über  das 
unendlich  Kleine  und  über  das  unendlich  Grosse  gehandelt  wird;  es  möge 
die  dortige,  wenig  strenge  Darstellung  entschuldigt  sein  mit  dem  populären 
Zweck  des  Werkchens. 

Als  wir  im  Anhange  des  Verfassers  Vorstellung  über  die  sogenannten 
Vibrationsatome  lasen  („stehende  Wärmewellen,  welche  nach  allen  Seiten 
hin  durch  unbewegliche  Knotenflächen  von  den  anderen  stehenden  Wärme- 
wellen des  Körpers  abgegrenzt  werden**)  glaubten  wir  einer  recht  plausib- 
len Vorstellung  über  die  Constitution  der  Materie  zu  begegnen;  leider  aber 
wurde  dieser  erste  gute  Eindruck  nur  zu  bald  verwischt,  denn  wir  fanden 
zwar  in  der  Folge  manchen  Erklärungsversuch,  aber  keine  Erklärung, 
man  müsste  denn  das  für  eine  Erklärung  halten ,  wenn  statt  des  bisherigen 

M 

Begriffes  der  Masse  M  der  Quotient  •— -  eingeführt  wird ,  wo  T  die  Periode 

der  Schwingung  der  Vibrationsatome  bezeichnet,  und  wo  nun  dieser  Werth 
von  T  benützt  wird,  um  das  zu  erklären,  was  man  sonst  durch  den  Begriff 
des  M  erklärt. 

Will  der  Verfasser  seiner  Ansicht  Geltung  verschaffen,  so  muss  er  sein 
Werk  noch  bedeutend  erweitern,  indem  er  durch  Maass  und  Zahl  aus  seiner 
Hypothese  heraus  die  Naturerscheinungen  construirt;  wir  glauben  aber, 
dass  dieser  Anforderung  die  Naturtheorie  des  Verfassers  zu  genügen  nicht 
im  Stande  sein  wird.  Es  ist  etwas  wesentlich  Anderes,  einzielne  Erschei- 
nungen, z.  B.  Krystallformen ,  zu  erklären,  als  nun  mit  Hilfe  dieser  Erklä- 
rung alle  Erscheinungen,  die  an  irgendwelchen  krystallinischon  Körpern 
vorkommen,  rxprfort  mathematisch  zu  berechnen. 

Wir  erachten  daher  das  ganze  Werk  für  einen  ersten  Versuch,  der  aber 
noch  viel  weiter  und  strenger  zu  verfolgen  ist,  wenn  er  sich  der  vollen  Be- 
achtung des  Publikums  erfreuen  soll. 

Freiberg,  3. Februar  1875,  Th.  Kötteritzsch. 
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^orlenngen  fthar  m&tlieniatisolie  Physik,  von  Dr.  Gdstav  Kibobuoff. 
i.  LiefernDg.  Leipzig,  B.  G.  Teubner. 
Mit  Vergnügen  kann  Berereot  cooslBlirea.  dass  diese  zweite  Lieferung 
■l«»  Kirchboff' sehen  Werkes  der  ersten  in  Inhalt  nnd  Form  antspricht, 
^  aus  man  um  ao  mehr  zu  der  Erwartung  berechtigt  ist,  dasa  das  gSD^ie 
Werk  eine  Zierde  der  deutschen  mathematiachen  Literalnr  werden  wird- 
*1*  mag  hier  voralaltet  sein,  Dur  kurz  eine  Inhaltsangabe  der  vorliegenden 
Bwfljten  Lieferung  au  geben;  eine  eingehendere  Bospiechnng  aber  mag  bis 
llhia  verschoben  werden,  wo  daB  ganse  Werk  vollständig  erschienen  iat. 
Die  12.  Vorlesung,  welche  den  Anfang  der  vorliegenden  Lieferung 
>ildet,  heachäftigt  aicb  mit  der  Hydrostatik.  Üie  beaonderen  betrachteten 
rWIo  sind  die,  wo  die  wirksamen  KrJifle  entweder  von  der  Anziehung  der 
Srde  oder  von  der  eines  Punktes  herkommen,  oder  wo  die  einzelnen  Theil- 
ihen  der  Flüssigkeit  nach  dem  N  e  wlon'schen  Gesetze  gegeneinander 
[ravitlren;  die  Flüssigkeit  selbst  beßndel  sich  Uhrigous  entweder  im  Knhe- 
lastande,  oder  im  Zastando  gleichförmiger  Rotation.  Uio  13.  Vorlesung 
lat  es  zn  thnn  mit  den  Capillarerscheinungen,  sie  schliesst  mit  der  Betracb- 
nng  eingetanchter  fester  Kfirp er,  indem  sogleich  die  Caput ari IS tskr&fie  mit 
»rlickaichtigt  werden. 

Die  14.  Vorlesung  setzt  die  Betrachtungen  der  13.  fnrt,  indem  hier  die 
DfEferentialgleichuDgen  iutogrirt  weiden  für  den  Fall,  dasa  zwei  schwere 
flüMigkeilen  einander  in  Kotationsfl^chen  berühren  und  nnr  I'ankte 
tatrachtot  werden,  die  entweder  der  Rotationsaxe  sehr  nahe  liegen,  oder 
Blir  weit  von  ihr  entfernt  sind. 

Mit  der  I&.  Vorlesung  beginnt  die  Hydrodynamik,  nnd  nachdem  der 
wate  mathematische  Appnrat  kurz  nnd  bündig  entwickelt  ist,  werden  bis 
ir  '^10.  Vorlesung  eine  Reihe  hierher  gehöriger  Probleme  behandelt,  wie  die 
beorie  der  Wirhelliuien  uod  WirbelfSden,  die  Bewegaug  eines  oder  siweier 
vier  Körper  in  einer  iacompreesiblen  Flüssigkeit  (speciell  angewendet  auf 
Ogol  nnd  Ellipsoid)  und  die  Wirbelbewegangan. 

Nachdem  femer  dio  21.  Vorloanng  einen  kurzen  Abriss  der  Theorie 
)niplexer  Functionen  gegeben  hat,  wird  diese  Theorie  in  der  22.  Vorloanng 
agewendei  auf  die  Betrachtung  der  Flüssigkeitsatrahlen. 

Frei  berg,  3.  Mai  1875.  Tb.  Köttbuthsch. 

Upor$  st(  l/ie  committee  on  mal/iematicat  lables,  consislmg  of  Profei- 
tor  J.  Cayley,  F.  R.  S.,  Professor  ü.  G.  Stocket,  F.  R.  S.,  Profestor 
Sir  W.  Thomion,  F.  R.  S.,  Professor  B.  J.  S.  Smilh,  F.  R.  S..  Mr. 
J.  ff.  L.  Giaisher,  D.  A.  Rgporler  Mr.  J.  W.  l.  Glaisker  (from  O« 
Report  of  Ihe  British  Association  for  tke  advancemenl  ofscience  for  \«}t). 
London  1873. 
Das  Urtheil   dos  Unterzeichneten  über  die  hier  genannte  Schrift  tat 

■war  im  Allgemeinen  boreilB  in  der  obeostohendeu  Anzeigo  von  Bsau 
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ker's  Logarithmentafeln  angesprochen,  doch  wäre  es  der  Bedentnng  des 
von  Herrn  Glaisher  erstatteten  Berichts  wohl  kaum  angemessen,  wenn 
ihm  nur  solche  beiläufige  Worte»  und  seien  sie  noch  so  lobend,  gewidmet 
würden.  Schon  die  Entstehung  dos  Berichts  an  und  für  sich  verdient  sicher- 
lich hervorgehoben  zu  werden.  Jedem  Mathematiker,  welcher  von  den  rein 
theoretischen  Arbeiten  2u  praktischen  Anwendungen  den  Uebergang  macht, 
tritt  sofort  neben  dem  Bewusstsein  von  der  Nützlichkeit  tabellarisch  geord- 
neter, ein-  für  allemal  berechneter  Hilfswerthe  die  Frage  entgegen,  wo  er 
solche  Hilfswerthe  zu  suchen  habe?  Freilich  die  einfachsten  Tabellen,  die 
Einsundeins  •  sowie  die  Einmaleins  -Tabellen ,  sind  in  Jedermanns  Kopfe, 
die  nächsteinfachen  Logarithmentabellen  der  Zahlen  und  der  trigonometri- 
schen Functionen  sind  in  Jedermanns  Händen,  aber  mit  diesen  nnd  einigen 
anderen ,  meistens  anhangsweise  den  Logarithmentafeln  beigefügten  Tabel- 
len ist  die  Sache  zu  Ende,  so  zu  Ende,  dass  man,  ohne  auf  den  Namen 
eines  tüchtigen  Mathematikers  verzichten  zu  müssen,  sehr  wohl  im  Zweifel 
darüber  sein  kann,  ob  es  Tabellen  gewisser  Integrale  z.  B.  schon  gebe,  oder 
ob  deren  Berechnung  noch  zu  den  frommen  Wünschen  gehöre.  Es  war 
daher  eine  höchst  zeitgemässe  und  ihrer  Natur  nach  zusammengehörige 
Doppelaufgabe,  welche  die  Britische  Gesellschaft  für  Fortschritte  der  Wis- 
senschaft einem  besonders  dazu  ernanuten  Fünferausschusse  stellte,  indem 
sie  von  demsclbcu  erstlich  einen  Bericht  über  sämmtliche  vorhandene  mathe- 
matische Tafeln  verlangte  und  ihm  zweitens  den  Neudruck  oder  die  Neu- 
berechnung vergriffener  oder  noch  nicht  bearbeiteter  Tabellen  häufig  vor- 
kommender Functionalwerthc  auferlegte.  Es  ist  der  erste  Theil  jenes  Be- 
richts, der  uns  heute  aus  der  Feder  von  Herrn  Glaisher  in  einer  elf 
Druckbogen  erfüllenden  Ausdehnung  vorliegt,  einer  Ausdehnung,  welche 
annähernd  einen  Begriff  von  dem  Umfange  der  Arbeitsleistung  geben  kann, 
welche  dem  Berichterstatter  auferlegt  war.  Nur  auf  mathematische 
Tafeln  einfachster  Natur  sollte  er  sciu  Augenmerk  richten.  Tabellen  empi- 
rischen Ursprungs,  wie  Sterncataloge,  Kefractionstafeln,  chemisch  -  physi- 
kalische Tafeln,  Sterblichkeitstafeln  u.  s.  w.  blieben  grundsätzlich  aus- 
geschlossen; ausgeschlossen  blieben  auch  die  durch  Rechnung  entstandenen 
Tabellen,  welche,  ausschliesslich  dem  Handelsverkehr  dienend,  eine  wissen- 
schaftliche Beachtung  von  Seiten  des  Mathematikers  unnöthig  machen ,  wie 
z.  B.  Lebensversicherungs-  und  Annuitätentafeln,  Zinstabellen  u.  dergl. ;  aus> 
geschlossen  und  einem  zweiten  und  dritten  Theile  des  Berichts  vorbehalten 
blieben  Functionen  (insbesondere  bestimmte  Integrale)  und  zahlentheore- 
tische Tafeln.  Und  dennoch  blieb  Stoff  für  175  Druckseiten  übrig,  und  den- 
noch sagt  der  Verfasser  in,  wie  uns  dÜnkt,  übertriebener  Bescheidenheit: 
„Der  Bericht  ist  eingestandenermassen  sehr  unvollkommen;  er  enthält  muth- 
masslich  nicht  die  Hälfte  der  Werke,  welche  ebenso  gut  wie  die  aufgenom- 
menen einen  Anspruch  auf  Erwähnung  gehabt  hätten^'  (S.  12).  Das  ist  ent- 
•ehieden  zuviel  zugegeben ;  in  so  weiten  Grenzen  bewegt  sich  die  Mangel- 
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haftigkeit  des  Berichtes  nicht,  mindestens  nicht  in  jenen  Theilen,  welche 
der  Unterzeichnete  zn  benutzen  und  mit  eigenen ,  da  und  dort  gesammelten 
Notizen  zu  vergleichen  Gelegenheit  hatte.  Weit  einverstandener  können 
wir  uns  mit  dem  Berichterstatter  erklären,  wenn  er  auf  derselben  Seite  nach 
einigen  weiteren  Sätzen  fortfährt:  „Trotzdem  wird  man  finden,  dass  der 
Bericht  in  seinem  gegenwärtigen  Zustande  mehr  über  Tabellen  mittheilt, 
als  an  irgend  einer  andern  Stelle  gefunden  werden  kann/'  Freilich  kommt 
es  bei  bibliographisch  •  historischen  Schriften  nicht  allein  auf  das  Wieviel 
des  Gebotenen  an,  sondern  vielmehr  auf  das  Wie  zuverlässig.  Die  Liste  der 
auf  unkritisches  Nachschreiben  fremder  Irrthümer  sich  beschränkenden 
Schriftsteller  ist  auch  nach  Gri  ff et's  TrailS  des  differentes  sortes  de preuves 
qui  servenl  ä  itablir  Ja  virite  de  thistoire  {Liege  1769)  in  immerwährendem 
Wachsen  geblieben;  jeder  Buchhändlercatalog  enthält  neue  Schriften  der 
genannten  Art,  um  so  gefährlicher,  wenn  sie  eine  scheinbare  Beglaubigung 
an  der  Spitze  tragen,  wie  etwa  die  Histoire  des  maüiematiques  von  Ferd. 
Hoefer  in  Gestalt  einer  Widmung  an  den  verdienten  Veteranen  der  Ge- 
schichte der  Mathematik,  Herrn  Michel  Chasles.  Herr  Glaisher  hat 
sich  die  Sache  nicht  so  leicht  gemacht,  und  wir  wissen  ihm  um  so  grösseren 
Dank  dafür.  „Mit  Ausnahme  von  drei  oder  vier  Werken  wurde  jedes  Buch 
nach  eigenem  Augenscheine  beschrieben  und  die  Beschreibung  nieder- 
geschrieben ,  während  das  Buch  noch  vor  uns  lag'*  (S.  14).  So  und  nur  so 
lässt  Zuverlässigkeit  der  Angaben  sich  verbürgen ,  und  wo  allenfalls  doch 
ein  oder  der  andere  Irrthum  sich -eingeschlichen  haben  sollte,  wird  er  durch 
die  äussere  Schwierigkeit  erklärt.  Es  ist  eine  mehr  als  ausreichende  Ent- 
schuldigung, dass  die  Arbeit  „oft  in  öffentlichen  Bibliotheken  vollzogen 
werden  musste,  welche  nur  wenige  Stunden  des  Tages  geöffnet  waren,  so 
dass  Jeder,  der  nicht  über  eine  unbegrenzte  Zahl  von  Tagen  zu  verfügen 
hat,  manchmal  unter  Hochdruck  zu  arbeiten  genöthigt  ist.  So  entstehen 
Auslassungen,  welche,  sechs  Monate  später  bei  Gelegenheit  einer  Revision 
entdeckt,  ohne^ grossen  Zeitverlust  nicht  berichtigt  werden  können,  voraus- 
gesetzt sogar,  dass  man  sich  erinnere,  welche  Bibliothek  es  gerade  war,  die 
das  betreffende  Werk  enthielt/'  Wir  sind  nach  diesen  Bekenntnissen  des 
Verfassers,  deren  Wahrheitstreue  unanfechtbar  ist,  um  so  begieriger  auf  die 
Nachträge,  welche  er  uns  für  eine  spätere  Zeit  in  Aussicht  stellt.  Möge  ihm 
dazu  die  von  ihm  ausdrücklich  erbetene  Beihilfe  anderer  Gelehrten  nicht 
mangeln,  welche  oft  zufälliges  Auffinden  von  bibliographischen  Seltenheiten 
nicht  als  Quelle  persönlichen  Vergnügens  allein  zu  betrachten  aufgefordert 
werden.  Die  Adresse  des  Verfassers,  an  welche  alle  solche  Tabellenwerke 
betreffende  Notizen  einzusenden  sind,  lautet:  Mr.  J.  JV.  L.  Glaisher,  Tri- 
nily  College,  Cambridge.  Mit  noch  grösserer.  Spannung  als  den  Nachträgen 
zu  diesem  ersten  Theile  des  Berichts  sehen  wir  aber  den  beiden  folgenden 
Hanpttheilen  desselben  entgegen,  welchen  wir  nur  eine  gleich  befriedigende 
A"-^ '  -nnschen  können.  Camtob. 
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Die  vierte  Säcnlarfeier   der  Oebnrt  von  Vicolans  CopemionSi   Thom, 
18.  und  19.  Februar  1873.    Thorn  1874. 

Erst  vor  wenigen  Wochen  hat  dieser  ausführliche  Bericht  über  die 
Thoruer  Säcularfeier  die  Presse  verlassen,  sicherlich  eine  Anregung  zu 
freudiger  Erinnerung  für  Alle,  die  dem  schönen  Feste  persönliche  Theil- 
nähme  widmen  konnten,  eine  Quelle  halb  eifersüchtigen  Bedauerns  für  Die- 
jenigen, welche  ihm  fern  zu  bleiben  gezwungen  waren.  Die  13  Druckbogen 
starke  Gelegenheitsschrift  meldet  auf's  Ausführlichste  von  den  Erlebnissen 
der  Festtage  des  Februars  1873,  ohne  die  ausgebrachten  Trinksprüche,  ja 
selbst  ohne  die  eingegangenen  Glückwünsche  von  Körperschaften ,  wie  von 
Einzelnen  zu  vergessen.  Am  Interessantesten  dürfte  jedoch  für  den  Leser, 
welcher  nicht  in  Thorn  anwesend  war,  also  nicht  sein  Gedächtniss  mit  Ein- 
zelheiten erfüllt  hat,  die  beim  Lesen  des  Berichts  wieder  wach  werden,  ohne 
in  dem  Berichte  selbst  vorkommen  zu  können,  die  Festrede  des  Vorsitzenden 
des  Copernicus -Vereins,  Prof.  Dr.  L.  Prowe,  sein,  welche  von  S.  36— 76 
ein  der  Weihe  des  Tages  entsprechendes  Bild  des  Gefeierten  in  markigen 
Zügen  liefert.  Cantob. 
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Historisch -literarische  Abtheilung. 


Gottfried  Friedlein  f, 

ein  Nekrolog  von  M.  Camtob. 

„Sein  GedKchtniss  wird  nicht  erlöschen;  seiner  Asche  sei  Friede!*' 
Das  sind  die  Schlussworte  eines  Nachrufes,  welchen  Gymnasialprofessor 
Unger  in  Hof  am  Grabe  Friedlein's,  des  am  31.  Mai  in  seinem 
48.  Lebensjahre  Dahingegangenen,  vortrug.  Wir  können  keinen  bessern 
Anfang  zu  dieser  Lebensskizze  wählen.  Sein  Gedächtniss  wird  nicht 
erlöschen,  and  es  soll  uns  eine  mit  Trauer  gemischte  Freude  sein,  das 
Unsrige  dazu  beizutragen,  dass  die  Verdienste  des  Mannes  nachhaltig  an- 
erkannt werden,  der,  so  lange  er  schriftstellerisch  wirkte,  zu  unseren  wissen- 
schaftlichen Gegnern  gehörte  und  manche  Fehde  mit  uns  auskämpfte ,  wel- 
cher nun  im  Angesichte  seiner  Asche  der  Friede  folgt.  Diese  unsere  gegen- 
seitige Stellung  durfte  von  vornherein  nicht  unbetont  bleiben,  da  wir  es 
ebenso  dem  Verstorbenen  schuldig  zu  sein  glauben,  seine  niemals  von  uns 
verkannte  geistige  Bedeutung  in  das  richtige  Licht  zu  setzen,  als  uns  selbst 
und  den  von  uns  vertretenen  Anschauungen,  nicht  heute  plötzlich  für  falsch 
zu  erklären ,  dessen  Wahrheit  wir  seit  zwei  Jahrzehnten  verfechten.  Die 
biographischen  Nachrichten  im  engeren  Sinne  des  Wortes  entnehmen  wir 
dem  erwähnten  Nachrufe,  der  uns  zum  Zwecke  dieses  Nekrologs  mit  dan- 
kend zu  rühmender  Bereitwilligkeit  durch  die  Familie  des  Verstorbenen 
zur  Verfügung  gestellt  wurde. 

Johann  Gottfried  Friedlein  ist  am  5.  Januar  1828  als  Sohn  eines 
Bäckermeisters  in  Regensburg  geboren,  das  zweite  von  vier  Kindern,  welche 
der  1838  erfolgte  Tod  des  Vaters  zu  Halbwaisen  machte,  für  ihre  Erziehung 
nur  auf  die  treffliche  Mutter  angewiesen,  welche  der  schwierigen  Aufgabe, 
die  ihr  zugefallen  war,  sich  völlig  gewachsen  zeigte.  Gottfried,  ein  streb- 
samer, hochbegabter  Knabe  von  eisernem  Fleisse  und  seltener  Willenskraft, 
widmete  sich  der  Wissenschaft  und  bezog  1846  die  Universität  München,  um 
Philologie  und  Mathematik  zu  studiren ,  für  welche  beiden  Fächer  er  schon 
als  Gymnasiast  besondere  Fähigkeiten  an  den  Tag  gelegt  hatte.  Dort  war- 
fen ihn  die  Anstrengungen,  die  er  machte,  eine  akademische  Preisfrage  zu 
lösen,  zum  ersten  Male  anfein  gefahrdrohendes  Krankenlager.  Eine  Gehirn- 
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entzüoduDg  stellte  sich  ein  und  liess  eine  Zeit  lang  das  Schlimmste  befüreh- 
ten.  Orand  genug,  in  der  Energie  des  Studiums  einigermassen  nachxalas- 
sen,  und  dennoch  bestand  Friedlein  schon  1849  den  Concurs  für  das  Gym- 
nasiallehramt, 1851  den  für  das  Lehramt  der  Mathematik  an  Gymnasien. 
Im  November  1851  erfolgte  Fr  i  edle  in 's  erste  Anstellang  als  Assistent  an 
dem  Gymnasium  seiner  Vaterstadt,  und  nun  sehen  wir  ihn  befördert  von 
Schule  zu  Schule,  wenn  wir  ihn  im  December  1853  als  Stndienlehrer  nach 
Erlangen  begleiten,  wo  er  auch  die  philosophische  Doctorwürde  sich  erwarb, 
wenn  wir  ihm  am  l.Oct«1802  als  Professor  der  Mathematik  an  das  Gymnasium 
zu  Ansbach  folgen,  am  10.  März  1868  als  Hector  an  die  Studienanstalt  in  Hof 
zunächst  mit  der  Lehrstelle  an  der  Oberclasse,  seit  October  1808  mit  der 
Professur  der  Mathematik,  womit  er  später  auch  noch  das  Rectorat  der  von 
der  Stadt  neu  organisirten  höheren  Töchterschule  verband. 

Die  drei  letztgenannten  Orte:  Erlangen,  Ansbach,  besonders  aber  Hof 
waren  die  Geburtsstätten  zahlreicher  Schriftstücke  bald  kleineren,  bald 
grösseren  Umfanges,  bis  1800  mehr  philologischen  Inhaltes,  von  da  an  ziem- 
lich ausschliesslich  der  Geschichte  der  Mathematik  gewidmet.  In  dieser 
Richtung  eröffnete  sein  Gerbert,  die  Geometrie  desBoethias  und 
die  indischen  Ziffern  1801  den  Reigen,  eine  Abhandlung  von  nicht  ganz 
vier  Druckbogen,  aber  genügend,  ihrern  Verfasser  zum  Haupte  einer  wis- 
senschaftlichen Partei  in  Deutschland  zu  machen.  Das  Glaubeosbekenntniss 
derselben  lässt  sich  in  die  wenigen  Sätze  kleiden:  „Das  Columnenrechoen 
beginnt  erst  seit  Gerbert,  und  zugleich  damit  auch  die  Benutzung  von 
Gobarziffern.  Alle  angeführten  Spuren  früheren  Columnenrechnens  and 
früherer  Anwendung  sogenannter  Apices  beruhen  theils  auf  beabsichtigten, 
theils  auf  unabsichtlichen  Fälschungen.  Die  Rechenkunst  der  Römer  und 
Griechen  beschränkte  sich  neben  einer  Fingerrechnung  auf  Benutzung  von 
Rechenpfennigen  auf  horizontalen  Linien,  dem  Vorbilde  des  späteren  Rech- 
nens auf  der  Linie  in  Deutschland,  welches  dagegen  mit  dem  Columnen- 
rechneu  keinen  Zusammenhang  besitzt.'*  Im  Grossen  und  Ganzen  finden 
sich  diese  Sätze  schon  in  der  historischen  Erstlingsarbeit  Friedlein's, 
wenn  sie  auch  genauer  erst  in  späteren  Veröffentlichungen  begründet  wer- 
den, 80  in  Abhandlungen  in  dieser  Zeitschrift  aus  den  Jahren  1804  und 
1805,  in  Besprechungen  von  naheh'egende  Gegenstände  betreffenden  Wer- 
ken in  der  Literaturzeitung  ebendieser  Zeitschrift  bis  1807,  hauptsächlich 
in  einem  I0V4  I>ruckbogen  starken  Bändchen:  Die  Zahlzeichen  und 
das  elementare  Rechnen  der  Griechen  und  Römer  und  des 
christlichen  Abendlandes  vom  7.  bis  zum  13.  Jahrhundert.   1860. 

Diese  Anschauungen  waren  nicht  gerade  neu,  so  wenig,  wie  die  ihnen 
diametral  gegenüberstehenden  Ansichten,  zu  deren  Vertretern  der  Schreiber 
dieser  Zeilen  sich  zählt.  Seit  dem  Ende  der  dreissiger  Jahre,  um  von  frühe- 
ren Versuchen  in  der  Geschichte  der  Zahlzeichen  zn  schweigen,  wurde 
derselbe  Widerstreit  der  Meinungen  in  Frankreich   zwischen  Libri  und 
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Chasles  geführt.  Vincent  und  Martin  unterstützten  der  Hauptsache 
nach  den  Letzteren,  während  ein  in  Paris  lebender  deutscher  Gelehrter 
Wöpcke,  den  leider  die  Wissenschaft  schon  am  25.  MSrz  1864  verlor,  eine 
Art  von  Mittelstellung  zwischen  den  Parteien  einnahm.  Die  wir  in  Deutsch- 
land den  Kampf  führten  und  noch  führen,  haben  vielfach  von  den  Waffen 
Gebrauch  gemacht,  die  bereits  in  anderen  Händen  sich  bewährt  zu  haben 
schienen,  doch  dürfte  Jedem  von  uns  die  Anerkennung  nicht  abzusprechen 
sein,  dass  wir  emsig  bemüht  waren,  auch  neue  Gründe,  neues  handschrift- 
liches und  gedrucktes  Material  aus  den  verschiedensten  Literaturzweigen 
herbeizuschaffen,  und  wir  persönlich  erklären  bereitwilligst,  manches  Neue 
in  dieser  Beziehung  aus  Friedlein's  Schriften  kennen  gelernt  zu  haben. 
Wir  haben  seinen  aufspürenden  Fleiss  stets  auf*8  Höchste  geachtet,  auch 
da,  wo  sein  auf  sprachliche  Kleinigkeiten  gebanntes  Auge  ihm,  wie  wir  mei- 
nen ,  den  grösseren  Fernblick  nicht  gestattete ,  welcher  allein  das  richtige 
Verständniss  historischer  Dinge  hervorbringt  und  ermöglicht.  Wer  als 
Maler  sich  ängstlich  nur  an  die  Richtigkeit  der  Wiedergabe  jeder  einzelnen 
Hautfalte  klemmt,  wird  nie  ein  lebensvolles  Bildniss,  ähnlich  in  Charakter 
und  Ausdruck,  schaffen ,  und  nicht  anders  scheint  es  uns  sich  mit  der  Kunst 
der  Geschichtsschreibung  zu  verhalten. 

Zu  dem  Materiale,  welches  immer  auf's  Neue  in  der  Geschichte  der 
Zahlzeichen  und  des  Zahlenrechnens  benutzt  wird,  gehören  die  drei  Werke, 
welchen  die  Handschriften  die  Titel:  Arithmetik,  Musik  und  Geo- 
metrie des  Boetins  beilegen.  Die  Frage  nach  dem  Verfasser  — 
ein  Theil  der  obenerwähnten  Streitfragen  —  kann  hier  nicht  erörtert  wer- 
den. Jedenfalls  braucht  jede  Partei  den  genauen  Text,  wenn  sie  es  mit 
der  Wahrheit  ernst  meint  und  diese,  nicht  sich  selbst,  im  Vordergrunde 
sieht.  Friedlein  hat  eine  neue  vortreffliche  Ausgabe  dieser  Bücher 
besorgt  (Leipzig ,' 1867)  und  damit  ebenso,  wie  mit  dem  Abdrucke  des 
Rechenbuches  des  Victorius  (1871  in  dieser  Zeitschrift  und  in  dem- 
selben Jahre  in  nicht  damit  identischer  Weise  im  BuUelino  Boncompagnt)  sich 
wohlverdienten  Dank  erworben. 

Die  Geschichte  der  Zahlzeichen  im  Abendlande  war,  wie  uns  durch 
Prof.  U  n  g  e  r  berichtet  wird,  theil  weise  eine  Vorarbeit  zu  einer  Geschichte 
der  Mathematik  in  Deutschland;  welche  Friedlein  für  den  Cyclus 
der  durch  die  historische  Commission  veröffentlichten  Geschichtswerke  ein- 
zelner Wissenschaften  in  ihrer  Entwickelung  in  Deutschland  übernommen 
hatte.  Er  hatte  dieser  Aufgabe  sich  unterziehen  wollen  ohne  Schonung 
seiner  durch  eine  in  Erlangen  überstandene  Rippenfellentzündung  auf^s 
Neue  geschädigten  Gesundheit;  aber  mit  den  nach  seiner  Versetzung  nach 
Hof  ihm  zufallenden,  bald  verdoppelten  Rectoratsgeschäften,  mit  der  schon 
in  Ansbach  ttbemommenen  hälfti'«**  RMla^liou  einer  von  den  Lehrern  der 
bayrifichen  Gymnasien  ge«  Sorg«  für  Unterricht 
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3.  die  Ansicht,  dass   zwischen  Boriczer  und  Dürer  kein  geometri- 
sches Werk  deutscher  Zunge  existire,  ist  irrig. 

Was  nun  Punkt  1  anlangt,  so  ist  derselbe  durch  den  von  Curtse  ge- 
lieferten Beweis  in  seinem  Sinne  eo  ipso  erledigt,  und  wir  können  nur 
bedauern,  das  Hain'sche  Kepertorium  nicht  damals  beigezogen  zu  haben. 
Für's  Zweite  müssen  wir  uns  der  Meinung  eines  Gelehrten  gegenüber  aller- 
dings bescheiden,  welcher  durch  seine  Betheiligung  bei  Neuordnung  grosser 
Bibliotheken  die  ausgedehnteste  bibliographische  Kunde  erlangen  musste; 
indess  möchten  wir  doch  behaupten,  dass  in  den  frühesten  Druckwerken 
Oberdeutschlands  (vor  Allem  der  schwäbisch  •  fränkischen  Districte)  durch- 
weg ein  (in  unserem  jetzigen  Sinne)  weit  besseres  Deutsch  anzutreffen  ist, 
als  in  mancher,  einer  spätem  Zeit  angehörigen  Schrift  mittel-  oder  nieder- 
deutschen Ursprungs;  auch  bewog  uns  zu  unserer  Auffassang  eine  entschie- 
den hervortretende  sprachliche  Aehnlichkeit  zwischen  der  ,,@eometria  bcutfdj^'' 
und  dem  erwähnten  Büchlein  Roriczer's. 

Was  aber  drittens  unsere  Aufstellung  bezüglich  geometrischer  Werke 
innerhalb  des  Zeitraumes  i486  — 1525  betrifft,  so  bekennen  wir  uns  auch  jetzt 
noch  dazu,  ohne  freilich  damit  Curtze  Unrecht  geben  zu  wollen.  Wir 
meinten  damas  ausschliesslich  gedruckte  Bücher,  die  nicht  nur  vorwiegend, 
sondern  ausschliesslich  geometrischen  Inhalts  wären,  und  in  diese  Käthe- 
gorie  gehört  weder  das  von  Curtze  angezogene  Münchener  Manuscript, 
noch,  wie  auch  an  jenem  Orte  bemerkt  wird,  das  Rechenbuch  des  Gram-  * 
mateus.  Dass  wir  nicht  auch  jene  literarischen  Leistungen  mit  zu  snb- 
sumiren  geneigt  sein  konnten,  welche  nebenher  geometrische  Dinge  mit- 
behandeln,  geht  schon  aus  dem  Umstände  hervor,  dass  wir  bei  unserer 
Aufzählung  nicht  einmal  der  berühmten  lucunabcl  Johann  Widmann's^) 
gedachten,  welche  wohl  Keinem,  der  sich  mit  Geschichte  der  Mathematik 
befasst,  unbekannt  sein  kann  —  bekanntlich  bietet  jenes  Werk  viel  geome- 
trisches Material,  so  auch  den  Her on 'sehen  Satz,  welcher  die  Dreiecks- 
üäche  als  Function  der  drei  Seiten  ausdrücken  lehrt. 

Nachdem  wir  so  die  Punkte  discutirt  haben,  welche  wir  den  Angriffen 
Oui'tze's  gegenüber  aufzugeben  oder  festzuhalten  uns  genöthigt  sahen, 
wenden  wir'uns  zur  zweiten  Hauptfrage,  und  hier  erkennen  wir  denn,  dass 
Curtze  bezüglich  des  Alters  der  Schrift  —  wenn  auch  hauptsächlich  aus 
negativen  Gründen  —  mit  uns  übereinstimmt,  dass  ihm  nämlich  dieselbe  mit 
grösserer  Wahrscheinlichkeit  in  das  fünfzehnte,  als  in  das  folgende  Jahr- 
biinderf  zu  gehören  scheint.  Dass  er  als  obere  Grenze  für  die  Epoche  des 
Druckes  das  Jalir  1487  fixirt,  sagt  unserer  Anschauungsweise  vollkommen 
zu,  wie  dies  auch  aus  unserer  früheren  Darstellung  hervorgeht.  Die  That- 
sache ,  dass  die  mathematische  Xylographie  bereits  im  Jahre  1482  zu  Padua 


3)  SB  i  b  m  a  n  n ,  IBc^cbe  unb  (u(f(^e  Kec^enunB  auff  oKen  fouffmanfd^ft,  fie)9p(i(f  1489. 
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ausgeübt  wurde,  war  uns  durch  eine  frühere  Schrift  Curtze's  bereits  be- 
kannt^), indess  glaubten  wir  nach  Falkenstein  diese  Neuerungen  nicht  als 
spontan  entstanden,  sondern  als  von  Ratdolt  beeinflusst  ansehen  zu  müssen. 
Cantor  nun  meint  die  Entstehungszeit  der  ,,®eometria  beutfd^"  mit 
Entschiedenheit  nach  Dürer  ansetzen  zu  müssen,  indem  er  die  darin  mit- 
getheilten  Regeln  doch  zu  hoch  stellt,  um  sie  einem  reinen  Praktiker  zu- 
schreiben zu  können.  Wir  wollen  uns  dem  Gewicht  dieser  Gründe  nicht 
verschliesseu  ,  halten  aber  —  ganz  abgesehen  von  den  jetzt  durch  Curtze 
aufgefundenen  Beweismitteln  —  doch  dafür,  dass  Dürer 's  AutoriUit  eine 
viel  zn  bedeutende  und  festbegründete  war,  um  nicht  jedem  Nachfolger  die 
unbedingte  Erwähnung  seines  Vorgängers  zur  Pflicht  gemacht  zu  haben. 
Autorenangabe  war  freilich  in  jenen  Zeiten  gerade  keine  beliebte  Sache, 
aber  Dürer*s  Name  machte  eine  leicht  begreifliche  Ausnahme,  und  aus 
dem  Umstände,  dass  der  unbekannte  Verfasser  unserer  Vorlage  gar  keine 
Quelle  citirt,  kann  wohl  auch  kein  weitertragender  Schluss  abstrahirt  wer- 
den, denn  wen  hätte  er,  der  wohl  kaum  von  Euclid  wusste,  überhaupt 
namhaft  machen  sollen? 

II. 

Wir  besprachen  in  unserem  Aufsatze  (S.  11)  die  hübsche  Näherungs- 
Verzeichnung  des  regelmässigen  Siebenecks  und  versuchten  die  Genesis  der- 
selben ins  richtige  Licht  zu  stellen.  Dabei  wurde  eine  Kepler* sehe  Stelle 
angeführt,  welche  au  sich  von  hohem  Interesse  ist,  weil  sie  eine  vollstän- 
dige Uebcrsicht  über  die  bis  zu  jener  Zeit  bekannt  gewordenen  Bemüh- 
ungen liefert,  jenes  Problem  zu  lösen.  Nachdem  Kepler  die  von  ihm  als 
Dürer^sche  bezeichnete  Auflösung  besprochen  und  —  wohl  nicht  ganz  mit 
Recht,  wie  wir  darlegten,  als  „experimentalio  manuaria  nimium  rudis^^  —  ver- 
iirtheilt  hat,  fälirt  cr^)  weiter  fort:  „De  Caroli  Mariani  Cremonensis  et  Fran- 
eiset  Flussaiis  Candallae  paralogismis  eirea  heptagonum  vide  Chr,  Clavium  Geo- 
melriae  Practieae  Hb,  VJIL  prop.  30.  el  in  commentariis  in  Euelidis  Hb,  IV.  pr.  16» 

Exeilavil  haee  palaestra  etiam  Jllustrissimum  D,  Marehionem  de  Mala  Spina, 
legatum  anno  1614.  Ser^^  Ducis  Parmensis  ad  aulam  Caesar eam^  qui  diagram- 
tnaie  ingeniosissimo  omnes  omnium  deseriptiones  superavil,  existimans,  subtensam 
■j^  circuH  aequalem  esse  |  semidiametri  et  sie  effabilem  longitudine:  demonstra- 
iionis  apparatus  tantae  fuit  sollertiae,  ut  vel  EucHdem  lateret,  assumlum  aliquid 
fuisse  indemonstratum.^^ 

lieber  die  Genauigkeit  dieser  letzteren  Bestimmung  können  wir  uns 
sehr  leicht  ein  Urtbeil  bilden.  Ist  1  der  Kreisradius  und  3a:  der  Winkel, 
welchen  die  Sehne  |  spannt,  so  besteht  die  Gleichung 


4)  Curtze,  Die  mathematischen  Schriften  des  Nicole  Oresme,  Berlin  1870,  S.9. 

5)  Johannis  Keptari  Astnmomi  opera  onmia,  cd-  Frisch,   VoU  V,  Franeofurii  el 
£rUm§ae  MDCOCLXM^  ">  i07 


Historisch  -  Hlorttrische  Abtheiinng. 


(J)*=  1  + t  — 2cm3x, 
also 

c«iSx  =  ,», ,     hgcoiZx  =  0,94510  —  1.50516  =  9,34095  —  10 
und 

3 X  =  17'  3' 54",     X  =  25*  ll'  18". 
Maltiplictrt  inao  diesea  Wertb  mit  2,  so  erhKlt  usd  dea  CenlriwiDkel  d 
Siebenecks  gleich 

5I*22'3ö", 

und  dieser  Werlh  liegt  zwiacheu  dem  wabren  und  dem  durch  die  eiafubiq 
ZeicbnuDg  gelieferten  gerade  in  der  Mitte  —  wenigstens  scheint  es  so. 

Sehen  wir  nuu  auch  zu,  bis  zu  welchem  Grsde  die  Metboden  der  •; 
deren  von  Kepler  anfgcfübrten  Malhematiher  sich  als  exact  erweiseo.  Wa 
ClAvins  in  seiuein  Commenlar  zum  EucUd  giebt*),  ist  nnr  geringfagif 
eingehender  behandelt  er  die  Materie  an  der  andern  Stelle'),  bei  Oelegoi 
beit  seiner  dreissigsten  Proposition :  „Invenlionem  lateris  heptagoni  in  dato  ci 
cuto  iion  rede  ä  quibusdam  Iradi,  demomlrare.''^  Dieser  Beweis  erstreckt  sial 
wie  auch  schon  ans  Kepler's  Worten  bervorgebt,  anf  zwei  «nschetoaa 
damals  sehr  bekannte  Kegeln. 

„Carolus  Marianas  Cremonmsis  totum  unum  libellum  edidit  de  i 
lateris  keptitguni  in  circido  dato ,  in  quo  probare  conatar,  latui  heptagoni 
hac  ratione":  Man  verlängere  den  Kreisradiut)  AB  (Fig. 5)  über  B,  mu 
BC=^AB  und  beschreibe  um  C  tD\l  AB  als  üalbmesser  einen  nooeu  Kreh 
welcher  den  ursprünglichen  einmal  in  D  schneidet;  alsdaon  i 
gesuchte  Siebenecks  Seite  sein.  Die  erreichte  Genauigkeit  ist  dieaslbl 
welche  die  Vorschrift  der  „©(ometiia  beutff^"  liefert,  indem  51"  lO'  fitr  da 
Centriwinkel  erhalten  werden. 

Es  ist  nun  gewiss  höchst  eigentbtimlicb,  dass  diese  Methode  des  Crat 
nesers,  für  welche  Kepler  (s.o.)  nnr  den  Titel  pora/opMinuj  kennt,  matfaemv 
tisch  genau  die  gleiche  ist,  deren  Erfindung  dem  italienischen  Grafen  ao  hob 
Lnhsprtiche  einträgt,  und  wir  dürfen  annehmen,  dass  die  hohe  Slelluag  de 
Uileltantcn  wohl  etwas  anf  den  heslimmbaren  Kepler  eingewirkt  bal 
mag.  Dass  unsere  Behauptung  richtig,  ist  leicht  zu  erweisen.  Denn  li 
wir  Malaspiua's  Sata  als  wahr  gelten,  so  ist  im  Dreieck  ACD,  weil  • 
nach  Construction  gleichschenklig  ist: 

14  7 

und 


B)   EwHdit  flementorum  ttbri  XF.     Aurtore  Cht 
MiS.J.    /lanae  1574.   Bl.  IM. 
7)  Ctaeiut,  Geomttria  practiea,  Jtiauu  IflOl.   B.  40Tflgg, 
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wie  bemerkt  war.  Die  heransgerechnete  Ungleichformigkeit  beider  Metho- 
den ist  also  nur  scheinbar  and  müsste  bei  einer  schärferen  Berechnung  mit 
mehrstelligen  Logarithmen  verschwinden. 

Die  andere  Regel  rührt  her  von  Candalla,  dem  durch  seine  geome- 
trischen Leistungen  und  Extravaganzen  bekannten  Prälaten  von  Toulouse. 
Clavins  bemerkt  hierzu:  „Franciscus  Flussas  Candalla  vir  nobilissimus  ac 
doctissimus  conatus  est  construere  triangulum  Jsosceles  Habens  tUrumvis  angulo- 
rum  aequalium  ad  basem  (riplum  reliqui  anguli,  ut  beneficio  ipshis  in  dato  circülo 
heptagonum  inscribatur.^*^  Seine  Idee  ist  folgende :  Man  bilde  den  Sextanten 
MND  (Fig.  6),  ziehe  die  Sehne  ND  und  halbire  die  Höhe  DOin  P\  alsdann 
beschreibe  man  um  N  mit  PO  als  Radius  einen  Kreis,  welcher  den  ersten  in 
Q  trifft,  und  ziehe  NQ^  QM^  ao  iBt  MNQ  dsLS  gleichschenklige  Dreieck,  in 
welchem 

sein  soll.    Die  Rechnung  ergiebt,  da  im  Einheitskreise 

4 

ist: 

und  hieraus 

diese  Construction  ist  somit  bei  Weitem  ungenauer,  als  alle  die,  welche  wir 
vorher  kennen  lernten.  Clavins  schliesst  mit  den  Worten:  „Paralogismos 
tum  Caroli  Mariani,  tum  Candallae^  quas  committuntj  non  est  hujus  loci  mani- 
festare :  satis  nobis  est,  indicasse  eos  non  rect^  descripsisse  heptagonum  aequitaie- 
rum,  ac  aequiangulum.^*^ 

Die  von  der  ,;®eometTta  beutfd^"  und  von  Dttrer  angegebene  Regel  ist 
neuerdings  wieder  von  Plagge®)  als  scheinbar  neu  producirt  worden.  Der- 
selbe nennt  auch  noch  eine  zweite,  für  welche  er  zwar  mehrere  neuere 
Lehrbücher  als  Quellen  anführt,  ohne  jedoch  ihren  eigentlichen  Ursprung 
zu  erkennen.  Dieselbe  ist  nämlich  nur  ein  Specialfall  der  einst  so  berühm- 
ten R  e  n  a  1  d  i  n '  sehen  Generalregel ,  auf  deren  Unzulänglichkeit  zuerst  von 
Jacob  Bernoulli^)  aufmerksam  gemacht  worden  ist. 

m. 

Für  die  Geschichte  der  Einen  Zirkelöfinnng  hat  Curtze^^')  ein  wich- 
tiges, von  uns  in  der  Schwebe  gelassenes  Factum  nunmehr  als  nnumstüss- 
lich  sicher  dargethan,  die  Thatsache  nämlich,  dass  die  Lösung  solcher  Auf* 


8)  Plagge,  Zwei  Nähernngswerthe  für  die  Seite  des  regulären  Siebenecks  im 
Kreise,  Zeitschr.  f.  math.  u.  natorw.  Unterr.  4.  Bd.,  S.  356. 

9)  y.  ßernouUi.  IHm^aüo  tertia  de  Meriebus  inftnitis,  Basüeae  1096.  These. 
10)  ^  «*  59. 


gHben  in  d«m  swiacben  Tncl^ 
reraeits  aQagnfoehlcDnn  Prubicr 
vou  CnrlBc  wörtlich  angofütir 
noch  weiUi'  die  für  nasera  Zwr 
<i«88  bereits  Ferro  auf  diccrm 
der  Art   und  Weise,   wio   dio    I 
bokniini  wardeo,   bemerkt  Hl 
die  Esl^tene  dioser  ep«dell-:. 
leo  Mitbürgers?  VJelmolir  k 
bciitiritnites  loheudes  I!rtl,-i' 
Werke  von  der  Hrih]  1 
in  1  inem  Bweiteu  W^i  [,;■  ■ 
wi>>  dasorsle,  Feri« 
Ferro  konnte  Carti« 
Des  Altdorfer  M- 
wir  bereits  frillier  in  dir-. 
XU  leiBten  versucht,  nk  >'  . 
■ein,  unsere  frUKert^  Min  . 
i!or  prflktischen  Geunitüi  1' 
ist  diese*»):  „Wtt  HilVfu:,.-: 
öegtfcenen  Sini,  eint  pftKid- 
bag  man  iamU  aus  Nm  ö 
siing(Fi6.7)iBt  fülg.'ii,i. 
bcr  Qinfcl  oIxt  iTi  ic  «'> 
oii'o  avi  S  mit  foltbo   - 
alfi)   unotnudt   \t\it  \.] 
JQojtn  f,  iii  f,  6in  "  ■  ■ 
bct  Sini  br  [•«ralln 

):ie  «flrd«)  nnr  daxn 

(lies  denn  auch  >• 
wio  eiu  suiiRt  MO  y 
um  HU  niolir,  (v<< 
des  vollsUndik- 
er  hier  kein  << 
gabs"}r  „SSii 


der  >lle 
8.  13^1 


II)  (Jh» 


0)iiju%ilcn."  Er  leitet  eeine  Betrachtung  rolgendermassen  ein:  „Cardanas 
uatTatiBglift,  fcit  jtüctn  [üttrefflii^e  ÜRSitner,  l&aten  mit  biefet  gragt  tinanbtr 
ejerciret,  unb  ob  idj  jwat  nidjt  cigeutlii^  luctfe,  wie  [cli^fS  eintr  ober  ber  anb« 
«uffldEttl,  tPl[  tdj  bod)  (oldjtS,  nat^  meiner  SDitinuug  ju  ccniiftttn,  lehren." 
Ist  daoD  ab  (Fig.  8)  die  vurUufig  nur  in  drei  gleiche  'l'heila  zu  iheüeDde 
Strecke,  cd  die  constante  ZirkclöffiiDcg,  so  msclie  mau  ae!=lig  =  cd  and 
errichte  über  ae  und  bt/  oncli  ontgcgcugeBelElen  Seiten  die  gleicliBoitigea 
J>reiecke  aef  und  bgfi,   feruer  maclic  man  Bucli  ai  =  bq=^cd.     Werden 


damit  die  (paralielei 
Strecke  ab  LezOgücli  i 


Goradei 


li  und  pq  gezogen 


scliueideu  sie  die 


«rlrd.     Der  Beweis  der  Unrichligk4>it  gestaltet  sich  sehr  i 
Ihnljch  ISeat  eich  auch  der  allgemeine  Fall  einer  fi-Theili 

8]jä(erliin  beechreiht  8ch  wen ter  auch  die  D 
BtrtioiioD,  aber  deren  wahren  Charakter  er  sich  jedi 


ifach,  und  ganz 
g  erledigen. 
rer'scbe  Flinfeckscon- 
;h  sUiDahmswoise  nicht 
•ÄOschl"*).  Uies  ist  für  nus  hier  besonders  von  Interesse  deshalb,  weil  dar- 
■  ati  xwei  Jahrhunderte  später  ein  Liebhaber  der  Wissenschaft  seine  An- 
'"SUng  XII  eigener  erfolgreicher  Beschäftigung  mit  diesen  Gegenstttndea 
•■«»■leitele. 

II  hiermit  einen  mathematischen  Dilettanten,  Namens  Ber- 
get, welcher  uns  sonst  durchaus  nicht  bekannt  ist.    In  dem  gelehrten  Brief- 
Lwecbsol  Lambert'»,  welchen  Jean  BernouUi  edirthat,  findet  sich  auch 
|«iii  Schreiben  jenes  Herrn  an  seinen  berflbrnton  Landsmann'^)-.  Er  bemühe 
Hob  schon  lange,  duri.'h  Behandlung  irgend  einer  schwierigeren  Aufgabe  der 
^■«senscbafi  einen  kleinen  Dienst  zu  leisten,  und  glaube  jetzt  ein  jmsseU' 
>  'rhema  gefunden  zu  haben ,  „da  es  Seh  weuter  in  seinem  Buche,  die 
r^^t^etria  practica  betitelt,  meldet,  er  finde,  es  seye  ohnmfiglich,  mit  unver- 
XU  hi'Hch reiben,  dessen  zwoen  Winkel  an  der 
;  dritte".     Wo  diese  Stelle  hei  Schwentor 
licht  bestimmen;  es  will  uns  vielmehr  schei- 
ischen  den  Zeilen  gelesen,  um  seine  eigene 
acbrauben.     Wie  dem  «ber  auch  sei,  soviel 
da»8  seine  LöaQDg  die  elegantes!«  der  g«n- 


B«klein  Circul  einen  Triangel 

1  doppelt  so  gross  als   de: 

-  *^h    finden  soll,  konnton  wir  i 

I  hab«  Beruet  etwas  2« 

^>Hlimg  ein  wenig  höhet  zu 

'•■^  man  :iugesteben  müssen, 

Periode  vor  Steiner  ist. 

Kr  beschreibt  (Fig.  0)  eine 

^«'t^r  BK  und  errichtet  in  ß  1 

»«litdem  Cenlrum  £  durch  ei 

•^  und  C  schneidet,  und  schü 

«rriebtet,  dass  CH=DB  = 


.  V^teXajiBC,  zieht  einen 
if  jenein  senkteohl  P/J  = 


15}  Ibid.  S.  t91. 
16)  Job.  Hcinr. 


Ilkürlichen  Uia- 
■K.  Daou  wird 
je  Gerade  verhundon,  welche  die  Peripherie 
issticb  auf  6'/'  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
CA  wird  —  dies  ist  das  verlangte.    In  der 


1  gelohrter  BriefwochseT ,  2.  Bacd,   Berlin  1 
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Tbat  ergiebt  sieb,  wie  ancb  Lambert^^)  anf  einem  dem  Briefe  beige 
Papierchen  bemerkt  hat,  sofort  die  charakteristische  Proportion 

BDxDC^DCi{BD^DC). 

Eine  kleine  Schwierigkeit  ist  hier  allerdings  noch  nicht  gehoben »  ni 
die  Verzeichnung  des  Dreiecks  CDH^  doch  würde  dieselbe  sich  ei 
bewerkstelligen  lassen :  Man  halbire  CD  in  M  nnd  beschreibe  Aber  C 
gleichschenklige  Dreieck  CMN  mit  der  gegebenen  Zirkelöffnang,  verll 
hierauf  Ci\r  nnd  ziehe  dnrch  D  die  Gerade  DJ\\MNy  bis  sie  die  Cl 
schneidet.  Die  fundamentalen  Gonstructionen  durfte  Bernet  natflrli 
bekannt  voraussetzen. 

Dies  sind  die  neuen  Documente ,  zu  welchen  uns  wiederholte  Be 
tigung  mit  der  Geschichte  dieses  Specialfaches  verhelfen  hat. 

Mflnchen.  Dr.  Gühti 


17)  Ibid.  S.  300. 


Knleitong  in  die  Theorie  der  bestimmten  Intsgrale,  von  J,  Thokak. 

Seil  Uagerer  Zeit  a.  A.  damit  beschKftigt,  des  Qenattesten  die  Orand- 
Iftgen  der  Integral recboung  zu  studiren,  habe  icli  einige  meiner  Ergebni8§e 
BeboD  in  AbbaDdlnngeo  veröfTentlicbt,  und  gedenke  meine  Reanitate  im  Zu- 
•knunenbange  in  einem  ecbon  einigenmle  an gekilnd igten  Werke  über  Con- 
Ysrgeaz  und  Divergenz  niederzulegen. 

Meine  Untersncbongen  bebnndelten  die  Aufgabe,  ein  Princip  anfzn- 
•telleo,  auf  wcicbea  man  in  etnbeitlich  dnrcbgeflibrler  Weise  alle  Grund- 
lehreo  der  Integralrechnung  gründen  könnte.  Es  var  erntinscbt,  dazn  die 
Kllgemeine  Bedingung  der  Integrirbarkeit  verwenden  zu  ktinnen,  welche 
Kiemaott  anerst  aufgestellt  bat,  und  deren  Notb wendigkeit  aicb  leicht 
ansehen  läsal.  Ea  handelte  sieb  zanSchst  darum,  festzDalellen,  ob  die 
Bedingung  sich  analytiacb  in  solcbem  Gebraucb  eignete.  Dass  dies  glück- 
itcherweifle  der  Fall  ist,  babe  ich  dadurch  gezeigt,  daaa  ich  nacbeinander 
^'e  wichtigen  Grundsätze  der  Integralrechnung  der  einfachen  Integrale  auf 
I  Bedingung  zurJlckfübrte* 
Oe  nod  erweiterte  Form  ertheilte*' 
■b  bia  zu  dem  Satze  durch,  dass  < 
•'•teilbare,  jener  Bedingung 
*Urier'8cbe  Reihe  darstellbar  ist. 

Es  musa  mir  im  Hinblick  auf  die  von  mir  beabsichtigte  Zusammenfas- 

**^g    meiner  llnieraDcbangen  über  die  angeführten  Gegenstände  natärlich 

***>     grossem   Wertha   sein,  wenn    ein   so   guter    Mathematiker,   wie  Herr 

^  k»  omae,  einzelne  Theile  ibres  Gebietes  schon  früher  einer  für  das  gröa- 

,***"^  aathematiscbe  Pnblikam  bestimmten  Bearbeitung  nnterwirft.   Auch  ans 

^^Cin  H&ugeln,  wenn  sie  solche  eothKIt,  werde  ich  Vortheil  sieben  können. 


ihr  auch  eine  wohl  nicbt  überflEIaBige 
e  ForschuDgen  dringen  scbliesa- 
eine  dnrcb  eine  trigonometrische  Reihe 
nUgende    Function     aucb    dnrcb    eine 


*  Versacb  einer  ClaiBification  der  willkürlichen  Fnnctloneii  atc,  Borch.  Joarn. 
■-  79,  8,21  ;  Allgomaine  LetrsStaa  etc.,  Bordi.  Journ.  Bd.  79,  8.38  Art.1;  Ueber 
***  verlnderle  Fonii  der  Bedingung  für  die  Integrirbarkeit  der  Funclionen,  Borcb. 
Qt-n.  Bd.  7S,  8. 359 ;  Beweis,  dsss  die  CoefScientea  etc.,  Abb.  d.k.  ba<rrischeii 
*  *I.a.,XU.Bd.,8.llfl. 

•  Torttehend  oitirte  Note:  Ueber  eine  TerKoderte  Form  ek 


^^^^^^^Kfl  Art  nnd  Weise  aber,  wie  Herr  Thomse  in  seiner  SebrilB 
^^^^^^^Bberscliart  femchiedeiier  Sfitze  geiccht  oder  vielmebr  niebfl 
gerecbt  wird ,  bnbe  icb  ernsten  Grand,  mich  zm  bekingen.  Ich  mciue,  tnau 
mnes  entweder  gnr  nicbt  citiron,  o<ler  so  vollständig,  dass  mfin  MJasdeiM 
fangen  nicbt  ansgesotKt  ist.  Die  KedRction  des  Herrn  Tliomae  zeigt,  wiu 
man  in  der  Oeobacbtung  jener  Vorschrift  nicbt  anritierksam  genug  »eifll 
kann,  denn  sie  läest  allerdings  schwere  Missdentnngen  zu,  die  er  nicht  enbj 
fernt  boabBicbtigl  iial.  Im  VorwtiTt  sagt  er,  dasB  die  UutersuchangeD,  atiB 
denen  er  Tusat,  ibeils  durch  die  Riemann'scbe  Definition  des  beatimmlein 
Integrals,  ibeils  durch  Mltlbeilungen  Weierstrass'scher  Schüler  ans  dea^ 
sen  Vorlesungen  angeregt  wurden.  Alsdann  theilt  HerrTboniae  veraehlsj 
dene  SKtza  mit,  die  ich  schon  Teröffentlicht  habe,  allerdings  mit  ander«» 
Beweisen,  nnd  erwähnt  meiner  Betheiligung  an  diesen  Unlersucbungeu  bafl 
den  Hauptsätzen  nicht,  sandern  erat  spHt  bei  einem  Corollarsatze  (S  3aa}.fl 
Uieraos  könnte  Jemand,  der  meine  Arbeiten  kennt  und  die  Tbomae'acbu 
Schrift  liest,  scbliessen,  dass  die  in  Rede  stehenden  Sälse  auf  Mitllieilungeafl 
Weierstrasa'scber  Schüler  zurückzuführen  idnd.  Nun  ist  auH  Weier<1 
atrass'Ecben  Anregungen  schon  manches  Treff  liehe  hervorgegangen,  und  icb 
wUrde,  wenn  icb  mich  bei  den  in  Rede  stehenden  Arbeiten  auf  ihn  betnfeo 
könnte,  darin  die  wirksamste  Empfehlung  meiner  Publicationeu  erblicken,  _ 
Aber  da  in  meinen  gedruckten  Anfeätzon  von  Mtltbellungou  seiner  ScbalS) 
keine  Erwähnung  geschiebt,  so  milsste  mich  mein  literarisches  OowUsen  — 
und  ich  habe  eines  —  einer  Venintreunug  geistigen  Gutes  bezichtigen,  Vflai 
die  Behauptung  des  Herrn  Thomae,  soweit  sie  sich  auf  mich  beziehen  kaiiaj 
wahr  wäre.  Mein  Gewissen  ist  aber  rein.  lob  verdanke  Herrn  W 
Btrnea  manche  wichtige  BegrifTserweiternug,  habe  »bor  nie  davon  geh5rlj 
dasa  er  auf  die  obenerwähnten  Untersuchungen  hezUglicbe  Mitlheiinngoq 
seinen  Scbälern  gemacht  habe. 


Um  jetzt  anf  die  Schrift  seihst  näher  einzngeben ,  so  enthält  m 
Gnte,  und  namentlich  gewisse  Grundsätze  der  Fnnclionentheorie  sind  durc 
dirocte  Einführung  dekadischer  Zahlen  bfibsch  bewiesen.  Jene  folgerlcb 
ttge  und  durchsichtige  Anordnung  des  Stoffes  und  der  Beweise,  !n  der  «lel 
die  eigentliche  Knust  der  Darstellung  zeigt,  wird  nur  dem  gelingen  köa» 
nen,  der  die  Schwierigkeiten  der  Autorschaft  in  den  aus  häolig  sehr 
Fragen  sich  aufbauendeu  Urelementen  einer  Theorie  nicht  unlerschlts^ 
Heben  wir  einige  Punkte  besonders  hervor. 

Erstens:    Unter  den  namorischen  Vorbegriffen   dehe  ich  für  die  I 
stenz  der  von  mir  aufgeatellten  UnbeBlimmtboilsgrcneen  ($  S)  auoli  d«n  voi 
mir  (Milnch.  Abhandl.  Bd.  XII,  S.  125}  mitgetbeillen  Beweis  vor. 

Ohne  sodann  über  die  Zweckmässigkeit  der  Einführung  eines  vorwlb 
I  «ines  rUekwHrts  genommeneu  Differenlialquolienten  gegenüber  der  j{ 


einige  Pankle  ein  ,  die  den  Integralbegriff  anlaogea. 

(fachdem  meine  Umformaag,  die  zum  Zwecke  hat,  Sätzi't  der  lolegrftl- 
technaog,  die  Tür  mil  Ausnalime  einielaer  Pnnkte  steligi?  FQnclionen  gelt«n, 
aaf  nur  ititegrirbare  sn  übertragen  (BorcL.  Joutd.  Bd.  7C,  S.  41  flgg.,  Müiioh. 
Abb.  Bd.  XI[.  3.  12»agg.),  in  S  ■&  in  ttawesentlicb  geitadertar  Form  ein- 
geführt, wendet  sich  der  Verfasser  zum  Beweis  des  Uiiaptsaties ,  dasB  (En 
meinsQ  Bezeichnungen)  b  —  a  =  S,+  S,  +  ...f„  gesetzt  und,  unter  Sp  die 
grasite  Wertbdiffetenz  der  FuDction  f{x)  Im  IntcTvall  ip  vtrsUndaD,  der 
Vetib  des   lim  £d,f[a  +  6,-\-df  + ...Bd,),  0<«<l,   dann  nnablifiogig 

von  der  Art  tat,  wie  die  i  veritcLwindeiir  wenn  Um  £<pSp  =  0  ist.    Ueber 

die  Methoden,  diesen  Beweia  zu  Hihreu ,  habe  ich  Einiges  zu  bemerken. 

leb  kenne  deren  zwei.  Nach  der  einen  denkt  man  sich  bei  zwei  zu 
*Brg1  eichen  den  Eintbeilungen  des  Intervallos  b—a,  <lie  ich  mit  i„  St,  ■■■ 
DDd  f , ,  ^, ,  ...  bezeichnen  will ,  zunächst  die  Anzahl  der  d  und  f  ins  Un- 
t'^Kreoste  zunehmend,  mitbin  diese  selbst  abnehmend.  Man  vorgleicbt  dann 
^o  Bintheilangen  i  und  d"  mit  einer  dritten  ^,+^,-f-...,  bei  der  das 
leiuate  ji  ansserordentlich  viel  grösser  als  daa  grössle  der  d,  d*  angenom- 
ittn  vrird.  Indem  mau  die  Intervalle  ^  bis  anfdie  unvermeidlichen  Diffe- 
BQsen,  deren  Eintia§Blosigkeit  schliesslich  nachgewiesen  werden  muss,  aa8 
QOq  Intervallen  6  und  d'  snsaramensetzt,  ergiebt  sich  durch  leichte  Umfor- 
nmngen  der  SntK. 

Der  andere  Beweis,  den  ich  in  einem  vor  einigen  Semeslorn  in  Fret- 
'*"B  gehaltenen  Colleg  begonnen,  aber  eicht  ganz  darch^-efuhrt  habe,  weil 
-h  unvermutbet  auf  Schwierigkeiten  stiess  (ich  habe  mich  eben  erst  spSter 
rttllig  dnvon  überzeugt,  dass  die  Riemann'sche  Bedingung  zur  analyti- 
«=b«o  Grundlage  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  eich  eijjnet),  dioaer 
*^«e»o  Beweis  gebt  in  seinem  Grundgedanken  von  den  nicht  iutegrirbnreu 
****ctionen  aus,  und  awar  von  folgendem  Satze:  Wenn  f{x)  irgend 
^«e  vorauBsetzLingslose  Function  vorstellt,  nnd  man  be- 
*2c|,net  mit  j,  und  k,  ihren  gröastoi.  und  kloinslen  Wcrlh  in 
>0  entTbeilintervall  Sp  des  In  terval  Is  A  —  a,  so  sind  die  Orüs- 

*    '""  ^j^p^'p'  '""   ^^^;.*>  der  Function  «igonthilmlicho,  von 

«■    Art  des  Nüllwerdens  der  d  unabhÄngiKO  Grönsoii.     Wenn 
a,  in  der  Weise  abnehmen ,  dass  die  'rheiljjunkto  Jeder  vorliergthendon 
"•'«»tiieilung  von  b—a  in  Partialintervallo  unter  denen  jeder  fulgendon  ent- 

:****"  •'"•'  >  «o  iat  klar,  das«  -a.  B.    ^  SpOp  sich  nirgends  \i4oliseud  eia« 


festen  Grenae  nXhem  musB.     Nno  ist  nocU  oia  dopf)«Uet  Nacbweia  i 
leisten. 

Erstens,  dasa  dieselbe  Grenze  für  jede  Annabme  über  die  J^  erretcfat 
wird,  wenn  diese  in  der  Weise  abnebnieu,  dsss  die  früheren  TheilpBoklO 
stets  unter  den  späteren  bei  Ahnsbcie  der  S  sich  beßnden,  Kwe 
diese  VorsaasetEiiDg  aufgegeben  werden  darf,  d.  h.  da§s  für  eine  bedJDg- 
nngsfreie  Abnahme  der  6  (bei  der  sie  z.  B,  periodisch  io  einzelnen  Strecken 
des  Intervalls  wieder  znnehmen  können)  dieselbe  Grenze  erreidit  wird. 
Diese  beiden  Punkte  lassen  sich  durch  eine  Schlnssform  erledigen. 

Man  denkt  sich  zwei  verschiedene  Eintheilungen  9„  8,,  ...j  if,,  ^n  ... 
und  beide  Arten  6  schon  so  klein ,  dass  die  Samme  SS^gj, ,  £6'f,g'f  tarn  ein 
beliebig  Kleines  von  ihren  Grenzen  G,  C  entfernt  sind;  aber  i: 

gröeste  i'  ausBerordentlich  viel  kleiner  an,  als  das  kleinste  A.  Alsdann 
kann  man  nachweisen,  dass  man  an  den  Theilpankten  der  &'  noch  die  Tbeil-  ^.__ 
punkte  der  i  mit  den  dadurch  neu  hinzukommenden  loterTallen  fUgeo  ^■»"1, 
ohne  dass  dies  eineu  andern  als  verschwindenden  Einflnss  Übte,  so  dass  di^^^_ 
Eintheilung  &'  als  eine  Fortsetzung  der  Eintheilong  i  mit  Einreihuog  dec-  .^ 
früheren  Theilpunkte  unter  die  späteren  angesehen  werden  kann.  SomW^^g 
wird  also  G=G'.    Nun  werde  eine  Eintheilung  i  betrachtet,  bei  der  die  AI^e^::»  . 

no  der  &  an  keine  Bedingung  geknüpft  ist.     Wenn  die  i  e 
alle  Null  werden,  wird  es  Anzahlen  »,,  n,,  ,..  der  j  geben,  der  Art,  1 
B.  das  kleinste  der  n,  0  ungomessen  viel  grösser  als  das  grtisste  das 
ist,  und  dann  wird  man  die  Theilpunkte  der  n,  6  und  die  dadurch  onlaW 
den  Intervalle   ohne  Einflnss   übenden  Fehler    zn   den  Theilpunklen  1 
Intervallen  der  ti,i  fügen  dürfen,  und  wird  somit  diesen  Fall  auf  den 
gen  redacirt  haben,  wo  die  Theilpunkte  der  früheren  Eiutheilungen  zc 
der  späteren  gebären.    Somit  kann  auch  dem  aweilen  Beweisver fahren  *ol 
Genanigkeit  gegeben  werden, 

Da  sich  nämlich  alle  diese  Sätse  von  vornherein  grosser  innerer  Wati 

inlichkeil  erfreuen,  so  kann  Verdienst  und  Kunst  des  Mafhenialike 
bei  ihrer  Darlegung  doch  wohl  nur  darin  bestehen,  dass  er  wirklieb  nrit^ 

iach    genaue  Beweise  ersinnt,   die  keine  durch  die  geooietriad 
Phantasie  des  Lesers  auszufüllenden  LUcken  offen  lassen. 

Das  zweite  Beweisverfahren  ist  erheblich  länger  als  das  erste,  bIIk 
es  hat  den  Vorzug,  uns  zu  neuen  BegrifTsfestsetzungen  betreffs  der  v 
■etznngstosen  Functionen,  welche  die  Bedingung  der  Inlegrirbarkeit  ni« 
erfüllen,  an  verhelfen.     Es  sei  f{x)  eine  solche  Function,  so  sind  also   ^  > 


■.2"'''".'i"2''*'  ^""'2'' 


=  x—a   ist,   feste  Örüi 


'onctionen  von  x,  die  man  mit  G{x),  K{x)  bezeichnen  kann,  und  zwarflJii</ 
lue  Functionen,  wie  leicht  su  sehen,  stetig.  Es  wird  also  jede  hellebifo 
"siiGtioD  auf  ihrem  voraussetzungslosen  Gange  von  zwei  ihr  eigentböcDliebca 
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.^^W«/X*^«i 


stetigen  Fanctionen  begleitet  Wenn  man  mit  einer  nicht  integrirbaren  Fanc- 
tion  f{x)  das  Integral  /tm2:jp/'(a+ j|+6,+  ...  dj,),  0<e^l,  bildet,  so 
wird  es  unbestimmt,  und  zwar  werden  die  Unbestimmtheitsgrenzen  von 
dem  Gesetze  der  Abnahme  der  i  abhängen,  so  dass  für  verschiedene 
Gesetze  die  Unbestimmtheitsgrenzen  des  Integrals  selbst  unbestimmt  sind. 
Die  Functionen  G(x)^  ^(^)  ^^Q^  i^^Q  d>o  Unbestimmtheitsgrenzen  der  Un- 
bestimmtheitsgrenzen des  Integrals  jf{p)d{x). 

Ich  habe  mich  viel  mit  diesen  Functionen  beschäftigt,  die  für  mich  ein 
ausserordentliches  Interesse  haben.  Namentlich  habe  ich  untersucht,  von 
welchen  integrablen  Functionen,  wenn  eine  voraussetzungslose  Function 
vorliegt,  G{x)^  ^(^)  d>^  Integrale  sind;  dann  habe  ich  die  Darstellung  von 
G{x)  und  E{x)  nach  den  Principien  der  Notiz  (Borch.  Journ.  Bd.  79,  8.259) 
durchgeführt  und  endlich  Beispiele  betrachtet  Ich  werde  meine  Resultate 
seiner  Zeit  mittheilen. 

Ich  habe  (Borch.  Journ.  Bd.  79,  8. 22)  den  Definitionssatz  des  bestimm- 
ten Integrals  nach  dem  ersten  Verfahren  bewiesen,  weil  es  das  kürzere  war 
und  die  Nebenfragen  bei  dem  zweiten  Verfahren  noch  nicht  erledigt  sind. 
Herr  Thomae  hat  den  zweiten  Weg  eingeschlagen |  allein  es  fehlt  der 
Nachweis,  dass  man  die  Abnahmeform  der  4,  wobei  die  früheren  Theil- 
punkte  sich  unter  ded  späteren  finden  müssen,  durch  eine  beliebige  ersetzen 
kann.  Die  Consequenzen  in  Bezug  auf  voraussetzungslose  Functionen  zu 
ergeben,  war  der  Gang  seiner  Betrachtungen  nicht  angethan,  der  im  Gegen- 
satz zu  dem  meinigen  bei  den  stetigen  Functionen  beginnt,  während  ich  in 
der  Abhandlung  „Versuch  etc.*'  von  der  Function  ohne  Beschränkungen 
ausgehe,  um  nach  und  nach  immer  grössere  Beschränkungen  einzuführen. 

Die  äussere  Anordnung  seines  Beweises  anlangend ,  so  ist  Folgendes 
nicht  recht  klar.   Er  will  vom  Limes  der  8nmme 

»-1 

zeigen,  dass  er  erstens  von  der  Wahl  der  §,  zweitens  von  der  Wahl  der  Theil- 
punkte  a, ,  o,, ...  unabhängig  ist,  wenn  der  Limes  der  8umme  ^(a^i-a^)  {Gß-g^) 
Null  ist,  in  der  die  Differenzen  a/i^i^a/A^  Gß-^g/t  positiv  sind.  Versteht  sich 
die  Unabhängigkeit  von  den  |,  deren  Nachweis  erst  nach  anderthalb  8eiten  fer- 
tig ist,  unter  solchen  Umständen  nicht  von  selbst,  da  man  doch  stets  einen  mitt- 

leren  Werth  der  £  von  der 8umme  ^^||u(afi+i— ö^)(Cf»— gf/u)  nehmen  kann? 

Die  zweite  Anmerkung  8.  17  über  die  Functionen  ohne  Differential- 
quotienten ist  —  Herr  Thomae  nehme  mir  das  nicht  übel  —  eine  seltsame 
Lesefracht  Ich  habe  (Boreh.  Jonni.  Bd,70|  B.  27flgg.)  ungefähr  das  Oegen- 
theil  gesagt. 


HiBtoriscli-IIlUiriteliö  AbAellni 


Den  zweiten  Miltalwertbstitz  Bnlaogend,  so  hatte  ich  sdiftB  deo  fibor* 
sichtlichen  Beweis  des  Heim  G.  F.  Meyer  dabin  ergÄnat,  dass  der  Func- 
tion o&tei  dem  lutegralaeiclien  nnr  die  lategrirbarkeit  aaferlegt  ist  (Boreh. 
Jontn.  Bd.  ?Ö,  8.  42,  Anm.).    Wenn  weiter  Herr  T  h  o  m  a  e  in  der  Form«! 
h  S  b 

a  a  6 

im  Falle  f(a)  von  /(i+O),  f{b)  von  (Ip—O)  verschieden  ist,  die  Werthe  /(a)  < 
und  f[b)  geBclirieben  wissen  will,  so  ist  en  bemerken,  dass  tnnn  ancU  ^(o+»)  ^^j 
und  f(b—0)  darin  einsetzen  darf.  Der  genane  Satz  Uatet,  dass  in  ror-—-^ 
stehender  Formel  statt  f{a)  irgend  ein  Werlh  </'(a+0),  statt  f(b)  trgeni^^ 
ein  anderer  Werth>/'{6—0)  stehen  darf,  ohne  dass  5  das  Intervall  a^i^L  — 
verlässt.    Das  Integral  links  bleibt  dabei  nnverSndert.  ^ 

Wbs  ferner  die  Differentialion  nnter  dem  Tntegraltcichen  betrifft, 
hat  man    hier   zweierlei   anseinander  zu  ballen.     Man    kann    fragen:    1 
Igemein  en  reden,  d,  i,  für  continaJrlicb  sieb  folgende  Werthe  tob  ß 


Ä/--«=/-^^': 


tind  dann:  Findet  diese  Boziehong  fdr  besondere  Werthe  vou  ß  biiwei)»  i 
nicht  statt?  Die  letatere  Frage  scheint  mir  indessen  in  ein  allgemeiofi— ■ 
Capitel  zu  gehören.   Denn  da  es  eich  um  die  Vergleichong  der  Grentwettl^ 


t'.ß 


lim    lflaip(ti,t)nnd    jdaif>{a,0) 


bändelt,  wo  hn  vorliegenden  Falle  <p(it,t) 


j±j+±-n-.f) ., 


man  ea  überhaupt  mit  Gronzwerthcn  von  Integralen  fär  besondere  WerttJ 

es  Parameters  z,u  tlian,  eine  der  feinsten  nnd  schwierigsten  Frxgvn  ii^_5 
Änalj^sis*.    Diese  Punkte  werden  in  der  besprochenen  Schrift  nicht  recff 
;»n8einander  gehalten. 

6 
Betrefl*»  der  Differentiation  des  Integrals    fdtif(a,ß)  für  allgemein  ^^ 

Werthe  von  ß  hat  man,  wenn  f{<t,ß)  zwischen  den  QteoB&n  der  IuIli-J^ 


*  Wenn  Tdr  einEeliis  Werthe  von  «  die  Fonction  ip  nneiidlicli  wird,  so  ficht  9^ 
nsUilige  Reiipivle  dnffir,  das«  die  Toritehenden  beiden  QrcDEwerthe  niebl  gleich  cn 
>in  brauchen.     Die  Schwierigkeiten  liegen  in  dar  Annahme,  doas  v(a,()  dnrofawef 


tion  all  seiu  Z«icbeD  nicht  wechselnd  angenommen  irird,  and  für  beliebige 
ind.  unendliehe)  Werthe  der  Grenceo  die  Regel:  Die  Differential ion  unter 
dem  Integral  zeichen  ist  gestattet  in  einem  iDtervall  von  y,  in  welchem, 


üfd:if(,.ß) 


Integral   jdxf(ti,ß)  absolut  convergent  ist 
und  die  Grass«  n^.y  +  e) 

der  Einheit  steh  nähert,  wie  man  anch  gleichzeitig  £  veracbwinden  lasssn 
ood  X  zwischen  den  Grenzen  des  Integrals  Iiin  nnd  her  bewegen  möge. 

Wenn  aber  die  Function  f{x,y)  zwischen  den  Grenzen  der  Integration 

ihr  Zeichen    in  der  Weise  wechselt,   dass  diiises  Zcicbenwechaeln   durch 

eioe  hinsuaddirte  Function  nicht  beaeitigt  werJeo  kann,  so  behaupte  ich 

Sofien  Herrn  Thomae  (S.  20),  daea  es  allerdings  Methoden  giebt,  mit  deren 

flilfe  man  in  sehr  vielen  FSllen  die  Integrale  in  solche,  die  unter  dem  Inte* 

S~valzeichen   difforentürbar   sind,    (Iberflihren  kann  (Borcb.  Journ.  Bd.  79, 

^*  31,  Anm.).    Im  Ganzen  steht  aber  allerdings  die  Sache  so:   Wenn  man 

*  Od  den  in  endlicher  Form  aus  algebraischen,  logarithmiscben,  periodischen 

vnctionen,  ans  Thetas,  Gammas  u.  s,  f.  zusammengesetzten  Functionen 

ilieht,  so  können  wir  nur  üusserst  wenige  Functionen  ditFerontiiren ,  nnd 

^ae  Functionen  sind  doch  kaum  Strandwnsser  des  unendlichen  Faoctionen- 

Kkeer«fl  zu  nennen.  Von  den  Functionen,  die  nicht  difTerentiirbar  sind,  weil 

>«e  keinen  Differentialquotienten  haben,  gar  nicht  zn  reden,  so  ist  ea  eine 

*«ltene  Ausnahme,  wenn  man  eine  durch  eine  Reihe  oder  ein  hestiinmtes 

integral  gegebene  Function  difTerentiiren  kann.    Welches  ist  z.  B.  der  Dif- 

^erentialqnotient  von    /  dx — ,        ,     nacha:?  Ich  vermntbe,  dass  dieFunc- 

0 
Uonentheorie  hier  aushelfen  wird,  indem  sie  lehren  wird,  die  zu  einer  FnnQ- 
-«JOD  mit  complexem   Argumente  ergänzte  Function  sammt  ihren  Differeu- 
lialqoolieutea  durch  Grenzbedingungen  zu  bestimmen. 

Bei  Gelegenheit  der  Convergcnz  der  Integrale  wird  deren  bedingte  Con- 
-vergenz  nicht  deutlich  erkUrt.  Weil  aber  das  Uiemann'scbo Beispiel  eines 
convergenten  Integrals  einer  Function,  die  unendlich  wird,  augeführt  ist,  in 
welchem  Beispiele  die  Convergenz  anf  dem  Zeichcnwcchseln  beruht,  so  will 
ich  hier  ein  Beispiel  mitthetlcn  einer  Function,  die  ohne  Zeichenwechsol 
daawlbe  leistet.  Ich  beweise  die  Couvergena  des  Integrals 
darin'«  «*+"•■ 


f' 


*•  [a; +  «'(*""+ 1)}' 

Die  Uaxiroa  der  Function  unter  dem  Integralzpichnn  liegen  in  der  Curvft 
fBas'*«*,  die  Minima  in  Jer  x-Axe.    Hau  setse 

int  I 


da  x  +  e'{e^*'~-i)     [x  +  e'{e""  —  iy]'     [x  +  e* {«"•'  —  l)]' 
nnd  bilde 

/,,  sin  X  ,         /V  tinx  .         /*^    sinx   d  I 

X-'  ^        *'  J  ^    diir  +  e'(e™--l) 

Das  erst«  lotegral  rechts  ist  couTorgcnt,  weil  X}  nicht  aneadltcb  wird.    Da 
«w (fiten  gebe  icli  die  Form 


/.-£|=_/IA(-)/.. 


nodnrch  auch  desnen  Convcrgona  einleachtet. 

In  der  Anmerknng  zu  S,  35  sagt  Herr  Tbomac,  wir  Beide,  Hei 
Worpitzk}'  nnd  ich,  hätten  ui)§  mit  der  Frage  brocliilftigt ,  ob  es  nie 
eine  Function  ^(J:)  gebo,  welche  die  Grenze  awischen  Cnnvergenz  oi 
Divergens  bildete.  Eina  von  Beidcm,  convergent  oder  divergent,  mfisa 
das  Integral  /• 

doch  Rein.  Nnn,  für  Reiben  geht  ans  der  bekannten,  gegen  Olivia 
gerichteten  Note  von  Abel  hervor,  dass  es  nicht  divergent  sein'  kai 
Ans  dem  Satze,  dass,  unter  A  den  Rest  der  Reihe  »,-}->',+  ...  verstandfli 
die  Reihe  mit  dem  Glie 

S.  65)  folgt  zweiteoa,  dass  das  Integral  nicht  convergent  sein  kann,  t 
verhält  sich  die  Sache.  Was  ich  an  der  von  Herrn  Tbomae  crwSbnti 
Stelle  bewiesen  habe,  ist  etwas  Anderes.  Und  Herr  Worpitzkjr  hat  aic 
die  Priorität  des  dadarcfa  niderlegten  Irrthuma,  sonilern  Herr  0.  Boonel 

Auf  die  Behandlung  der  Doppelintograle  in  der  Öchrift  des  Hen 
Thomae  gehe  ich  hier  nicht  ein,  weil  ich  nächstens  darüber  einige  eelbi 
stSndige  Mitthoilungen  zn  niachen  haben  werde. 

Ich  möchte  zum  Schlüsse  dieser  Kritik  nur  der  Bemerkung  gedenk«! 
die  Herr  Thomae  am  Schlüsse  seiner  Schrift  meinem  Beneise  desFundi 
meiilalsatzes  der  Integralrechnung  (Münchener  Abhandtaugen  XII,  45)  wSd 
met.  Er  sagt,  ich  beweise  den  bei  ihm  in  S  23  enthaltenen  Satz.  Wenn 
vielmehr  gesagt  hätte,  dass  das,  was  in  seinem  %  23  enthalten  ist,  sieb  ti 
Weaentlichen  schon  in  meinem  Aufsatze  , .Versuch  etc."  (Borch.  Jonr 
Bd.  70,  S,  33)  findet,  so  vilrde  dagegen  wenig  einzuwenden  sein.  Im  tlebl 
gen  hat  er  sich  seither  violleicht  selbst  schon  klar  gemacht,  dass  ich  an  i]i 
betreffendpn  Stelle  piwss  ganz  AnderPs  behaupte  und  beweise,  als  sich  ai 

D  i  i£l  /bJ^ern  iKsst.     Odet  emd  w^^V  ?>ia(,l\Qui!.n  aothweadig  bta  m 


eine  Oonatante  identisch,  wenn  sio  denselben  DifferoDti&lquotienten  nicUt 
dorchweg  beaitzeu,  sondern  nor  in  Punkten,  ^le  Id  jedem  kleinsten  Intervall 
ihrer  Variabein  vorkommen?* 

Tubingen,  10.  Jnni  1875.  Pactl  db  Bois-Bbtuoud. 


Die  trigenometriiohe  FnnktbestiinDiniig  im  KetcanschlnM.    Mit  besonderer 

Rlicksicht  auf  eine  ralionetle  Felilerausgloichang.     Von  Dr.  J.  H. 

Fbakke,  Trigonoweter  nnd  Abtbeilungs vorstand  am  königl.   bayr. 

Katast Grbureau.    Müncben  1875.    Verlag  von  Jul.  Grubert.    Vif  I  nnd 

69  Seiten  in  8". 
Diese  Scbrirt  bildet  in  manclier  Hinsicht  eine  Ergänzung  zn  dem  Werke 
desselben  Verfassers  Über  die  Dreiecksnetze  vierter  Ordnung  (MUnchen 
1871)  nnd  soll,  wie  die  Einleitung  versichert,  iu  uÖgHcbster  Kürze,  obne 
umrangreicliQ  theoretische  Enlwickoluugeu,  vielmehr  in  wesentlich  popu- 
lärer Weise  ibr  Thema  abhandeln.  Dies  ganz  za  erreichen,  ist  nicht  leicht, 
namentlich  bei  einem  so  delicaten  Gegenstände,  wie  der  Frage  nach  aus- 
teichauden  Näherungsmethoden  zur  Berechnung  eingeschalteter  Punkte  bei 
übei'SchUsbigen  Winkelmessnogen.  Das  Gefühl,  dass  jede  Lösung  nur  einen 
mehr  oder  veniger  subjectiven  Werth  hat,  veranlasst  leicht  zu  dem  Fehler, 
in  viele  nnnöthige,  oft  wiederholende  Worte  zuverfallen,  um  dem  Wider- 
spruch gleich  von  vornherein  s^a  begegnen.  Auch  dem  Verfasser  vorliegen- 
der Schrift  ist  dies  passirt  und  die  klare  Kurse  hat  darunter  sehr  gelittenj 
ist  doch  u.  A.  eine  einfache  Enlwickelnng,  die  auf  zwei  Seiten  bequem 
Platz  finden  konnte,  auf  8.24  bis  37  iu  eiuzelneu  Brocken  zusammenxa- 
buchen.  Mit  den  philosupbischen  Excursen  der  Schrift,  die  namentlich  in 
einem  Priucip  des  kleinsten  absoluten  Zwanges  gipfeln,  uns  ^n  befreunden, 
dünkt  uuH  nun  ganz  unmöglich  und  ist  auch  in  Ansehung  des  llauptthetnas 
ganz  Ubeiflfldsig,  weil  der  Zusammenhang  damit  kein  innerer  geworden, 
sondern  nur  ein  rein  localer  geblieben  ist,  waa  wirklich  dem  Verfasser 
ganz  entgangen  sein  muss. 

Für  das  Potbenot'sche  Problem,  welches  unter  den  Einscbaltuugs- 
methoden  nach  der  Theorie  und  in  Uebereinstimmung  mit  den  Erfahrungea 
des  Verfassers  einen  hervorragenden  Platz  einnimmt,  giebt  die  Schrift  fol- 
gende Ausgteichnngsmelbode. 

Zuerst  Berechnung  scharfer  Nähernngscoordinaten  x  und  y  des  gesuchten 
Punktes  aus  den  geeignetsten  drei  Visuren;  sodann  Berechnung  der  den  n 
beobachteten   Richtungen    eutsprecbendeu   Richtungswinkel  9,  ...qsn  mit 


'  üem  mScbto  n.  A.  sein  eigenes  Beispiel  ($ 
reiiliaii|>iotieiit  iu  jedem  kleiuslen  Interva]]  einmal 
da  er  lie  nur  umsukeliieu  brnuolil,  um  eine  Fun atloi 
QUea  Intervall 


Historisch 'UtCTUiiebe  AbÜiülnng.  ^| 

Hilfe  ron  x  und  g.  Ist  nim  oi  die  in  qn gebärende Beubaclitang  (i=  l  ...m 
so  wird  die  Differenz  *      ,   .  ,      . 

Cti +  £  +  <><}  —  ?'( 

bei  geeigneter  WabI  der  Grösse  £  (die  man  aber  nicht  gerftdesn,  wie  in  di 
Sclirift,  als  Uneicherheit  der  AnfaDgaricblaag  einfuhren  darf)  eine  klein 
Grösse  vt  sein.    Setzt  man 

UQd  ist  ri  die  Entfernung  des  »'™  Fiipunktes  von  {a;,y),  so  wird  jetstt 

'        H 

gesetüt,  wobei  die  eckige  Klammer  tn  bekannter  Weise  die  SDonmirnng  m 
dentet  and  die  Gewichte  der  Richtnngsbeobacbtungen  Ci  proporlion&l  dt 
Entfcmungeu  r,-  angenommen  worden  sind.    Mittelst  der  Formeln 


j(0  =  a;  +  ^i  sin  ^^,     yW  =  y  +  d,  coitpt 
ilenkt  »icli  Verfasser  gewiBsermassen  n  Orte  des  gcsnchten  Punktss  (m 
gestellt  und  setzt  endlich  dessen  definitive  Coordinaleu  i'+£,  y+<}  glail 

Eigentlicli  bat  der  Verfasser  die  Absiebt,  die  Bunime  der  in  ihr«  Gewieb 
ri  multiplicirlon  Quadrate  der  RicbtungiivurbessetuDgeD  d<fi  ku  einem  Hin 
mum  SU  mauUeu,  wonu  gesetzt  wird 

Da  nber  eine  Ansgleicbuog  mit  zwei  UnbekanDten  vermieden  werden  sol 
so  wird  für  jeden  der  zwei  Tbeile  von  dipi,  also  für  die  partiellen  Aendl 
ruugen  von  qif  nach  x,  resp.  y,  das  Mininiuin  separat  erzielt. 

Betrachtet  man  sich  nun  diese  neue  Methode  der  AuHgletchung  nlUie 
SU  wird  man,  meinen  wir,  ihre  Wichtigkeit  nicht  der  Art  ihrer  EinfUhiua 
Seiten  dea  Verfassers  entsprecbend  finden.  Vortheilbaft  fXllt  nur  die  I 
rncksicbligaug  der  Entfernung  bri  der  Uenichtsbestimmnng  der  RicbtuDg 
bflobacbluiigen  mittelst einerganz  brauchbaren  AunSlierungsformel  (wiflobf 
angegeben)  auf;  im  Uebrigen  iintPrscbeidet  sich  die  Methode  gar  nio] 
orbeblicb  von  der  Methode  der  kleiostou  Quadrate,  wenn  man  da  bei  dl 
Annllherung  in  der  successiven  Auflösung  der  Nurmalgleiclinng«n  Bt«b< 
ersten  bleibt.    Uiea  kurz  zu  »eigen,  sni  uns  noch  vergönnt. 

Vemtehl  mau  unter  —  u  eine  Verbesserung  des  oben  angegeb«»! 
j-WertboH,  so  fordt^rt  die  Methode  der  kleinsten  Quadruo  die  ErmilUllR 
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^•^^-^  *»>»^.^^,*  ^  if  m  ^,4 


tt[5tiig)]  +  {|^    ^    J— i?l — ^ — ^\^\v9mtp\, 

—  ti  \cosfp\  -  I  rü^5?i2i?J  4.  ^  r^^J  =  —  [f  co«g)] , 

und  in  erster  AnnäheruDg  ist  hiemach 

[t>5t>iy]    rgm'yl  [t>  C05y]    rcogV] 

^  ^"""^  206265     L    r    J'     ''""        206265   \    r    J' 

während  des  Verfassers  Formeln  nach  einiger  Bednction  ergeben 

„V  V ,  [P5w»y]    pfVi«<p1  [t>  cog»y]    p^o^yl 

^^  ^""■*"  206265    1    r    J'     "^^        206265      L    r     J 

Zeigt  die  Vergleichang  beider  Systeme  einerseits,  dass  die  Formeln  2)  wohl 
eine  brauchbare,  ja  sogar  starke  Annäherung  geben  können  (was  überdies 
an  vielen  Beispielen  nachgewiesen  wird),  so  hat  1)  doch  den  Vorzug,  dass 
man  aus  der  Lage  der  Punkte  hier  leicht  den  Grad  der  Annäherung 
beurtheilen  kann.  Ist  dieselbe  ganz  symmetrisch ,  so  ist  das  System  1)  eine 
strenge  Auflösung,  System  2)  aber  nicht!  Was  Verfasser  gegen  die  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  sagt,  trifft  überdies  Alles  ebenso  sehr  seine  Aus- 
gleichungsmethode, macht  aber  ausserdem  den  Eindruck,  als  sei  ihm  die 
von  so  vielen  Mathematikern  behandelte  allgemeine  Bedeutung  jener  Me- 
thode als  vortreffliches  Interpolationsmittel  wenig  bekannt  worden. 

Nächst  dem  Pothe  not' sehen  Problem  werden  auch  die  Einschaltungs- 
verfahren durch  Dreiecke  und  Dreiecksnetze,  sowie  mittelst  gestreckter 
polygonaler  Seitenzüge  besprochen  und  genäherte  Ausgleichungsmethoden 
angegeben.  Auch  hier  scheint  uns  Verfasser  nicht  glücklich,  jedoch  wollen 
wir  uns  gern  bescheiden ,  dass  dies  nur  eine  ganz  subjective  Ansicht  ist. 
Doch  erwähnen  wir,  dass  bei  Einschaltung  durch  Dreiecke  ebenfalls  die 
Coordinatenausgleichung  in  erster  Annäherung  besondere  Beachtung  ver- 
dient, zum  Theil  schon  aus  dem  Grunde  der  Conformität  mit  dem  vorhin 
erledigten  Falle. 

Vielen  Werth  legt  Verfasser  auf  graphische  Berechnungen  mit- 
tels Curventafeln.  Gleich  im  Eingange  der  Schrift  giebt  er  eine  Aus. 
einandersetzung  über  die  graphische  Auswerthung  der  Correctionsglieder 
an  sphärischen  rechtwinkligen  Coordinaten  wegen  der  Kugelgestalt  der 
Erde,  wozu  nur  gerade  eine  Figur. fehlt.  Wirklich  verdient  die  Anwendung 
des  graphischen  Verfahrens  auf  viele  Thoile  der  Geodäsie  die  allgemeine 
Aufmerksamkeit  der  Fachmänner;  es  wurde  dasselbe  auch  schon  früher  von 
Vo  g  1 0  r  und  Löwe  mit  Vortheil  zur  Berechnung  von  Neigungscorrectionen 
bei  dem  bayerischen  Präcisionsnivellement  angewandt*. 

Aachen,  1.  Juni  1875.  Prof.  Helmbbt. 


*  Das  bayerische  PräoisionsoiTellement ,  von  C.  M.  Bauernfeind«   1875.  S. 5 
und3L 


OruDdxfig«  der  Meteorologie.  Die  Lebte  vou  Wiud  nnd  Wetter  nach  in 
ueueatCD  ForecUnngen  gemoiufasBlicb  dargeatelll  von  H.  MoOM,  Pro- 
fessor der  Meteorologie  an  der  Universität  zu  ChrUtiania,  Diredor 
des  k.  Dorwegischen  ineteorologischen  lostitulK.  Deatscbe  Origina[> 
auKgabe.  Mit  24  Karlen  und  30  Hotzachaitten.  Berlin,  Verlag  von 
Dietrich  Keimer.    1875.    S  Mk. 

Wer  Hieb  nur  etnigermasaen  eingübend  mit  dem  Studium  der  Uat«oro- 
logie,  vorzüglich  der  neueren  Zeit,  beschäftigt  hat,  dem  ist  gewiss  Profeaaor 
Mobn  als  einer  der  bedoutpodsteii  Männer  dieser  Wissenscbaft  bekannt. 
Nicht  allein  durcli  an ermUd liehe  scLarfsinnige  ForschuageD  bal  aicb  dereelbe 
nm  die  Wiaaenscbaft  grosse  Verdienste  erworben,  sondern  auch  durch  ptaki 
tische  Verwerthung  seiner  Arbeiten  Uiejenigeu  nntorstütil,  welche,  di 
Natur  ihrer  Beschäftigung  nach,  auf  Beobachtung  der  Wetter  Veränderung« 
biugewiesen  sind,  wie  diea  z.  B.  mit  den  Seeleuten  der  Fall  ist.  Bei  dei 
Ausführung  dos  vorliegenden  Werkes  leitete  den  Verfasser  die  Absieht,  die 
wichtigsten  Resultate  der  meteorologiacben  Forschungen  ,  wie  sie  jetst  Tor- 
liegen,  in  allgemein  verstandlicher  Weise  dareuatellen  und  den  Leser 
den  Stand  lu  seUen,  selbständig  zuverlSssige  Benbacbtngen  anzustellen 
und  aus  deren  Ergebniss  Nutzen  für  sich  und  Andere  zn  ziehen.  Dass  den 
Verfnsser  die  Abfassung  seines  Buches  in  diesem  Sinne  voUstHndig  gelungen 
ist,  howeiat  die  Vorrede,  welche  von  dem  rhhmlichst  bekanoteo  Hydrogr»* 
pben  unserer  deutschen  Marine,  Ur.  Neumayer,  herrührt.  In  der  That 
verdiente  das  Werk  die  Empfehlung  einer  ao  gewichtigen  Autorität 
mehr,  als  die  deutsche  Literatur  auf  dem  nautisch  meteorologiacheu  Geblsln 
kein  Buch  aufzuweisen  hat,  welches  in  so  leicht  verständlicher,  awar  kur- 
zer, aber  doch  umfassender  Weise  diese  Uisc-iplin  behandelt,  ohne  sieb 
viele,  zum  Theil  unsichere  Hypothesen  einzulassen  und  ohne  doi 
durch  einen  grossen  Zahleuballast  das  Studium  der  Meteorologie  zu  erscbw« 
ren  oder  ganz  zu  verleiden.  Der  Verfasser  hält  sich  einfach  an  die  Thai« 
sacheu  und  bomilbt  sieb  stets,  eine  scharfe  Grenze  zu  ziehen  zwischen  dem, 
was  man  weiss  und  dem,  was  man  bloa  vermutbet;  ein  Verfahren,  welcbe 
in  einem  zun  Leitfaden  beGtimmten  Buche  besonders  za  rühmen  ist. 

Die  Einleitung  giebt  die  uöthigeo  Definitionen  in  karter,  prXciac 
Weise.  Die  fünf  ersten  Capitel  handeln  von  den  meteorologischen  Elemet 
ten,  und  zwar  das  erste  von  der  WSrme  der  Luft,  des  Meeres  und  der  Erd« 
das  zweite  von  den  Wasserdämpfen  in  der  Luft,  das  dritte  vom  Drucke  de 
Luft,  das  vierte  vou  der  Bewegung  der  Luft  und  des  Meeres  (Wind  an 
Meeresströmungeu)  und  das  fünfte  vom  Niederschlag.  In  diesen  Capitel 
beschreibt  der  Verfasser  die  gebräucblichen  ni<^teor>ilngi sehen  Instrumenti 
sowie  die  Methoden  der  Beobachtungen  iu  so  umfassender  Weis«  und  stel 
durch  Beispiele  erläutert,  dass  der  Leser  vollständig  beDlbigt  wird,  selbi 
ifi^aeliltUigea  ausastoUeo  und  lieso  \er^w\\i*u  xaV-iiwifta.   Za.  letater« 
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Zweeke  sind  d^m  Buche  sechs  zwar  kurz  gefaisto,  aber  iloclt  völlig  ge- 
ufigeuiifi  Tabellea  boigefügt.  Aiisserdom  enlbaltoD  auch  dUso  Cspitel  das 
Wicbtigato  ans  der  allgemeinen  Kliinatologiu  nud  sind  mit  Fignren  und 
S.)trtGheD  reichlich  ausgestattet.  Im  sechsten  Capitel  betrachtet  er  das  Zu- 
Bammen wirken  der  in  den  vorhorgeboudeu  Capiteln  gesondert  ins  Ango 
gcfasHlen  meteoralogiHchen  Elemente,  aus  welchem  sich  die  verschiedenen 
Zustände  der  Atmosphäre  ergeben,  odef  mit  anderen  Worten,  deren  KesnU 
tat  das  Wetter  ist.  Ez  macht  inuächst  darauf  aurmerksam,  dass  der  Wind 
die  atmosphärischen  Eigenschaften  eines  Ortes  einem  andern  Orte,  nach 
welchem  er  hinweht,  übermittelt,  dass  daher  das  Wetter  au  einem  bestimm- 
ten Orte  hauptsächlich  aiiT  der  augenblicklich  stattfindenden  Windrichttuig 
beruht.  Die  Richtung  des  Windes  aber  wird  durch  die  Vertheilnng  des 
Luftdruckes  bedingt;  daher  muss  die  Qauptaufgabe  der  Meteorologie  in  der 
Grrorschnng  der  Gesetze  bestehen,  nach  welchen  die  Vorlheiluog  und  die 
Verändcrnng  des  Luftdruckes  stattfinden.  Im  weitern  Verlaufe  des  Capitels 
behandelt  der  Verfasser  die  verschiedenen  Arten  der  Windrosen  fUr  die- 
Jeuigen  Orte  der  Erde,  an  denen  meteorologische  Beobachtungen  gemacht 
vvarden,  und  stellt  das  Resultat  derselben  im  Allgemeinen  zusammen.  Dann 
Unterwirft  er  die  Wechselwirkung  der  äbrigen  meteorologischen  Elemente 
oioer  kurzeu  Betrachtung  und  zeigt,  in  welcher  Weise  durch  dieselben  eine 
'VerSnderuug  des  Luftdruckes,  d.  h.  ein  Fallen  oder  Steigen  des  Barometers 
kerbeigefühil  wird.  Zum  Verständniss  der  Beziehungen  zwischen  den  me- 
eorologUchen  Kiementen,  die  innerhalb  eines  grüssern  Gebietes  der  Brd- 
iberflUche  nebeneinander  auftreten,  wählt  er  Beispiele  aua  der  Witterungs- 
g«echichte  Europas  und  macht  mit  Uilfe  von  synoptischen  Wetterkarten  die 
VorgSnge  der  Wetterveränderung  während  kurzer  Zeiträume  auch  denen 
begreiflich,  die  sich  wenig  mit  dem  Studium  der  Meteorologie  beschäftigt 
baben.  Aus  diesen  Beispielen  ergiebl  sich  in  schlagender  Weise,  dass,  wie 
schon  oben  bemerkt,  die  ungleiche  Vertbeilung  und  Veränderung  des  Lafl- 
^iDckes  das  Agens  bilden,  welches  die  Richtung  und  Stärke  des  Windes 
■^erorsacht  und  go  die  verschiedenen  Zustände  dos  Wetters  herbeiführt. 

Die  Vurtheilung  de^  Luftdruckes  um  einen  gegebenen  l^unkt  herum  ist 
durch  die  Richtung  und  Grösse  des  barometrischen  Gradienten  hinreichend 
~bcattmmt.  Auf  der  Grösse  desselben  beruht  dio  Stärke  des  Windes  und  von 
teinor  Richtung  hängt  die  des  Windes  zum  grösslen  Tbeil  ab.  Derselbe 
weht  immer,  wo  nicht  locale  üindernisse,  wie  z.  H.  Gebirge  und  Thäler,  die 
Laftbewegung  verändern,  in  einer  Richtung,  welche  zwischen  der  des  Gra- 
dienten und  der  der  Isobare,  jedoch  näher  der  letzteren  liegt.  Zu  diesem 
Sehlnsae  gelangt  der  Verfasser  ebenfalls  durch  Discusaion  von  synoptischen 
Karten,  deren  grosser  Werth  wohl  jetzt  allgemein  anerkannt  ist. 

In  dem  übrigen  Thoile  des  sechsten  Capitels  entwickelt  Prof.  Mohu 
«eine  Ansichten  über  dio  Entstehung  der  Wirbel  und  ihre  Bahnen,  sowie 
Aber  dio  Fortbowegnng  der   barometrischeD  Minima  nod  die  gleichieitig 


sUttfindeuden  VeränderaDgen ,  welche  der  T.aftdrack  nad  die  Ubrigoau 
tooro logischen  Elemente  erfahren.    Er  gelangt  so,  eich  stets  Aaf  ThaUaebe 
stützend  und  die  Ergebnisse  derselben  anäinanderreibcDd,  aa  eine 
Attsdracksforro  des  Gesetzes  der  Winddrehuag,  welche,  weil  sie  auf  vi«l 
gleichzeitig  über  ein  grösseres  Gebiet  der  Erde  beobachtete  WettenoalXadt 
hasirl  ist,  mehr  für  sich  haben  durfte,  als  manche  der  frühereu  Hypotb« 
Dm  siebente  Capitel  handelt  von  den  Stürmen  und  ihrem  Auftreten  in  d 
verschiedenen  Zonen.     Alle  —  und  bei  denen  der  Tropen  ist  die«  um  e 
leuchtendsten  —  entstehen  dnrcb  aufsteigende,  mit  Wasserdampf  gesJittigt« 
Lnftströme.  Nach  des  Verfassers  Ansichten  bestehen  zwischen  den  Orkuieii 
und  Tornados,    sowie  zwischen  diesen  und  den  Tromben  nur  Gradanter- 
schiede  and  schwankende  Grenzen.     Im  achten  Capitel  werden  dio  opd' 
sehen  und  elektrischen  Erscheinungen  der  Atmosphäre  betrachtet;  du  l«t«t* 
Capitel  bandelt  von  der  praktischen  Meteorologie,    „Die  Aufgabe  der  prab 
tischen  Meteorologie,"  sagt  Prof.  Mohn,  „beschränkt  sich  wesentlich  dai 
auf,  nahende  Stürme  vorauszusagen  oder  zu  eignalisiren.     Solche  Sturm» 
Signale  dürfen  jedoch    nicht   als  sichere   Voraushostimmungen    angeseliea 
werden,    sondern  nur  als  Warnungen,  dass  der  Zustand  der  AtmosphSra 
gefahrdrohend    ist.     Sie   besagen   eigentlich    nur,   dass  ein  harumotrischoi 
Minimum  mit  starken  Gradienten  in  der  Nähe,  also  die  Möglichkeit  Torbui* 
den  ist,  dass  der  dazu  gehörige  Wirbel  über  den  betreffenden  Ort  hingehoi 
wird.    Mehr  kann  man  bei  unserer  unvoUkommeuou  Kenntniss  der  Geset» 
für  die  Veränderung  des  Luftdruckes  vor  der  Ilaud  nicht  leisten." 

Scbliesslicb  tbeilt  er  noch  seine  Ansichten  Über  ein  Sturm  Signal -Syst«! 
mit  und  giebt  eine  kurze  Ucbersicht  über  das  Wirken  des  norwegUeba 
Signalsystems,  welches  seinen  Centralpnnkt  in  Christiania  haL 

Berlin.  J.  Ashus, 

teclin.  Qilfsarb,  im  b^drogr.  BorcM, 


ZaUentlieoietiiche  Spielerei.  lu  den  Messbuden,  welche  Stack  f^i 
Stück  zum  Preise  von  12  Pf.  verkaufen,  wird  gegenwärtig  eine  kleine  Spia 
Icrei  feilgeboten,  welche  auf  den  ersten  Anschein  sehr  überraschend  wirkt 
Es  sind  sieben  Kärtchen,  welche  nach  folgenden  Principien  mit  Zahlet 
bedruckt  sind.  Das  Kärtchen  I  entliült  alle  iiDgcraden  Zahlen  von  1  begin- 
nend bis  UO.  Kärtchen  II  beginnt  mit  2  mid  8,  diiun  fehlen  4  und  5,  dogogen 
folgen  wieder  C  und  7  u.  s.  w.  bis  90,  so  dass  sämiutlicbe  Zahlen  von  dei 
Farmen  4n-i-'J  und  4n  +  3  darauf  enthalten  sind.  Kärtchen  III  beginat  mi 
4,  5,  6,  7,  worauf  die  vier  nächsten  Zahlen  der  Zahlenreihe  fehlen,  die  via 
weiteren  und  immer  die  von  den  Formen  8n  +  4,  8n+6,  8n  +  6,  81»  +  ' 
eich  vorfinden,  als  letzte  ns.  Kärtchen  IV,  V,  VI,  VII  setzen  das  gleiohi 
Zabhngeaota  fort.   Sie  tieginnea  mit  H  t^m\\.  VU,  a»v  iti^  vi^.*f^  -wA.  «tUhi 
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«cht  (beziebuDgsweiBO  sechzebti ,  zweinaddreissig,  TiariuidsechEig)  nnfein- 
aaderfolgcade  Zahlen  der  natürlichen  Zalileuroihe ,  nach  welchen  ebenso- 
Tiele  Teblea  u.  s.  w.  Die  Formen  sind  also  I6n +8  bia  I6n  +  IB  (32n  +  16 
bis  32n  +  81,  64n4-32  bis  34n  +  e3,  128h  +  64  bifl  128n  +  12:),  Die  letzten 
Zahlen  dieser  Kärtchen  beissen  95,  95,  99,  99,  indeiii  grundsätzlich  die  drei- 
liffrigen  Zahlen  ausgeBchlosaen  sind.  Das  KnngtstUck  besieht  uun  in  Fol- 
genden). Bt^an  lässt  Jemand  eine  unterhalb  100  liegende  Zahl  (der  gedrnek- 
ten  Vorschrift  nach  das  Alter  der  betreffenden  Person)  in  den  KArtchen 
sarencben  nsd  Usst  eich  di»  EKrtcben  aogebnn  ,  auf  welchen  jene  Zahl  sich 
findet;  die  Samme  der  Anfangszahlen  jener  Kärtchen  bildet  alsdann  die 
gedachte  Zahl.  Z.  B.  37  findet  eich  auf  den  Kärtchen  I,  III,  VI  und 
1  '^4  +  32  =  37.  Der  Grund  dieser  Erscheinung  wird  sofort  klar,  wenn  man 
die  Zahlen  unter  100  Btatt  nach  dem  dekadischen  System  nach  dem  dyadt- 
sehen  schreibt,  dessen  Einheiten  aufeinanderfolgender  Bangstufen  eins, 
^wei,  vier,  acht,  sechzehn,  ztveiunddreissig,  vierundsecbzig  beissen,  also  die 
^ofangsEBhlen  unserer  sieben  Kärtchen  sind  und  dyadisch  I,  10,  100,  1000, 
SOOOO,  100000,  1000000  geschrieben  werden.  Jede  dyadische  Zahl  zwischen  1 
«tnd  Ulllll  (um  so  mehr  zwischen  1  und  1100011  =  neunuudnounzig)  ist  nun 
■Snmme  lauter  dyadiscber  Einheiten  Terscbiedenen  Ranges,  und  setzt  man 
sie  auf  die  Kärtchen,  deren  Anfangezabl  in  ihr  als  1  auftritt,  läsit  sie 
dagegen  auf  denjenigen  Kärtchen  weg,  deren  Anfangszahl  in  ihr  nicht  sar 
Darstflllnng  kommt  (durch  0  ersetzt  ist),  eo  ergiebt  sich  die  erwähnte  Vor 
Schrift  von  selbst.  Z.  ü.  eiebcnanddreissig  =  100101  muss  auf  den  Kärtchen 
I ,  III ,  VI  und  nur  auf  diesen  vorkommen.  Höchstens  lässl  sieb  nun  zwei- 
feln, ob  mit  dieser  Hegel  in  Uebereinstiuimung  sei,  was  vorher  Jiber  das 
Zahlengesetz  der  einzelnen  Kärtchen  gesagt  war.  Aber  auch  dieses  ist 
leicht  erweislich.  Das  KSrlcben  A  z.  B.  hegiaut  mit  2-*-',  d.  b.  mit  1  nnd 
.^—1  darauf  folgenden  Nullen  in  dyadischer  Schreibweise.  Ihm  mttssen 
daher  alle  Zahlen  bis  zu  der  dyadisch  durch  A  Einer  gescbriebeaeu  an- 
geboren, und  das  sind  eben  im  Ganzen  a-'''  als  Anzahl  der  Variationen  auf 
A~\  Reihen  von  je  2  Elementen.  Genau  ebeiisoviple  Zahlen  werden  als- 
dann fehlen  mUssen,  welche  linkii  10  beissen  mit  J—l  eich  rechts  anschlies- 
seudeu  Nullen  oder  t^inern  u.  ».  w.  Cak-qh 
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351.  Eine  Aufgabe  aus  der  Theorie  der  einhüllenden  Curven.    C.  Wagner.     Grün. 

Archiv  LVI,  1. 

352.  Cissoidalcurvcn.     Zahradnik.     Grün.  Archiv  LVI,  8. 

353.  Bewegung  dos  Schwerpunktes  eines  veränderlichen  Dreiecks.     Zahradnik. 

Grün.  Archiv  LVI,  11. 
854.  Zur  Thcilnng  des  Winkels,     v.  Wassers  cht  eben.     Grün.  Archiv  LVI,  335. 
Vergl.  Kegelschnitte.     Singularitäten. 

Axialytiteho  Ctoometrio  das  BtiiiMt. 
355.  Zur  Frage  über  isotherme  Coordinatensjsteme.     Kötteritcseh.     Zeitschr. 

Math.  Phjs.  XIX,  205. 
366.  Einfacher    Beweis    der  Gleichung    zwischen   homogenen  Ebenencoordinaten« 

Heger.  Zeitschr.  Math.  Phjs.  XIX,  94.    [Vergl.  Bd.XVI,  Nr.  I ;  Bd.XVII» 

Nr.  44.] 
857.  Principien  der  analytischen  Curven theorie.    R.  Hoppe.    Grün.  Archiv  LVI,  41. 

[Vergl.  Bd.  XIX,  Nr.  192.] 

358.  Sur  les  integrales  des  iquations  diffirentielles  des  eourbes  dont  le  Heu  des  centres  des 

ellipsoides  osculateurs,  semblables  et  semblablement  plmcis,  est  wM  courbe  donnie, 
Aoust,     Compt.  rend.  LXXVlll,  1548. 

359.  Diplacement  d^un  Systeme  de  points.    Propriitis  giomitriques  dipemUmt  des  parü" 

mktres  diffirentiels  du  second  ordre.     Durrande.    Compt.  rmuL  LXXFlll, 
1036.    [Vergl.  Bd.  XVUI,  Nr.  187.] 
860.  Ueber  die  Curve,  die  entsteht,  wenn  sich  leichte  haftende  KSrperdieii  auf  eiiMT 
krummen  Fliehe  aufhäufen.    Sita  ert.    Zeltaohr.  Math,  nj^  ZB,  W^ 
Vergi  Oberflädhen.    Oberfläehen  iweiter  Ordunags» 
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Aitro&omiA« 

361.^  Znr  Berechnung  elliptischer  Planeten-  und  Cometenbahnen  bei  Anwendung  der 
Euler*schon  Gleichung.     Chandrikoff.     Astr.  Nachr.  LXXXI,  57. 

362.  Entwickelung  einer  Correctionsformel ,   betreffend  die  Bestimmung   der  Bahn 

eines  Himmelskörpers  aus  drei  Beobachtungen.    Knorre.     Astr.  Nachr. 
LXXXI,  103. 

363.  Ueber  die  verschiedenen  Methoden  zur  Bestimmung  der  Sonnenparallaxe  und 

die  in   neuerer  Zeit  nach  denselben  gefundenen  Resultate.     Powalkj. 
Astr.  Nachr.  LXXX,  97. 
864.  Star  t extreme  petitesse  du  diamitre  apparent  des  itoües  fixes,     Stiphan,    Campt, 
rend.  LXXVIII,  1008. 

365.  Berichtigung  zu  Brünnow's  sphärischer  Astronomie.    Peters.     Astr.  Nachr. 

LXXX,  231. 
Vergl.  Attraction.     Reihen  523. 

AttraetioA. 

366.  Sitr  la  loi  de  Tattradion  astrononaque,  sur  les  masses  des  dwers  corps  du  systhne  solmre 

et  en  particulier  sur  la  masse  et  sur  la  durie  dusoleü.    Vicaire,    Compt,  rend, 

Lxxrni,  700. 

Barnoolli'toha  Zahlen. 

367.  Zur  independenten  Darstellung  der  Bernoulli'schen' Zahlen.     Naegelsbach. 

Zcitschr.  Math.  Phys.  XIX,  219. 

Bestimmte  Integral«. 

368.  Ueber  die  Auswerthung  des  Integrales    i*^ Worpitzkj.     Zeitschr. 


Math.  Phys.  XIX,  90. 
Vergl.  Cylinderfunctionen.    Elliptische  Transcendenten.     Quadratur.    Ultra- 
elliptische Transcendenten. 

Cartographit. 

369.  Projection  gnomonique  de  la  surfaee  terrestre  sur  un  octakdre  et  sur  un  cube  ctreon- 

scrii  ä  la  sphh-e,     Thoule  t,     Compt,  rend,  LXXVIII,  627. 

Combinatorik. 

370.  Zur  mathematischen  Theorie  des  Schachbrettes.    S.  Günther.     Qrun.  Archiv 

LVI,  281. 

Correspondeniprindp. 

371.  Consid^atians  sur  le  earacth'e  propre  du  principe  de  eorrespondance,     Ckasles, 

Campt,  rend.  LXXVIU,  bll, 

372.  Sur  les  principes  de  eorrespondance  du  plan  et  de  Vespace.   Zeuthen.    Compi,  rend. 

LXXyJll,  1563. 

Cnbator. 

373.  Inhalt  des  Sechsflachs  zwischen  orthogonalen  Flächen  zweiten  Qrades  und  seiner 

Seiten.     R.  Hoppe.     Grün.  Archiv  LVI,  354. 

cyiinderftmetionen. 

374.  Bemerkungen  über  Cylinderfunctionen.    S.  G  ü  n  t  h  e  r.    Gnm.  Archiv  LVI,  292. 

B. 

Determinantan. 

375.  Zur  Determinantentheorie.    K.  Weihrauch.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XIX,  354. 

376.  Proprietis  des  ditemdnants.    Dostor.    Grün.  Archiv  LVI,  238. 

Vergl.  Combinatorik.    Functionen  409.    Zahlentheorie  549. 

Datonninanton  in  gaometriioher  Anwendimg. 

377.  Surfaee  des  quadrilath'es  exprimie  en  ditemdnants.    Do  stör.    Gnin.  Archiv  LVI, 

240. 

878.  Propriitis  du  Utrakdre,     Dos  tor.    Grün.  Arohiv  LVI,  245. 

879.  Ueber  den  Halbmesser  eines  Kreises,  welcher  drei  Kreis« ,  und  einer  Kugel, 

ireJehe  vier  Kugeln  berührt.    M  e  r  t  e  &  8.    Grelle  LKXVII,  102« 
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380.  Sieben  Vorlesnngen  ans  der  analytischen  Geometrie  der  Kegelschnitte.   Hesse. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XIX,  1. 

381.  Znr  Transyersalentheoile  der  ebenen  algebraischen  Curven.     Qundelfinger. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XIX,  68.     [Vergl.  Bd.  XVII I,  Nr.  99.] 

382.  Sur  les  courbes  unicursales,     Painvin,     CompL  rend.  LXXVlIIy  1194. 

383.  üeber    einige  Eigenschaften    der  Oberflächen  zweiten  Grades.      Van  Geer. 

Zeitschr.  Math.  Ph^s.  XIX,  82. 

Düferentialgleiohiiiigan. 

384.  Zur  Theorie  der  singulären  Lösungen  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  erster 

Ordnaiig.     Zajacrkowski.     Grün.  Archiv  L VI,  175. 

385.  Zar  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.      L.  W.  Thom^.      Grelle 

LXXVIII,  223.     [Vergl.  Bd.  XIX,  Nr.  231.] 

386.  üeber  die  Vertanschung  von  Argument  und  Parameter  in  den  Integralen  der 

linearen  Differentialgleichungen.     Frobenius.     Grelle  LXXVIII,  9H, 

387.  Intigration  giometriqne  de  Vequation  L  (x .  d  y *-  y.  d  x)  —  M .  d  y  4-  N  .  d  x  =  0 ,  dmis  la- 

qiietie  L ,  M,  N  disignent  des  fonctions  liniaires  de  jl  et  y*     Fourei,     Compt, 

rend.  LXXVIII  1837. 
3H8.  Sur  les  integrales  des  äguations  diffirentielles  des  courbes  gut  ont  une  mime  surface 

polaire.    Aoust.    Compt.  rend.  LXXFIII,  1290,  1481.  —  J.  j4.  Serret  ibid. 

\Z29.--'Combescureiöid.  1639. 
389«  Zur  Integration  eines  Systems  linearer  partieller  Differentialgleichungen  erster 

Ordnung.    Zajacrkowski.     Grün.  Archiv  LVI,  163. 

390.  Theoreme  concemant  des  iquation  aux  diff4rences  partielles  simxdtanies.    Comb  es- 

eure.     Compt.  rend.  LXXVlU,  1212. 

391.  Sur  les  Squatiotts  aux  diffirentielles  partielles  qui  peuvent  itre  intigries  sans  fonctions 

arbitraires    engagies    sous  h  signe  somme.      De  Pistoye.      Compt.  rend, 
LXXyilly  l\02. 

392.  Integration  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  durch  Gauss*sche 

Reihen.     J.  Thom  ae.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XIX,  273. 

393.  Sur  Vintigration  des  iquations  aux  dirivies  partielles  du  second  ordre.     Picart. 

Compt.  rend.  LXXFIII,  882. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Ranmes  358.     Substitutionen  529. 

Di£f6rentialqnotient 

394.  Ueber  die  Herstellung  des  Ausdruckes  dFund  der  Differentialgleichungen  elas- 

tischer isotroper  Medien  in  allgemeinen  orthogonalen  Goordinaten.    P  o  eh  • 
h  a  m  m  e  r.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XIX,  234. 


Elaitieitit 

395.  Die    Gleichung   der   elastischen  Linie   beliebig  belasteter  gerader  Stäbe   bei 

gleichzeitiger  Wirkung  von  Horizontal-  (Axial-)  Kräften.     J.  Wey  rauch. 
Zeitschr.  Math.  Phys.  XIX,  536.     [Vergl.  Bd.  XIX,  Nr.  46.] 

396.  Das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung  einer  unendlich  dünnen,  beliebig  gekrümm- 

ten elastischen  Schale.     Aron.    .Grelle  LXXVIII,  136. 

397.  Beweis  eines  Satzes  der  Elasticitäts lehre.    L  i  p  s  c  h  i  t  z.     Grelle  LXXVIII,  329. 

Vergl.  Differentialquotient. 

Elaktrodsmamik. 

398.  üeber  die  Theorie  der  Elektrodynamik.     Helmholtz.     Grelle  LXXVHI,  273. 

[Vergl.  Bd.  XVI,  Nr.  212.] 

399.  Sttr  la  loi  ilimentaire  des  actions  ilectrodynamiques.     J.  Moutier.     Compt.  rend. 

LXXVIII  1221. 

400.  Uebor  stationäre  Inductionsströme  in  bewegten  körperlichen  Leitern.     Ober- 

b  e  c  k.     Grün.  Archiv  LVI,  394. 

401.  Lanalyse  d*un  cohibent  armi  et  dos  dimontre  que  lUnfluence  itectrique  ne  traverse 

pas  les  masses  conductrices.     Volpicell i.     Compt.  rend.  L XX VIII,  901 . 

Vergl.  Potential.  _^.. 

Sllipta. 

402.  Verallgemeinerung  eines   geometrischen  Satzes  von  Fermat.      Schlömilch. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XIX,  462. 

nuptoUL 

403.  Sur  la  projecUon  itMoarapUqMß.    Cmim'^''  ^"^XFill,  1040. 

Vergl.  Variatiönsrecoomig  OM. 

UUt.-Ui.  Abtlüt.  d.  SteiiMihr.  1  Mallk  ••  I 
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Elliptifoha  Tnuuoendenteii. 

404.  Bemcrknngen  über  die  Keduction  der  vollen  elliptischen  Integrale  zweiter  Gat- 
tung auf  die  vollen  elliptischen  Integrale  erster  Gattung  für  denselben 
Modul.     M  eis  sei.     Grün.  Archiv  LVI,  337. 

A^h,  Sitr  Vaddilion  des  fonctions  eUiptiques,     Catalan,     Campt,  rend,  LXXF III,  147SI. 

Evolnto. 

406.  Bestimmung  der  Ordnnng  und  Classe  der  Evolute  einer  beliebigen  Cnrve  «•" 

Ordnung.     Milinowski.     Zeitscbr.  Math.  Phys.  XIX,  182. 

F. 

FunetioiieiL 

407.  Uebor  ebene  algebraische  Isothermen.     H.  A.  Schwarz.     Grelle  LXXVII,  38. 

408.  lieber  die  Abbildung  durch  algebraische  Functionen.    Fuchs.    Grelle  LXXVII, 

339;LXXVIII,  338. 

409.  lieber  die  Determinante  mehrerer  Functionen  einer  Variabein.     Frobenius. 

Grelle  LXXVII,  245. 
Vorgl.  Analytische   Geometrie  der  Ebene  346,  348.     Bernoulli*8che  Zahlen. 
Bestimmte  Integrale.      Gylinderfnnctionen.      Determinanten.     Elliptische 
Transccndcnten.     Homoprcne  Functionen.     Quadratische  Formen.     Ultra- 
elliptische  Transcendenten. 

Oeoditie. 

410.  Zur  höheren  Geodäsie.     Neil.     Zeitscbr.  Math.  Phys.  XIX,  324. 

411.  Uebcr  das  Problem,  aus  dem  Breiten-  una  dem  Längenunterschiede  zweier  Oer- 

ter  auf  dem  Erdspliäroid  ihre  Entfernung  und  die  gegenseitigen  Azimuthe 
zu  berechnen.     Ou  dem  ans.     Astr.  Nachr.  LXXXI,  303. 

412.  Zur  Theorie  des  Schlussfchlers  geometrischer  Nivellementspolvgone.     Zacha- 

riae.     Astr.  Nachr.  LXXX,  305.   —  Wittstein  ibid.  LXXXI,   291.  — 
Helmert  ibid.  LXXXI,  297. 

Oaometria  (dateriptive). 

413.  lieber  die  Gonstniction  von  Ovallinieu.    Schloemilch.   Zeitscbr.  Math.  Phvs. 

XIX,  263. 

414.  Beziehungen  in  den  Projectionen  des  regelmässigen  Zwölfflachs  und  Zwanzig- 

ilachs.     Schubert.     Zeitscbr.  Math.  Phys.  XIX,  460. 

Geometrie  (htthere). 

415.  Die    regelmässigen     ebenen    Punktsysteme     von    unbegrenzter    Ausdehnnng. 

S  0  h  n  c  k  e.     Grelle  LXXVII,  47. 

416.  Sw  les  sy Sternes  de  courbes  planes,  alg^hriques  ou  transcefidantes ,  diflnies  par  deux 

caractiristiqufs.     Fouret.     Compt.  rend.  LXXFIII,  831,  1693. 

417.  Untersuchung  zusammenfallender  reciproker  Gebilde  in  der  Ebene  und  im  Räume. 

Schroeter.     Grelle  LXXVII^  105. 

418.  Ueber  Polfütifecke  und  Polsechsecke  räumlicher  Polarsjsteme.     Heye.     Grelle 

LXXVII,  269. 

419.  Demonstration  geomitrique  de  quelques  thiorhnes,  au  moyen  de  la  eonsidrration  ttime 

rotation  infinitnent  petite,    Mannheim»  Compt.  rend,  LXXFIII,  G9Z.     [Vergl. 
Bd.  XVI,  Nr.  226.] 

420.  Questions  relatives  d  des  sMes  de  triangles  sembldbles  assujettiM  ä  plusieurs  conditkm» 

communes.     Chasles.     Compt.  rend.  LXXFIII,  1 373,  1 599. 

421.  Sttr  les  polygones  insci'its  et  circonsaits  d  des  courbes.     Chasles.     Compt.  rend. 

LXXFIII,  922. 

422.  Zur  Geometrie  der  ebenen  Gurren  dritter   Ordnnng.    Milinowski.     Grelle 

LXXVIII,  177. 
428.  Ueber  Gurven  dritter  Ordnung.     Milinowski.    Grelle  LXXVII,  263.     [Vergl. 
Bd.  XIII,  Nr.  67.] 

424.  Znr  Erzeugung  von  Gurven  vierter  und  dritter  Ordnnng  dnreh  zwei  enllioeare 

Strahlsysteme.     Heger.    Zeitscbr.  Math.  Phys.  XIX,  170.    [Vergl.  Bd. 
XIX,  Nr.  70.] 

425.  Ueber  Büschel  von  Raumcorven  dritter  Ordnung  in  Verbindung  mit  Strahlen- 

complezan.    8 11 1  dor  f.    Zeitscbr.  Math. Phys.  XIX;  801. 
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426.  Zwei  Erzeagnisse  krumm  -  geometriacher   Gebilde.      Milinowski.      Grelle 

LXXVIII,  175. 

427.  Ditermination  des  nombres  Pluckeriens  des  enoeloppes.     Zeuthen.     Compt.  rend, 

LXXrin,  274,  339. 

428.  üeber  die  Steiner'sche  Hypocycloide  mit  drei  Rückkehrpunkten.   Millno  wski. 

Zeit8chr.  Math.  Phys.  XIX,  1 15.     [Vergl.  Bd.  XVIII,  Nr.  15.] 

429.  Die  Steiner'sche  Auflösung  der  Malfatti'schen  Aufgabe.     Schroeter.     Grelle 

LXXVn,  230. 
Vergl.  Gorrespondenzprincip.    Evolute,    llomogene  Functionen.     Involution. 
Mechanik  464,  465.     Singularitäten. 

Oascbiolito  dar  Matliematik. 

430.  Das  angebliche  Werk  des  Euklides  über  die  Waage.    Gurtze.    Zcitschr.  Math. 

Phys.  XIX,  262. 

43 1 .  Swr  un  cadran  solange  grec  trouoi,  par  M,  0,  Raffet,  d  Hiraclie  du  LtUmos,    G.Ray  et, 

Compt.  rend.  LXXFIIl  840. 

432.  Sur  le  kestre  des  aneiens.     A,  Bertrand,     Compt,  rend,  LXXFIll^  756. 

433.  Einige  Bemerkungen  zu  dem  Aufsatze  Steinschneidor^s:  „Thabit  beu  Korra'*. 

Gurtze.     Zeitschr.  Math.Phys.  XIX,  95.     [Vergl.  Bd.  XIX,  Nr.  75] 

434.  Zur  Algebra  der  Chinesen.     Matthiesse n.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XIX,  270. 

435.  Religidae  Copemicanae.     Curtze,     Zeitschr.  Math.  Phys.  XIX,  76,  432. 

436.  Zur  Geschichte  der  Prosthaphäresis.     Wolf.     Astr.  Nachr.  LXXXI,  23). 

437.  Fünf  ungedruckte  Briefe  von  Gemma  Frisius.  Gu  rtze.    Gruu.  Archiv  LVI,  HI3. 

438.  Johann  Kepler*s  Heirathsbrief  von  1597.     Peinlich.     Grün.  Archiv  LVI ,  Li- 

terar.  Bericht  GGXXII,  15. 

439.  Die  graphische  Statik.     J.  Weihrauch.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XIX,  301. 

440.  Sur  Venseignement  de  la  micanique  appiiquäe  donni  par  Poncelet.     Morin»     Compt, 

rend,  LXXVIII,  229. 

441.  Notices  nicrologigues  sur  Jacques  Adolphe  Lambert  Quetelet,   Bertrand,  Chasles, 

Sainte-Claire  Deville  et  Dumas,     Compt.  rend,  LXXVIII,  612. 

442.  Todesanzeige  von  Ghristophcr  Hansteei,  Director  der  Sternwarte  in  Ghristiania 

t  15.  April  1873.     Feurnley.     Astr.  Nachr.  LXXXI,  273. 
413.    MtTohgue  de'  ß.  A.  Hansen,     Bertrand,     Compt.  rend,  LXXVIII,  921. 

444.  Nekrolog  von  F.Kaiser,  Director  der  Sternwarte  in  Leyden,  f  28.  Juli  1872. 

Va  1  e  n  t i  u  er.     Astr.  Nachr.  LXXX,  33. 
Vergl.  Mechanik  486. 

Oleiohuiigdii. 

445.  Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen.    Siebel.     Grün.  Archiv  LVI, 

422. 

446.  Uebcr  die  Auflösung  des  linearen  Systems  von  Gleichungen 

t  =  m  rnw 

S  Xr  sin      --  =^kn,  (n=  1,  2.  ...  in). 

Unferdinger.     Grün.  Archiv  LVI,  105. 

447.  Construction  der  reellen  Wurzeln  einer  Gleichung  vierten  oder  dritten  Grades 

mittels  einer  festen  Parabel.     R.  Hoppe.     Grün.  Archiv  LVI,  110. 
418.  Ueber  die  allgemeine  Auflö.suug  der  (ileichungcn  vierten  Grades.    Neil.    Grün. 
Archiv  LVI,  407. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  347.     Substitutionen. 


Homogene  FanetioBen. 

449.  Sur  Cappiicaiwn  de  la  thiorie  des  formes  binaires  d  la  giomilrie  plane,     Laguerre, 

Compt,  rend,  LXXVIII,  744. 

450.  Darstellung  quHternUrer  cubischer  Formen  durch  fünf  Guben.    Ueve.     Grelle 

LXXVIII,  114. 

451.  Darstellung  quaternärer  biquadratischer  Formen  als  Summen  von  zehn  Biqua 

draten.     Reye.     Grelle  LXXVIII,  123. 
Vergl.  Quadratische  Formen. 

Hjdrodjnaalk. 

452.  Zur  Theorie  der  inneren  Reibung.   O.  £.  M«j«r.  GrttUn'^^vnL'lSO.   [Vergl. 

Bd.  VII,  Nr.  816.] 

453.  Sur  la  thiorie  de  la  koule.    Resal,    Cam^.  vm 
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454.  Swr  ies  vagues  de  kauteur  et  de  tfitesse  variables,     L,  E.  Bert  in.    Compt,  remd^ 

LXXVin,  676. 
Vergl.  VariationsrechnuDg  536« 

I. 

Integratioii  (imbettimmto). 

455.  Sur  une  formule  d'ini^gration  ind^finie.     Cayley,     Compt,  rend.  LXXyUl,  1624. 

456.  lieber  einige  uDbestimnitc  Integrationen.     Stern.     Grelle  LXXyill,  340. 

InvolatioiL 

457.  Zur  Theorie  der  cubischen   und  biquadratischen  Involution.      Miliuowski. 

Zeilschr.  Math.  Ph^'s.  XIX,  205. 

H. 

Kegeliobnitto. 

458.  On  the  caracteristic  (viz,  focal)  equation  of  conic  sections,     Hall,     Astr.  Nachr. 

LXXX,  13. 
450.  Recherche  des  conditions  pour  qu'une  conique  ail,  avec  une  couröe  dünnte,  un  contaei 
d'ordre  ditermini.     Painvin.     Compt.  rend,  LXXyill,  55,  436,  835. 
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gegenaeitiga  Verliältnisa  betrifft,  so  orleicbtern  zunächst  die  beiden 
Wörter  Ner  und  Soas  die  Sache  nsgemein.-  Schon  lange  weias  man,  du«  e> 
im  Assyrischen  drei  Wärter  Sosa,  NerySar  gieht,  welche  Zahlenbedra* 
tung  haben  und  zwar  nicht  beim  Zahtensprechen  überhaupt,  aber  doch  hloGg 
in  Verbindung  mit  irgend  zu  zHhlendon  GegenstHndco  gebraucht  «cfdcn.  _ 
Uem  Ueutscheu  geben  die  Wörter  UutzenLl=  12,  Mandel  =  15,  Schock  =  «>„< 
Gross  :=  144  eine  vortreffliche  Verdeuilichung,  indem  jede»  dieser  Wörtern 
mit  beliebigen  Dingwörtern  verbunden  werden  kann,  so  dass  man  von  eiacsKa 
Uatzend  Jahre,  einem  Gross  StahlCedern  spricht,  ebne  daas  es  Jemand  «iB~-  * 
fiele ,  darnm  0O1&  als  hundert  Schock  nud  eine  Mandel  uder  13144  ata  imuentE» 
Dntxend  nnci  ein  Gross  oder  dergleichen  zu  lesen.  Von  den  drei  nssfrisclir^  ■ 
Wörtern  bedeutet  Soss  dnrch  einen  neckischen  ZuTall  des  GleicbklaogM  da«^ 
selbe  wie  nnser  lautverwandles  Schock,  d.  h.  60;  Ner  hindeutet  10  Soat  mI«^^ 
60(1,  Sar  endlich  das  Quadrat  von  Sosa  oder  3600.  Steht  kein  Zeiebe«  A*^^^ 
gezahlten  Dinge  hinter  jenen  Wortern,  so  tnuas  aus  dem  Sinne  «in« 
Grunde  liegende  Einheit  hinzngodacht  werden,  und  so  war  leicht  begrvifli 
bei  der  Angabe  'les  Umfangea  von  Kborsabad  die  erste  Vermnihtin^  dio, 
handle  sich  um  Nor  und  Soas  der  nMchslgenannlen  Einheit,  d.  h.  der  Ki 
Für  Kanu  selbst  war  alsdann  in  dem  hebräischen  Rane  die  Erlünteri 
gegeben,  welches  z.  6.  aus  Heaekiel  40,  b  als  ein  Maass  von  6  Ellen  bekan 
ist.  Das  U  wäre  sonach  zu  dem  Knuu  in  dasselbe  ZahlcnverhSitni*«  ■ 
Betxen,  wie  die  hebrüische  Elle  zit  dem  Kanu,  und  wir  hütlen  Kann  ahft  I 
Soss  als  00  Kani  oder  380  U,  Ner  als  10  Soss  oder  8600  II.  DemgemilaB  «i 
für  den  Umfang  von  Kborsabad  die  Länge  gegeben  3^.3000  + l.3f 
-f  «.1  =  12380  U. 

Zwöi  Einwürfe  sind  nan  zu  machen,  welche  Oppert  nicht  umgel*  *'^' 
Zuerxt  fragt  er,  wie  man  an  eine  Interpretation  glauben  IcSnoe,  welche  ^x  Ä-^ 
so  «uffallenJe  Zerloguog  der  angegebenen  Zahl  benutze,  wie  die  von  ibK^  *' 
gelesene,  mit  3j  Ner  beginnend?  Sollte  man  nicht  vielmehr  erwarl»^*  '' 
12380 s=  8.3000 +4. 300 +  23. 0  +  2.1,  also  3  Ner,  4  Soss*.  23  Kani.  J  ü  t  J 

finden?    Gerade  der  Nachweis,  dasa  dorn  nicht  so  ist,  bildet  den  genialst* 
Tlieil  der  Oppert 'sehen  Untersuchung,  welcher  nicht  genug  hervorgehob- 


I 


■warteten  tttUigna^  r»hl»ffc»  ^ 


rerdea  kann.  Oppert  seigt  (8.  U),  dose  die  Messungen,  welche  von 
mbefangenen  Architekten  auf  den  TrUmmerBtätlen  von  Persepolis  vor- 
genommen worden  siad,  niemals  vollständig  richtige  Quadratlormen  der 
Iten  Ümneae  ergeben  liabea,  sondern  stets  Rechtecke,  deren  kür- 
Seite  eine  lande  Zahl  zum  Längenmaasae  hat.  In  zwei 
''allen  verhalten  sich,  wie  Oppert  bemerkt,  die  beiden  Seiten  des  Recht- 
leks  wie  4:3;  für  die  übrigen  Fälle  haben  wir  die  Rechnnog  angeatellt  und 
inden  die  längere  Seite  dorch  die  kürzere  ausgedruckt  als  l,OO0ei,  1,02713, 
,03571 ,  1,05002,  I.01G39  darchschnttlltch  als  1.03777  oder  Ta^t  geoau  ah  |{. 
«omnien  auf  dieses  Verhällniaa  epSler  inrlJck.  Für  jetzt  begnügen  w  ir 
ins  mit  der  Thatsache  der  ungleichen  Seiten  und  ziehen  mit  Oppert  die 
'nlgernng:  Auch  Khorsahad  wird  schon  in  einem  solchen  Rochleeke  erbant 
ewesen  sein,  und  3^  Nor  bedeutet  die  Länge  der  vier  als  gleich 
genommenen  Seiten,  1  SossSKani  ZU  den  Ueberscbiiss  der 
iden  längeren  Seiton.  Die  kürzeren  Seiton  würden  darnach  je  ^ 
r  oder,  in  ü  ansgerechnet,  3000  U  als  eine  runde  Maasesahl  bi-sesspii 
Kben,  wie  jene  Baulichkeiieu  zu  Persepolis;  die  längeren  Seileu  würden 
s  8100  U  LÄnge  besessen  haben.  Nur  in  dem  Verhältnisse  JJ^g  =  1,00388 
=  ]l  etwa  ist  das  spätere  peraiacbe  Verbältniss  nicht  zu  erkennen,  doch 
cheint  uns  gerade  darin  eine  eingetretene  VerKnderung  nicht  zn  den  un- 
nnehmbaron  Vermuthungen  zu  gehören. 

Der  erste  Einwurf  ist  somit  erledigt,  keineswegs  aber  der  zweite.  Ein 
ieukereh  aufgerondenesTSfelcheu  (S.2I)  entblilt  eine  vollsiandigeMaass- 
ibelle,  aus  welcher  zu  entnehmen  ist,  daaa  ein  Soss  nicht  OOKani,  sondern 
1  Sa  ist,  während  l  Sa  =  2  Kani  und  dann  wieder  1  Kann  =  8  U  (8.27). 
legenttber  von  U  verdoppeln  sich  demnach  die  Verhättniaszahtcn  der  höhe- 
eii  Einheiten  I  Soss  =  720  U,  1  Ner  =  7200  D  und  der  Umfang  von  Khor- 
abad  =3J. 7200  +  1. 720  +  3. 6  +  2.1  =24740  U  (S.  28),  wovon  nuf  jode 
Hr«ere  Seile  dos  Rechtecks  0000  U  mit  wieder  runder  Mansazahl,  auf  jede 
igero  Seite  6370  U  kommen,  und  das  VerhÄltnisa  J-J^S  =  1,06166  nnter- 
pheidet  sich  kaum  von  dem  vorhin  berechneten. 

Freilich  könnten  auch  hier  wieder  Zweifel  erhoben  werden,  welchen 
ie  Widerlegung  auf  dem  Fasse  folgt,  nnd  da  0  p  pert  sie  nicht  hervorhebt, 
D  mag  nns  diese  Ergänzung  gestnttet  werden.  Zuerst  könnte  man  fragen,  oh 
«SB,  Ner  denn  wirklich  allgemeine  Zahlen  sein  können,  während  die  Tafel  von 
•nkereh  sie  ganz  genau  defioirt?  Wir  antworten,  dassdemin  Wirklichkeit 
ioht  90  ist,  dass  auf  jener  Tabelle  vielmehr  das  Wort  Ua  für  BOSa.  dnnn 
^aabu  für  30  Ua  gebraucht  ist  nnd  nur  die  Wörter  U  und  Kanu  eine  Idenlifica 
Ion  dnr  Tabelle  mit  den  Maasszahlcn  von  Khorsabad  in  den  unteren  Wor- 
ten erawingcn,  wAhrcnd  die  Gleichheil  des  Soss  mit  den  Us  erst  von  Oppert 
dem  sogleich  zu  besprechenden  wirklichen  Umfange  von  Khorsnbad 
rrochnet  wurde.  Diesen  Zweifel  bat  alao  nur  unser  Berieht  verachuldet,  dnr 
{sichtlich  einen  Augenblick  vorgriff.    Aber  ein  weiterer  Zweifel  ist  folgen- 
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der:  wenn  2 Kani  =  1  Sa,  so  i^t  es  anffallend,  die  Angabe  1  Soss  3 Rani  2 U 
zu  finden;  es  sollte  heissen  1  Soss  1  Sa  1  Kanu  2  U.  Wir  antworten,  es 
sollte  nicht  blos  so  heissen ,  es  heisst  wirklich  beinahe  so  in  einer  Variante 
(S.  35),  indem  die  LHnge  als  1  Soss  1^  Sa  2  U  benannt  wird,  wodurch  die 
Existenz  jener  Länge  Sa  und  ihr  Werth  Bestätigung  finden. 

Der  Umfang  von  Khorsabad ,  sagten  wir,  ist  durch  die  Herren  Botta 
und  Fl  and  in  gemessen  worden,  und  zwar  zu  ÖTOO",  wovon  je  1645  den 
beiden  kleineren,  je  1750  den  beiden  grösseren  Seiten  des  Rechtecks  zufielen 
(S.  10).  Khorsabad  war  also  wirklich  ein  Rechteck  mit  nicht  sehr  verschie- 
denen Seiten.  Mag  man  nun  irgend  eine  der  drei  Gleichungen  wählen 
6000  ü  =  1645 ,  637(i  U  =  1750,  24740  U  =  6790 ,  immer  bekommt  man  Werthe 
von  U,  welche  in  den  Millimetern  noch  übereinstimmen,  so  dass  Oppert 
mit  Recht,  eine  Mittelzahl  wählend,  U  =  0,27425"*  setzt.  Bereits  im  Jahre 
1853  hat  Oppert  aus  ganz  anderen  Materialien,  welche  er  bei  seiner  Ex- 
pedition nach  Mesopotamien  selbst  gemessen  hatte,  die  Ergebnisse  veröffent- 
licht, dass  die  assyrische  Elle  etwa  0,525°*  gewesen  sein  müsse,  dass  360  der- 
selben ein  Stadion  ausmachten,  dass  3  Ellen  in  5  Fuss  zerfielen.  Damit 
vereinigt  sich  die  neueste  Entdeckung  zu  der  eine  Grundlage  bietenden 
Thatsache :  das  U  der  Sargon' sehen  Angaben  ist  eine  halbe  gewöhnliche 
assyrische  Elle  und  entspricht  etwa  der  griechischen  Spithame.  Die  Elle 
oder  2  U  erhält  die  Länge  von  0,5485'"  und  weiter  wird  1  Kanu  =  1,6455", 
1  Sa  =  3,201 ,  1  Us  oder  mit  dem  griechischen  Namen  1  Stadion  =  197,46" 
u.  s.  w.  Wir  kommen  auf  die  anderweitigen  Längenmaasse  in  ihrer  syste- 
matischen Verbindung  in  dem  letzten  Theile  dieses  Referats  noch  zurück. 
Hier  müssen  wir  nur  noch  einige  Namen  mit  ihren  Werthen  zusammenstel- 
len ,  deren  wir  uns  im  Verlauf  der  Betrachtungen  fortwährend  zu  bedienen 
haben.  So  setzt  Oppert  (S.  38  —  39)  0  Sa  oder,  wie  er  sagt,  6  Toisen  = 
l  Ruthe  {perche)^  10  Sa  =  1  PI e thron.  Von  kleineren  Längen  als  die 
Halbelle  U  findet  er  als  minimales  Maass  die  Haarbreite  :=  ^fffir  ^  '^ 
0,000076"  beiläufig  ==  ^\  Millimeter.  Wieder  aufsteigend  bilden  12  Haar- 
breiten =  1  Punkt,  5  Punkte  =  1  Nagel  breite,  6  Nagelbreiten  =  1  Dau- 
menbreite, 12  Daumenbreiten  =  1  Fuss,  20  Nagelbieiten  =  1  Hand- 
flächenbreite {palme). 

Eine  Gattung  von  Längenmaassen  dürfen  wir  nicht  so  kurz  abmachen, 
deren  Verhältniss  zu  den  übrigen  so  auffallend  von  den  gewohnten  Zahlen, 
d.  h.  von  Vielfachen  oder  Theilern  von  10  und  00  abweicht,  dass  im  ersten 
Augenblick  ihre  ganze  Existenz  nur  Unglauben  hervorrufen  kann.  Oppert 
spricht  von  der  grossen  assyrischen  Elle  (aune,  während  er  die 
gcwölmliche  Elle  coude'e  nennt)  von  37  Daumenbreiten,  von  dem  Kalamus 
von  37  Handflächenbreiten ,  zu  dessen  Vergleich  an  den  Sa  von  86  Hand- 
flächenbreiten erinnert  sein  mag.  Sollte  wirklich  die  Primzahl  37  urplötslicb 
hier  »nff reten  ? 
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Ganz  vereinzelt  stünde  diese  Abnormität  allerdings  nickt.  Auch  eine 
andere,  weder  dem  Decimal-  noch  dem  Daodecimalsystem,  also  auch  nicht 
dem  dieselbe  verbindenden  Sexagesimalsystcm  angohörige  Zahl  spielt  in 
babylonischen  Messungen  eine  KoUe.  Nach  Ilerodot's  nicht  anzuzwei- 
felndem Zeugnisse  findet  die  Königselle  mit  7  HandflAchenbreiten  neben 
der  gewöhnlichen  Elle  von  6  Handflächonbreiten  in  der  Maasstabelle 
ihren  Platz.  Aber  gtwd  licet  Jovi,  non  licet  bovi:  der  heiligen  Plane- 
tenzahl 7,  der  Zahl  der  Wochentage,  der  Zahl,  bei  welcher  geschworen 
wird,  konnte  man  fast  erwarten  irgendwie  zu  begegnen;  doch  wie  kam  man 
auf  den  Gedanken,  37  zu  benutzen? 

Oppert  hat  diese  Frage  nicht  aufgeworfen;  um  so  lauter  wollen  wir 
sie  betonen  in  der  Hoffnung,  doch  bei  irgend  einem  Fachmanne  ein  Echo 
hervorlocken  zu  können.  Wftro  das  37  ein  Flächonmaass ,  dann  wären  wir 
um  eine  Erklärung  nicht  verlegen.  Ist  doch  37=  l*  +  0^  oder  besser  noch 
3700  =  10'  +  0^  und  damit  die  Fläche  des  Quadrats  der  Hypotenuse  des 
rechtwinkligen  Dreiecks  von  den  Katheten  10  und  60,  d.  h.  von  den  Kathe- 
ten, welche  durch  die  beiden  Grundzahlen  babylonischer  Metrologie  gemes- 
sen werden.  Aber  die  Maasse,  für  welche  die  Zahl  37  die  Grundlage  bildet, 
sind  eben  keine  Flächen ,  sondern  Längen ,  und  somit  ist  unsere  Erklärung 
nicht  zn  gebranchen,  ganz  abgesehen  von  der  Frage,  ob  man  die  Kenntniss 
irrationaler  Seiten  so  weit  hiuaufschieben  dürfe ,  eine  Frage ,  welche  wir 
selbst  verneinen  möchten.  Wir  dachten  auch  an  eine  andere  Erklärung. 
War  vielleicht  die  Addition  mannigfacher  Reihen,  das  arithmetische  Ex- 
periment, wie  wir  es  in  unseren  mathematischen  Beiträgen  zum  Culturleben 
der  Völker  genannt  und  bei  den  Griechen  unanfechtbar  nachgewiesen  haben, 
bereits  babylonische  Gewohnheit?  Hat  man  dort  vielleicht  die  beiden 
Systeme  1,  10,  100  und  1,  60,  3600  zu  dem  neuen  System  2,  70,  3700  vereinigt 
und  80  gleichzeitig  eine  theoretische  Erklärung  für  die  Köuigselle  und  ein 
ganz  neues  Maass,  den  Kalamus,  gefunden,  aus  welchem  vielleicht  rück- 
wärts die  grosse  assyrische  Elle  abgeleitet  werden  mochte?  Ist  der  Punkt 
die  Einheit,  von  welcher  man  ausgeht,  so  heisst  die  eine  Reihe:  Punkt, 
doppolte  Nagelbreite,  Uandilächenbreite;  die  anxlcre  Reihe:  Punkt,  dop- 
pelte Daumenbreite,  Sa.  Die  Addition  ergiebt:  Doppelpunkt,  70  Punkte, 
Kalamus.  Es  hängt  also  unsere  Vermuthung  wesentlich  davon  ab,  ob  70 
Punkte  eine  Königselle  bilden.  Das  ist  aber  leider  nicht  der  Fall,  vielmehr 
ist  die  Königselle  700  Punkte  lang,  und  wenn  es  nicht  gelingt,  ihren  zehn- 
ten Theil  als  Maass  nachzuweisen,  schwebt  auch  unser  zweiter  Erklärungs- 
versuch haltlos  in  der  Luft.  Bei  solchen  Ausnahmefällen  kann  man  nämlich 
nicht  behutsam  genug  sein  und  darf  ganz  besonders  niemals  ein  Maass  als 
zur  Theorie  nothwendig  heraus-,  vielleicht  besser  gesagt  hineinrechnen, 
welches  nicht  ganz  bestimmte  Existenz  besitzt.  Bei  Maassen  dagegen,  die 
in  ein  ganzes  System  von  wohlbekannten  Einheiten  passen,  ist  eine  ao 
strenge  Beschränkung  auf  das  traditionell  Gegebene  nicht  geboten.    .* 


ftber  tritt  für  üie  Aronra  stets  In  dar  oinan  Seitonlüog«  der  Pitotor3?'Ii«rvut 
und  zwingt  aua  %u  der  buliaupteteu  Auuahute  eiues  dieselbe  PrinuwU 
irgeiidwie  zur  Goltnog  briugcudoQ  Iiüugea[iiftAa§ti8,  Wir  beiuoi'keD  fvmor, 
iIbss  uiiter  dieser  VuransseUung  zwnr  selir  ni&nnigfacbo  VorblndutigeD  T«a 
Seiten  zu  oinein  Uecbteukc  vua  dfu  lulialto  der  Arnura  möglicli  siod,  d: 
aber  die  voa  O|)porl  ^-ewäLlte  deu  gioaseu  Vgrsug  besitil,  injedor  Seit« 
aucb  den  Factor  00  zu  eotbultcu,  so  dass  es  von  ihr  aus  leiclit  war.  ^„,  gl^, 
ff\sj!  der  Aronra  zu  bilden,  und  diese  Brucbttieile  mttiiaeu  nacb  aller  Wabr- 
Bcbeinlichkeit  vorgekornmpn  sein. 

Wir  haben  gesagt,  bei  dem  Baupläne  des  Sargon'Hchen  PaUates  spl«la 
.  die  Zabl  37  keine  Rolle.  Der  Gruudriss  jenes  I'alastes  (Taf.  VI,  Flg.  IS) 
bestand  &as  einem  Acbiecke  mit  6  Winkeln  tou  00°  und  2  Wiukelu  von  270' 
üder,  wie  man  dip  Figur  vielleicht  deutlicber  bescbreibt,  aus  zwei  nngli 
oben  Kecbteckeu,  welcbe  mit  der  jeweil  grösfierca  Seite  «oeinaader  slioKsen. 
Das  grössere  Hecbteck  batte  die  Dimensionen  48  und  20,  das  kteinei« 
nud  23,  fiberall  mit  dem  Doppelsa  als  Einbeit,  nud  wirklieb  ist  48.31 
4-36.23  =  2220.  Jene  LSagen  mag  man  aber  additiv  oder  sublracliT  com- 
biniren  wie  man  will,  nie  wird  man  der  Zabl  37  begegnen.  Oppor 
dagegen  der  Zabl  52  =  29-|-23,  d.  b.  der  combinirlen  Tiefe  beider  Hechtedti 
zusammen,  beziebungsweise  der  I'rimzabl  13,  der  ZaUl  der  assyriecltea  GOI 
ter  (S.5&},  als  viertem  Theile  von  62  eine  bervorragende  Rolle  sngwwio*« 
Wir  folgen  ibm  nicbt  in  diesen  Vermutbaogeu,  in  weluLen  uns  der  goUtvolI 
Forsdier,  den  wir  bisher  mit  Vergnügen  begleitet  bnbeii,  seiner  arit)iiB«l 
Bcben  Phantasie  etwas  zuviel  Nacbgiebigkeit  erwieoun  au  babeu  sciieinl 
Wir  meinen,  der  Grundriss  des  Gebäudes  werde  eicb  nacb  dem  xur 
fiigung  stehenden  Gelände  gerichtet  haben,  und  es  werdu  nicht  umgtvkcbi 
erst  ein  Plan  mit  mystischen  Zahleuverhältntssen  aufgezeltbnet  uod  w 
diesem  Plane  der  Bauplatz  gesucht  worden  sein,  wie  wir  anueltmen  i 
len,  wenn  Oppert  hier  das  Richtige  getroffen  hätte. 

Die  Aronra  war  also  einFUcbenmaass,  aber  nicht  sie  allein.  Oppar 
nimmt  (S.  öO)  noch  andere  Flächenmaasse  an,  welche  aus  den  dem  Sexa 
geaimalsystem  nngoborigcn  Längen  sich  ableiten.  Die  Quadratru  tb«  li 
ein  solches,  deren  Seite  also  1  Rnthe  =  ß  Sa  war.  Ihr  Ilaudertfacboii 
Qnadratstadion,  kommt  gleichfalls  vor.  Ein  anderes  tSystem  geht  voi 
6  Quadralrnlhen  als  Kiubeit  aus,  deren  Soss,  Ner  und  Sar,  d,  h.  «ls< 
3000nnd2ieOOQuadrBtrutben  wiederum  existiren.  Wir  unterlassen  nicbt,  dai 
auf  aufmerksam  zu  machen,  dass  fast  alle  diese  letzteren  KIJtcbcDma«»« 
nur  in  Gestalt  von  Rechtecken ,  nicbt  mit  Quadraten  mit  rationalen  Seit« 
möglich  sind. 

Die  Ranmmaaase  bilden  einen  dritten  Abschnitt  von  Oppert'a  Unlei 
Bncbungen  (S.  M  — 68).  Das  gegenseitige  VerhallDtss  der  einzelnen  Uaa« 
acheint  hier  ans  hebrSischen  Analogien  ziemlich  gesichert.  B>  war  tii 
Dotbwendig,  die  Seite  eines  einzigen  dieser  cubischen  GefSsso  zu  «nattteli 


anf  bekanntem  liadeu  zu  steboa,  nad  tlicEe  Keuatiiistt  besitzt  msin  gleich- 
falb  Kchaa  geraamo  Zeit.  Mau  uabm  achon  lange  an,  das  Bat h  oder  EpUft 
Bei  der  Cabua  der  Uatbellu,  Auch  Oppert  siebt  iu  diiiuem  UoliUnaasse  den 
Würfel  mit  der  Seite  U  and  bostätigt  diese  Auaicbt  durcb  Angaben  bibliscber 
und  piofauer  ScLriftstelk-r  Über  das  oberoe  Meer  aus  dem  Tempel  Solotnon'a. 
Wir  kommou  oacbbcr  nuf  dicsü  Rechnung  zurück  uud  wciiden  uns  zuvor 
tiur  noch  mit  wenigen  Worten  zu  den  Gewichleo. 

Ihnen  ist  der  vierte  und  letzte  Abschnitt  der  uns  vorliegenden  Abband- 
luDg  (S.  130  —■  W)  gewidmet.  Die  Bestimmung  alter  Gewichte  ist  stets  von 
grossen  Schwierigkeiten  begleitet.  Wenn  aus  irgeudwolohen  Scbririijuelleu 
eine  Länge,  eine  Ftäcbe  angegeben  ist,  so  besitzen  wir  heute  wenn  nicht 
roebivdas  gemessene  Object  selbst,  doch  vielleicht  dessen  Trümmer,  und  wir 
bftbou  geaehen,  wie  eine  geistreiche  Diviustion  solche  Trümmer  zu  benutzen 
veiBteht.  Ganz  anders  bei  Gewichten.  Zwar  sind  uns  hier  in  gar  uicht  sel- 
tenen Fällen  alte  Gewichte  erhalten,  auch  aus  der  hier  in  Betracht  kom- 
menden allsssyriscbeu  Zeit;  aber  bedenken  wir  die  Feinheit  der  Technik, 
welche  nötfaig  war,  damit  jene  Gewichte  überhaupt  jemals  ihrem  Nomiaal- 
wartlio  genau  entsprachen,  rechnen  wir  dftKU  die  cbciuiacbeo  tünfliisso,  wel- 
chen die  Gewiclite  durch  Jahrtausonde  unterworfen  waren  uud  welche, 
wenn  sie  auch  die  Form  weniger  heeinUusatou ,  gerade  das  am  meisten  ver* 
änderten,  was  man  vor  Allem  unberührt  wünschen  möchte:  seine  Substanz, 
Böine  Dichtigkeit  und  ilaniit  sein  Gewicht,  so  wird  es  orklMich,  wie  hier 
noch  immer  ein  gewisses  Dunkel  über  der  LSsung  des  Kfithsols  schwebt. 
Weuigateus  ist  der  Matliematiker  als  solcher  kaum  in  der  Lage,  die  auf- 
gestellten Vermuthungcn  zu  prüfen,  zu  bestätigen  oder  zu  widerlegen,  und 
somit  haben  wir  den  Schluss  unserer  Besprechung  im  engem  Sinne  des 
Wortes  erreicht. 

Wir  stellen  nur  noch  die  eine  Frage,  welche  freilich  für  uns  fast  die 
groHsle  Wichtigkeit  besitzt,  die  Frage:  Was  gehl  aus  der  Oppert'scbea 
Abhandluug  uumittelbar  oder  mittelbar  für  die  Mathematik  der  Assyrer  her- 
vor? wobei  wir  diesen  Völkornauien  nicht  iu  ethnographisch  bestimnitem 
Sinne  fassen,  sondern  allgemein  uolche  Verfasser  meinen,  deren  Literatur 
in  den  Zeichen  der  Keilschrift  etbaltea  ist. 

Wir  haben  am  Aufange  dieser  Besprechung  schon  die  Zahleubedeutua^ 
der  Wutler  Soss,  Ner,  Sar  hervorgehoben.  Wir  müssen  hier  noch  nkher 
nnf  diesen  Gegenstand  eingehen.  Braadis*  hat  gezeigt,  dRssIIiucks 
der  Erste  war,  der  die  Anwendung  des  Sexagesimaisi^stenis  bei  den  Keil- 


*  J.  Brandis,  naa  Münx-,  Musa-  und  G<wiuht«weaeii  in  Vorderesien  bla  auf 
Aleianderdeu  Grasnen.  Berlin  1860.  Die  Untersocbungcn  von  niueke  S.  5(i:>,  von 
Bawlinson  B.  S)  Brundis'  eigene  Auaichieu  S.  9uad  Ib.  Von  uialhematijioh.hiBto- 
rj*cher  Seile  iat  ttaa  Iliii:h  vuu  Brandia  znsril  im  Druck  7erw«rthct  duroL  Hnnbel, 
Kor  GascUichte  der  Malbemitlili,  S.  40  uod  U7. 
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scliriftvölkeni  «nidcckte.     Bine  astronnmiscliä  Tsfel  enlliielt  diesvilb«, 
welclicr  der  beleuchtete  Theil  des  Mondes  flirjeileii  der  ISMon&UUgo  v 
begionenden  MoDdscIieiuo  bis  eum  Vollraonde  angegoben  ist.     In  mo^emed 
Zaiileu  geBchriebeti,  sind  vod  den  240  Tbeilen  dar  gnnseu  Mondacfaeibo  dfl| 
Heiho  nach  beleachtct: 

&  ,  tO  .20  ,40  ,  I  20,  I  SO,  )  »,  2  8, 
2  7t,  2  40.  2  50,  3  12,  3  28,  3  44,  4. 
Hiecka  erkannte,  dnse  die  vereineelt  nach  links  gerllckteii  ZifTem  1,2,3,4 
stets  Seclixiger  bedeuten,  dnss  die  beleucbtelen  Thnile  sn  den  Alnr  eralnn 
Tagen  eine  geom  o  triscbo  Reibe  mit  dem  Exponenten  3,  von  da  au  «mo 
arithinetisohe  Reihe  mit  d^r  Ditl'erena  10  bildeo.  Rnwiinaon  ver- 
vullstHnrligte  diu  von  llincks  begonnene  Entdeckung  unabhüngig  voD-d«m- 
selben.  Ihm  verdankt  mno  die  KunntninB  und  E^ntviffernng  einer  Ta 
dorQitadrale  sämmllither  aofeinanderrolgend  er  Z  ahlen  ' 
1  bis  00,  alle  uiilor  Bonatzung  des  Sexngesimaifj'sleme  geschrieben,  s.  I 

54  »  Quadrat  57, 
welches  bedeutet  54.00  +  ft(=  324t))  =  57*.  Ihm  verdankt  mau  die  WSrl« 
.Sofia,  Sar  in  ihrer  ZHhIeubedeutiing.  An  diese  Entdeckung  scbliesst  begrifflich 
wieder  eine  weitere  sich  an,  welche,  wenn  wir  Ojiijert  (S.  21)  richtig  ver- 
stoben,  das  Verdienst  von  George  Smith  ist.  Auf  dem  Täfelcheu  von 
Senkereh,  wekhes  auf  der  einen  Seite  eine  vergleichende  Maasstabelk 
«eigt,  von  welcher  ans  in  Verbindung  mit  dorn  Umfange  von  Kborssb« 
Oppcrt  die  Längenmaaase  «rschtoss,  findet  sich  auf  der  Riichsoit«  »im 
mathematisch  noch  viel  merkwürdigere  Tabelle:  die  Knbikzablen,  wntobi 
auf  dem  Fragmente,  das  leider  allein  erbalten  ist,  bis  zu 

9         8         8        Kuhns  32, 

d.  h.  0.U0'+6.ö0  +  8(=327e8)=32'  reicht  (S.23),  ohne  die  uaheliegendi 
Vermutbung  zur  Gewissbeit  zu  erheben,   auch  diese  Tabelle  werde  sich 
Hbniich    wie    die  der  Quadrate,   bis  sur  Poleoverbebung  vnn  fiO  erstrMU 
haben.     Noch   ohne  Kenntniss  der  Kubustafel   hat  Brandts    mit  gresaer 
HcbHrre  die  von  jeder  chronologischen  Nebenbedeutung  entkleidete  Zalilen- 
■•igenschart  der  Wörter  Soss   und  Sar  hervorgehoben,    bat  die  Stell«  <1m 
UesychioH  anfgefnnden,  in  welcher  ausdrücklich  deRnirt  wird:  £aifös'ai}tt 
fio;  Ti;  Tctxda  Baßv\avtois,  bat  ancb  darauf  hingewiesen,  dass  das  & 
malsystem  nicht  bei  Einern,  Sossen  und  Saren  sieben  eu  bleiben  genäth^ 
war,  sondern  nach  aiifwilrts  noch  höhere  Einheiten  60*,  flO*  u.  s.  w. 
abwärla  Sexageaimalbrüche  gestattete,  welche  letRtere  ebonsowibl  in  Kell 
Inschriften  nachgewiesen  sind,  als  sie  seit  der  Milte  des  II.  Jahrb.  v.  Clii 
vielleicht  durch  Hipparch  in  Griechenland  sich  einbürgerten. 
dar  d»H  Verdienst  von  Brandis  um  das  Verstftndniss  den  gnnsen  Gegen 
pdes  etwas  zu  gering  su  veranscblngcn  scheint,  hat  als  ErgSniung  uod 

n  Zahleubegriff  des  Wortes  Ner  gesichert,  welches  nicht  bloSi ' 
lljDge  meinte,  in  Verbindung  mit  Jahr  eioo  Zeitperiode  rouOOO  J^ 
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bedentet,  sondern  ebenso,  wie  wir  früher  sahen,  als  ein  Ncr  von  Sa  in 
Gebrauch  ist,  ebenso  von  Gewichton  gilt:  ein  Nor  von  Talenten,  ebenso  von 
Menschen,  wie  der  Titel  eines  Befehlshabers  des  Ner  des  Landes,  d.  b.  eines 
Hauptmannes  über  600  Leute  (oder  vielleicht  Herr  über  600  Flächeneinhei- 
ten?) verbürgt  (S.  7  und  9).  Ebendazu  stimmt  auch  der  Uobergang  des  Ner 
xU  den  Römern  als  scxcenli  =  sehr  viel,  auf  welcher  wir  schon  vor  zwölf 
Jahren  in  einer  von  Assyrologen  leicht  begreiflicher  Weise  unbeachtet 
gebliebenen  Notiz  aufmerksam  gemacht  haben*. 

An  der  Zahleneigcnschaft  der  drei  Wörter  Soss,  Ner,  Sar  ist  also  nicht 
zu  zweifeln,  und  zwar  in  dem  »Sinne,  den  wir  früher  hervorhoben,  dass  die* 
selben  zur  zusammenfassenden  Bezeichnung  einer  Anzahl  von  Gegenstän- 
den, dann,  wie  wir  jetzt  gelernt  haben,  zum  Rechnen  benutzt  wurden, 
während  neben  ihnen  die  allgemeinere  Zahlenbozeichuung  einherlief,  welche 
das  dekadische  System  in  ziemlich  consequenter  Weise  festhielt**.  Ob  bis- 
her eine  Zahlenangabe  gefunden  worden  ist,  in  welcher  alle  drei  Wörter 
Soss,  Ner  und  Sar  vorkommen,  ist  uns  unbekannt.  Opport  führt  in  der 
uns  vorliegenden  Abhandlung  kein  solches  Beispiel  an.  Wir  selbst,  ohne 
jegliche  Kenntniss  von  Keiltexten,  möchten  an  ein  eigenthumliches  gemein- 
sames Auftreten  von  Soss,  Hundert  und  Ner  in  einer  verwandten  Literatur 
hinweisen.  Wir  meioon  Genesis  6,  15,  wo  die  Vorschrift  zum  Bau  der  Arche 
Noah*8  in  die  Worte  gekleidet  ist:  „300  Ellen  sei  die  Länge,  50  Ellen  die 
Weite  und  80  Ellen  die  Höhe.**  Nun  haben  wir  oben  gesehen,  dass  nicht  die 
Elle,  sondern  die  Halbelle  U  die  eigentliche  Einheit  ist;  alle  Zahlen  sind 
darum  zu  verdoppeln  und  sofort  erscheinen  die  von  uns  angekündigten  Ein- 
heiten höherer  Art.  Wir  wissen  nicht,  ob  diese  Stelle  schon  nach  dieser 
Richtung  geprüft  worden  ist,  wir  wissen  noch  weniger,  ob  in  der  babyloni- 
schen Sttndfluthserzählung  die  gleichen  Zahlen  auftreten ;  wir  machen  nur 
diese  Bemerkung,  um  Sachverständige  zur  Beachtung  dieses  Umstandes 
aniuregen. 

Bei  den  Maassen,  und  besonders  bei  den  Längenuiaasscn  treten  ver- 
schiedene Systeme  von  nach  Potenzen  von  60  fortschreitenden  Reihen  auf, 
welche  sich  zwischen  einander  einschieben.  Allerdings  erscheinen  dabei 
mitunter  Verdoppelungen,  einmal  eine  Halbirung  einer  bei  Oppert  uns 
bekannt  gewordenen  Länge;  allerdings  sind  die  Einer  auch  noch  mit  dem 
Coef^cienten  6  versehen,  doch  wollen  wir  dieser  Mängel  ungeachtet  um- 
stehend eine  kleine  Tabelle  einschalten,  welche  vielleicht  deutlicher,  als 
dieses  in  der  Darstellung  Oppert*s  möglich  ist,  den  Zusammenhang  der 
Maasse  veranschaulicht. 

Selbstverständlich  wollen  wir  mit  unseren  Bezeichnungen  nicht  den 
Begriff  verbunden  wissen,  auch  den  Keilschriftvölkern  sei  Einheit  gewesen, 


*  Math.  Beitr.  s.  Ctilturl.  d.  Völker.    Halle  1868.    tLMI 
**  Math.  Bcitr.  s.  Culturl.  d.  Völker.   Hal^ 
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was  wir  als  solche  darstellen.  Wissen  wir  doch ,  dass  der  Sa  eine  Einheit, 
das  Stadion  sein  Soss  war,  dass  also  sicherlich  die  doppelte  Daumenbreite 
als  ^  Sa,  der  Punkt  als  ■^jfjfjf  Sa  aufzufassen  ist,  und  ähnlich  mag  es  in  den 
anderen  Systemen  sich  verhalten  haben. 


60*. 

60>. 

60«. 

60. 

1. 

lü. 

1  Nagelbr. 

iHaarbr. 

1  DckastaxlioD. 

1  Plethron. 

1  -Elle  (=  2  U). 

2  Nagelbr. 

2  Haarbr. 

1  ParasaDgc. 

{  Stadion. 

1  Kanu. 

1  Daumenbr. 

6  Haarbr.  (= 

:  i  Punkt). 

1  SchoinioD. 

1  Stadion. 

1  Sa. 

2  Daumenbr. 

t  Punkt 

1  Ruthe. 

1  FUBS. 

6  Punkte. 

Dessenungeachtet  können  wir  uns  nicht  enthalten,  auf  einen  eigenthüm- 
liehen ,  wenn  auch  vielleicht  durchaus  zufälligen  Umstand  hinzuweisen. 
Wir  haben  in  den  drei  vollständigeren  Systemen  unserer  kleinen  Tabelle 
Einheiten  von  fünf  aufeinanderfolgenden  Rangordnungen  vor  uns,  den  deka- 
dischen Rangordnungen  der  Einer,  Zehner,  Hunderter,  Tausender,  Zehn- 
tausender entsprechend.  Wir  haben  aber  früher  einmal  *  auf  Bibelstellen 
hingewiesen,  welche,  unter  dem  Einflüsse  des  babylonischen  Exils  entstan- 
den, eine  Beschränkung  des  einfachen  Zahlenbegriffes  mit  der  Ordnung  der 
Zehntausender  sehr  wahrscheinlich  machen.  Wir  meinen  Buch  Daniel  7, 10: 
„Tausend  mal  tausend  dieneten  ihm  und  Zehntausend  mal  zehntausend  stau- 
den  vor  ihm;*^  Buch  Samuel  I,  18,7:  „Saul  hat  Tausend  geschlagen,  David 
aber  Zehntausend/*  und  Psalm  68,  18 :  „Der  Wagen  Gottes  ist  zehntaasend 
mal  tausend."** 

Eine  höchst  interessante  Frage  geht  dahin ,  wie  man  diTzu  gekommen 
sein  mag,  zwischen  dem  Soss  und  Sar  noch  ein  Ner  zu  erfinden?  Da  nnsors 
Wissens  diese  Frage  noch  nie  gestellt  wurde,  so  darf  ein  Versuch  der  Be- 
antwortung wohl  auch  dann  auf  Entschuldigung  hoffen,  wenn  man  ihn  nicht 


*  Math.  Beitr.  z.  Culturl.  d.  Völker,  S.  30  u.  148. 
**  Die  höchst  auffallende  Form  der  Vervielfachung  der  kleinern  Einheit  durch 
den  grossem  Coefficienten  hat  sehr  späte  Nachahmungen  erfahren.  So  heisst  es  in 
Milton's  Paratiis e  tost  y,  588:  Ten  thousand  thousand  ensigm  high  advanced,  und  F/, 
768:  Jtlended  tt^iih  ten  thousand  thousand  sainis,  und  Wieland  lilsst  in  seinem  I.  GÖU 
tergespräche  Jupiter  zu  Herkules  sagen :  ,,Und  doch  war  dieses  nämliche  Königreich 
Thespia  vielleicht  ein  zehntausendmal  tausendmal  grösserer  Theil  vom  Erdboden,  als 
der  Plauetenkreis,  den  ich  regiere,  von  dem  Ganzen  ist,  welches  wir  in  unserer  Qöt- 
tersprachc  die  Welt  nennen.**  Bezüglich  der  Beschränkung  des  einfachen  Zahlen- 
begriffes  bei  10000  wollen  wir  nicht  unterlassen,  auch  auf  eine  unserer  Ansicht  ent- 
gegenstehende Bibelstelle  aufmerksam  zu  machen.  I«Chronik  23,  14:  „Siehe  ich  habe 

in  weiner iirmuth  verschafTt  zum  Uaxxae  ^«a  Wqtidl Vvu.ude rttausend  Centner  Gel* 

dma  aad  Uosteod  mal  tausend  CenineT  ^\\\>«tft«^^ 
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anoefambar  finden  sollte.  Wir  wiederholen  nur  unsere  langjfthrige  These, 
wenn  wir  für  alle  Völker  des  Alterthums,  namentlich  aber  für  das  Ilandels- 
volk  der  Babjrlonier,  Rechenbretter  in  Anspruch  nehmen ,  auf  welchen  mit 
festen  oder  losen  Marken  —  auf  diesen  sonst  wesentlichen  Unterschied 
kommt  es  uns  gegenwärtig  nicht  an  —  gerechnet  wurde.  Ja  wir  glauben 
sogar,  dass  dieses  Rechenbrett,  der  spätere  Abacus,  von  Babylon  ans  seine 
Wanderangen  nach  Osten  wie  nacli  Westen  antrat.  Der  Abacus  muss  sich 
dem  herrschenden  Zahlensystem  angeschlossen  haben,  und  wo  es  zwei  Zah- 
lensyateme  gab,  ein  Decimal-  und  ein  Sexagesimalsystem,  müssen  auch  zwei 
Bretter  existirt  haben,  oder  es  muss  auf  demselben  Brette,  nur  mit  Hilfe  von 
mehr  oder  weniger  Marken,  die  Rechnung  möglich  gewesen  sein.  Der  Aba* 
eas  des  Decimalsystems  forderte  für  jede  Rangordnung  höchstens  0  Marken, 
derjenige  des  SexagesimalHystems  59  Marken.  Mit  einer  solchen  Anzahl 
war  instrumental  nicht  zu  rechnen.  Alle  Uebersichtlichkeit  ging  dabei  ver- 
loren,, wenn  nicht  innerhalb  des  Abacus  das  Decimalsystem  selbst  wieder 
KU  Hilfe  gelogen  wurde.  Das  hatte  aber  keine  Schwierigkeit.  Wir  haben 
nus  nur  in  jeder  Columne  oder  an  jedem  Drahte  des  Rechenbrettes  zwei 
Abtbeilungen,  eine  obere  und  eine  untere,  zu  denken.  Jene  ist  für  die  Einer, 
diese  für  die  Zehner  der  betreflenden  Ordnung  bestimmt;  jene  bedurfte  zur 
Beieichnnng  aller  vorkommenden  Zahlen  9,  diese  5  Marken.  Um  die  obere 
AbtheiluDg  der  ersten  Columne  von  der  untern  zu  unterscheiden,  hatte  man 
die  althergebrachten  Namen  der  Kincr  und  Zehner.  In  der  folgenden  Co- 
lumne dagegen  war  neben  dem  Namen  »Soss  für  jede  Marke  der  oberu  Ab- 
theilang  ein  zweiter  Name  für  eine  Marke  der  untern  Abtheilung  nothwen- 
dig,  und  au  diesem  Zwecke  entstand  das  Ner.  Freilich  würde  diese  unsere 
Vermnthnng  voraussetzen ,  dass  auch  für  die  untere  Abtheiliing  der  dritten 
Colnmne  ein  Name  existirt  haben  werde,  dem  man  indessen  soviel  seltener 
begegnen  dürfte,  als  in  Rechnungsoperationen  grauer  Vorzeit  die  Zahl  30000 
seltener  vorkam  als  000. 

Neben  den  Sexagesimalbrüchcn  besasscn  die  Koilbchriftvölkcr  auch 
noch  andere.  So  hat  Oppert  (S.  35)  die  Zeichen  und  Namen  von  j,  |,  |, 
f  •  f  vereinigt;  er  durfte  für  nicht-mnthcmatische  Leser  wohl  deutlicher,  als 
er  es  gethan  hat,  hervorheben,  dass  diese  Brüchi*  sämmtliche  aufeinander- , 
folgende  Sechstel  sind.  Auch  in  der  Sargon*schen  Angabe  des  Urafanges 
von  Khorsabad  (S.  0)  liest  Oppert,  wie  wir  am  Anfange  unsers  Berichtes 
sagten,  einen  Bruch:  „3^  Ner",  und  die  gezogenen  Folgerungen  in  ihrer 
sich  gegenseitig  stützenden  Beweiskraft  möchten  wir  als  Bürgen  für  die 
richtige  Lesart  anerkennen.  Trotzdem  fällt  es  schwer  zu  begreifen,  wie  die 
dort  vereinigte  Zeichengruppe  3|  Ner  bedeuten  kann.  Das  Wort  Ner 
besteht  gewöhnlich  aus  zwei  Zeichen  r  und  5,  die  neben  einander  sich 
befinden;  r  ist  einem  aus  4  geneigten  Keilen  gebildeten  anregelmässigcn 
Viereck  ähnlich,  s  besteht  aus  einem  Verticalkeile  und  einem  kleinereni  An 
dessen  rechtes  oberes  Knde  sich  anlehneudeik  wti&  %^t%%'^%iä^TV^^R 


ffifltoriacli  -litentris  l'  1 

Gelehrten  der  verschioilensteii  Facbricbtung.    Znuiclist  » ir»i  es  »ich  fi 
flb  noch  anderweitige  Sparen  des  Werlies  b  =  3  gefunden  werden  köoi 
nnd  ob  diese  nach  Babylon  als  Wiege  binvorweisenV 

Wir  heben  eimge  siemlicb  nnbekannle  Thatsacbon  in  dieser  B«d«!w 
Lervor.    Erstens  tritt  dio  Annabme  n  =  3  bei  einem  griechiseb« 
Mathematiker  anf,  in  dem  Mit^rjaug  oder  Mensurae  ilberBehriebf 
Bache,  welches  »u  den  beroniachen  Sammlungen  gehört".     Mftg»"o  die  b 
treffenden  Stellen  herrtlhren  von  wem  sie  wollen,  soviel  ist  durch  dleselht 
gesichert,  dnas  wirklich  zn  irgend  einer  Zeit  von  griechisch  »clireiheada 
Geometern  3  als  die  VerhSltnisszahl  des  KreisHmTsoges  «tim  Dorekroe" 
angesehen  wurde.    Zweitens  findet  sich  dieselbe  AnnBbnie«  =  3 
China,  wie  Eil.  Biot  1841  bemerkt  bat.    Man  vetgl.  dessen  Aofwtx:  T 
duetion  et  examen  dun  ändert  ouvrage  chinois  intiluliT  Teheou  Pei.  bUtr^tma 
Sti/le  nu  signnl  dans  une  eirconfrrence  im  Jnnibeft  I84I  des  Journal  MMv" 
trmtieme  Serie.  Tome  XI.  8,  593—830,  wo  sich  S.  B08  in  der  Not»  findet;  " 
texte  caletilf  les  eirconference$  cn  muUipliant  le  diamelre  pnr  Iroit.  »Ihre« 
mnnnigfache  Beispiele  «nf  den  Seiten  6f>B,  609,  «13,628,  625  «nd  g«w  v« 
sugsweise  617  abgedruckt  sind.     Wir  dürfen  vielleicht  hervorhob««,  du 
von  einem  astronomischen  Werke  die  Rede  ist  nnd  dass,  wie  Prof.  A.Webe 
in  den  Monataberichten  der  Berliner  Akademie  vom   10.  April  I«W  S.  1 
gezeigt  bat,    die  chinesische  Astronomie  unabweisbare  VerbiDdaaC«  * 
Babylon  darbietet.    Wir  dUrfen  weiter  daran  erinnern,  da»«  wir  ttt  m»« 
Mathem.  Beitr.  i.  Cultnrl.  d.  Völker.  S.  101  «gg.,  noch  andere  in  Chi"  • 
in  Griechenland  annietende,  mulhmasslicb  von  einander  abhängige  ^Mu 
Spielereien  erwähnt  Imbcn,  für  welche  wir  ein  verbindendes  MitlelgHcd* 
Babj'lon  annahmen,  ohne  nna  darüber  ansEnsprechen,  ob  dort  din  gew^l 
samo  Heimalb  oder  nnr  eine  Zwiscbenstation  zu  suchen  sei;  lanter  V« 
'miitbnngen,  welche  sich  gegenseitig  ergänzen  nnd  stüluen. 

Eine  letzte  Bemerknng  verdanken  wir  awei  verehrten  Cnllegen. 
Herren  Prof.  Fuchs  nnd  Lefmann,  deren  Einer  sie  als  Reminiscciw  « 
fälliger  Unterhnltung  mit  einem  Schriftgelebrten  im  GedHchlnisB  bewah 
bntte,  deren  Anderer  die  grosse  GUte  batle,  die  Stelle  Kclbst  nach  nnierl 
Andeninngen  anfzuBuchen  und  für  uns  cu  llbersetKen.  In  dem  bahylnn 
sehen  Talmude,  und  »war  in  dem  Sueeha  überschriebencn  Th«ile,  w« 
eher  von  der  Einrichtung  nnd  Gestalt  der  LaabhUlte  handelt,  fei.  1  p 
nKwlich  die  Grösse  besprochen ,  welche  eine  in  Ofenfonn  (oder  lo  Thnm 
form)  gebaute  Snccha,  d.  b.  LanbhUite,  haben  soll;  34  im  Umkreis  auf  B  t 
DnrcbniesBcr,  so  lautet  die  Vorschrift,  welche  begrändet  wird  mit  denWq 
ten :  „jedes  Kreisrund ,  das  im  Umfange  3  .Spannen  hat ,  hat  in  der  lirH 
I  Spanne"  nnd  mit  dem  Hinweis  auf  die  von  uns  abgedruckte  Sl«)le  (' 
Chronik.     Uaun  folgen  noch  weitere  sehr  »uhwer  vcistSndliche  Ansein 


eclireibung  nngiebtj  die  VeräoderDng  von  2000  in  3000  beruL«<  auf  Ipicbt 
hifirlichci  VerwecbslaDg  zweier  Buclistsbeu:  2000  wird  aämlicli  ilurcli  den 
it  zwei  Puuktca  bedeckten  Buebstabeu  Beth  geacbrieben,  nod  fallen  die 
Rcbrirtztige  einigermaascu  klein  ans,  so  kann  der  Buclistabe  aebr  leicht  für 
«in  Giniinel  angeseben  nnd  als  3000  gelesen  werden.  Oppert  folgt  gleicli- 
falU  dieser  Ansicht  und  nimmt  von  Jneepbas  nnr  die.  halbkugelfürmigo 
Geatalt  des  ehernen  Meeres  an.  Ui-r  Inbnit  der  Halbkugel,  ^nr*,  ist  als- 
dann bei  öKU«n  Ualbmesaer  =  |.3,l415»26.b'  =  2ei,a  KubikelleD*  =  Z0g4,4 
Kubikbnlbellen  oder  Kublk-Ü  (S.  &S).  Das  stimmt  nahe  genug  mit  den 
SOOO  Balb  der  einen  bibliscijen  Angabe  iiberein,  iim  sie  selbst  und  zugleich 
die  altrabbinische  Behauptung  su  reubi fertigen,  das  Batb  sei  ein  knbiai:he« 
UohlmaaaB  von  der  Seile  U  gewesen. 

Die  Recbnung,  sowie  die  Folgerung,  welche  Oppert  daraus  zieht, 
erscheinen  anaufecbtbar.  Wenn  wir  noch  einen  Znsatz  beifügen,  so  ist  es 
der,  dasa  wir  glanben,  dieselbeu  Zahlen  noch  etwas  anders  verwertben  zu 
können  unter  BerUcksicbtigang  der  Angabe  Über  den  Umfang  des  ehernen 
Meeres,  welche  Oppert  als  für  seine  Zwecke  böcbat  gleichgiltig  nnboacb- 
tct  lassen  dnrfte.  Wir  wollen  nHmlich  Jt  als  die  Unbekannte  der  beiden 
durch  den  Bibeltext  gegebenen  Gleichungen  2jtr  =  dO  nnd  1^^  =  2000 
betrachten.  In  der  ersten  ist  r=ö  und  darans  n  =  3.  lo  der  zweiten  sind, 
wie  wir  gesehen  haben ,  die  aüOO  nicht  Knbikellcn,  sundern  Kubikbalbellon, 
demniich  mnas  hier  r  =  10  gesetzt  werden,  nnd  wieder  erscheint  n  =  i\ 

An  sieb  ist  nun  freilich  nicht  untnüglich,  dass  ein  neckiscber  Zufall 
hier  sein  Spiel  hatte.  Unsere  Testesslellc  giebt  »n  verstehen,  der  Umfang 
des  Beckens  sei  mit  HÜfe  einer  Schnur  wirklich  gemessen  worden.  Auch 
den  Inhalt  könnte  man  thatsSchücb  durch  Einfilllen  von  Flüssigkeit  aus 
kleineren  Gefässen  von  bekannter  Fassungskraft  gefunden  und  alsdann  die 
beiden  überlieferten  Zshlen  abgorumiet  haben.  Allein  wenn  auch  nicht  im-' 
inüglicb,  HO  bliebe  es  immer  eine  übernus  auffallende  Erscheinung,  daas 
zwei  Versnclien  entstnmmende  Zahlen,  durch  Messungen  ganz  verschiede- 
ner Oattnng  erhatten,  jede  für  sich  abgerundet,  genau  denselben  gleichfalls 
runden  Werth  von  n  ergeben  haben  sollten.  So  gewinnt  die  Vermuthung 
an  Wahrscheinlichkeit,  die  Ver  h  AI  tuisszn  hl  n  =  3  habe  altorien- 
taliacher  Hesskunde  angehört.  Ist  dem  aber  so,  und  ist  diese  Zahl 
so  alt  wie  Chronik  und  Bncb  der  Konige,  dann  müssen  wir  mit  Nothwen- 
digkcit  für  eben  jene  Zeit  und  Gegend  die  Kenntniss  der  Formeln 
7nr  für  den  Kreisnmfang,  ^jirTürden  Kngelinhaltin  Änsiirrtch 
nehmen.    Dazu  zwingen  uns  alle  Folgerungen. 

Dieser  für  die  Geschichte  der  ältesten  Mathematik  hoehwichtige  erste 
Einblick  in  eine  babylonische  Geometrie  neben  einer  woblverbUrglen  haby 
Ionischen  Arithmetik  verdient,  wie  an«  scheint,  die  Aufmerksamkeit  von 


•  »Bi  Oppcrl  irrtliilinlipli  Q-Tniirntpli*. 


Historisch  -titerarisclio  Abtlieiloiig. 

MerkwUrdigerweige  wnrde  von  anderer  Seite  der  graphtBehen  SUt3 
gerade  das  Gegentbeil  vorgeworfen.  Herr  ProfeBSor  Mohr  hegt  die  Ad 
sieht:  ,,die  interflssanten  atid  för  die  Prnxis  branchliRren  Resoltate,  wekirt 
die  graphische  Statik  enthalt,  wtirden  bereits  allgemeio  Eingang  gofandei 
haben ,  wenn  nicht  der  gelehrte  Apparat  der  neueren  Ge 
riele  fngenieure  vom  Studinm  dieses  Gegenstandes  abgeschreckt  bStte''^ 
{Zeitflchr.  d.  Arch.-  u.  Ing.-Vereins  zu  Hannover  I8«8,  8.  10).  Man  darf 
vohl  erwarten,  dass  die  Meinong,  es  sei  Tür  technische  Uoeliecbttlea  ab 
gelehrter  Apparat  zn  betrachten,  was  nnn  schon  in  Realschulen  e 
geführt  ta  werden  beginnt,  keine  weitere  Verbreitnng  erlange.  Als  im  Jahre 
1871  in  Italien  das  Ministerinm  eine  radicale  Refurtn  der  technischen  Roch- 
scfaulen  berieth,  wurde  die  nenere  Geometrie  ohne  Kedenken  in  die  Stndivn- 
plBne  des  zweiten  Pnrsus  eingeführt  {Ordinamenio  degii  httUuH  tetniei, 
Firente,  Tip.  Claudiana,  1871,  oder  Favaro  a.  a.  O.  8.57).  So  weit  sind  « 
freilich  noch  nicht. 

Diejenigen,  welche  sich  gegen  die  nenere  Oeometrie  ansapreehcn,  mj 
überhanpt  dafür,  „den  Vorrath  von  vissenschaftlichen  tlilfsmilteln,  wpleh«a 
jeder  Techniker  nothwendig  sich  anzueignen  bat,  auf  das  eqISh 
Minimnni  zu  beschrltnken"  (siehe  die  Literarische  Revne  von  Mohr  toi 
„Civilingenieur"  lö75,  8.  32.  worin  auch  mehrere  missveralünilikbe  AviTaa- 
songen  aus  der  Ahhandlnng  „Die  graphische  Statik",  Jahrg.  1874  der  Zeit- 
schrift f.  Math.  u.  I'hys.,  vorgetragen  werden).  Wir  halten  die  Trndent  fa 
richtiger,  in  Bezug  anf  wissenschaftliche  Hilfsmittel  nach  dum  znllaRige 
Maximum  zu  traclitcn.  Allerdings  könnten  |sich  , hierdurch  einig«  Hia< 
bnlUhigte  abschrecken  lassen;  aber  wäre  dies  ein  so  grosses  Dnglflck? 

Jeder  Ingenieur  hat  wohl  die  Erfahrung  gemacht,  dasa  die  pntktiscbei 
Fücher,  welche  er  am  Fotylecbnikum  härte,  ihm  verhitttnissniaastg  »■ 
wenigsten  gentitzt  haben;  Mangel  an  wissenBchaftlicher  AnsbiMniig  ab« 
tSsst  sich  nach  dem  Verlassen  der  Schulen  nicht  leicht  nachhulnn. 
praktischen  Kenntnisse  kommen ,  wo  Bildung  vorhanden,  mit  dvr  Praxil 
grösstentheÜB  von  selbst,  und  ein  Ingenieur  mit  gehörigen  wissenscbafUJcbei 
Hilfsmitteln  hat  seine  praktischen  Collegen  bald  flberflQgolt.  Ea  ist  dM 
Mangel  an  mathematischen  Kenntnissen,  welcher  die  „alten  Praktiker"  ent* 
stehen  iHsst,  die  bekanntlich  nach  dem  Gefühl  construirHn  und  gana  gnoBS 
wissen  warnm. 

Wir  sind  weit  davon  entfernt,  tnit  diesen  Bemerkungen  flJr  die  gra- 
phische Statik  ausschliesslich  plaidiren  zu  wollen,  Referent  bedient  sieh 
sogar  bei  «einen  Dnicrsnchnngen  mit  Vorliebe  analytischer  Hilfsmittel.  Ab«f 
dafOr  rallsBen  wir  uns  orkISren,  dass  dt\r  Studirende  nicht  nur  nach  Kecep- 
trn  nrbeitent  sondern  wenigstens  anf  einem  \^ego  selbstständig  vorgnhoi 
lerne.  Hierzu  reichen  dann  eine  Ansabl  specieller  Lösungen  niel 
es  inilsgen  nmfatisende  malhemalische  Grundlagen  vorhanden  «ein,  and  dies« 
können  nur  durch  recht  häufigen  Gebrauch  befestigt  werden.  —  Q« 


muBB  es  auch  Mittel  gobeo,  sieb  die  eiufacheren  CoQBtrnctioDon  der  graphi' 
BcheD  Statik  niÖglicbBt  scbiiell  auzaeiguen,  gewiss  sind  auch  auf  aualyli' 
Beben  UolersDcbungt^D  berubende  grapbiBchu  Methoden  berocbtigt,  g«wisa 
haben  auch  Lcbrlücbor  der  graphischen  Statik  ohne  neuere  Geometrie 
Zweck;  aber  andereraeitti  ist  es  doch  ebeosn  anmotivirt,  als  frncbtloi 
graphiHcben  Statik  das  Recht  abzusprechen  (wie  es  geschehen  ist],  sich  als 
■elbatständige  Discipün  za  entwickeln,  Alles  von  ihrem  Standpunkte  and 
auf  eyatematischa  Weise  in  AugrifT  zu  sehmen,  selbst  wenn  es  nicht  gerade 
praktisch  nothwendig  ist.  Hat  doch  Niemand  dies  Recht  der  darstellendei 
Geometrie  abgesprochen,  die  Jn  violer  Beziehung  ähnlich  gestellt  iat  wie 
die  graphische  Statik.  Wir  könueti  hier  viele  Worte  sparen  und  einfach 
auf  die  Vorrede  zu  „Fiedler,  Die  darstellende  Geometrie.  Leipzig, 
Tenhoer,  1871"  verweieen.  Das  meiste  dort  Gesagte  gilt  direct  auch  fUr 
die  graphische  Statik.  Uebrigens  kann  die  Cuncurrenz  der  verschiedenen 
Methuden  der 'Ingenieurmecbauik  unr  Nutzen  bringen;  dem  praktischen 
Ingenieur  steht  es  frei,  welche  der  ersteren  er  im  gegebeneu  Falle  verwau' 
den  will.  Niemand  denkt  daran,  ihm  Beschrttukungen  aufzuerlegen. 

Nach  allem  Gesagten  gereicht  es  uns  zur  Freude,  von  vornherein 
berichteu  zu  können,  dass  die  zweite  AufUge  der  graphischen  Statik  nichl 
nur  auf  keiner  tiefereu,  sondern  entschieden  auf  einer  höheren  Wissenschaft' 
liehen  Stufe  steht  wie  die  erste.  Nicht  allein  ist  die  Geometrie  der  Lage 
mehr  verwendet  wurden,  sondern  es  hat  auch  Culmaan  den  graphisch* 
LäBUugen  analytische,  grosseutheils  mitteU  neuerer  analytischer  Geometrie 
arbaltene  beigefügt.  Hierdurch  ist  vor  Allem  erreicht,  dass  auch  die  al 
gemein -metrischen  Beziehungen  hervortreten  und  bebandelt  werden  kon: 
len.  Da  uun  die  neuere  snalytit>che  Geometrie  und  selbst  die  Geometrie 
der  Lage  bisher  nur  wenig  Anwendung  auf  statische  Probleme  gefunden 
hat,  so  wird  der  vorliegende  theoretische  Theil  der  neuen  Auflage  auch  fUr 
Uathematiker  von  Interesse  sein,  denen  technische  Fragen  feru  liegen.  Nar 
moBs  man  dabei  im  Auge  behalten,  zu  welchem  Zwecke  das  Buch  gescbris' 
ben  wurde,  und  dass  in  Rücksiebt  darauf  eiue  andere  Auswahl  des  Stoffes 
SU  treffen  war,  wie  in  der  reinen  Statik.  Gs  ist  nicht  überflüssig,  dies  gelinde 
anaudeuten,  indem  ein  Keceuseot  der  ersten  Auflage  sich  durch  die  aaf- 
genommenen  Einzelproblome  enttauscht  fand;  er  glaubte  ein  Lehrbuch  der 
reinen  Statik  in  der  Hand  zu  haben. 

Hier  sind  die  L'eberschriften  der  Hauptabtbeilungou  des  erschienenen 
ersten  Bandes.  —  Das  graphische  Rechnen:  Die  Operationen  mit  Linien; 
Logarithuien  nnd  Rechenschieber;  Vorwandlung  der  FUchen;  Verwandlung 
der  Körper.  —  Die  Ziisammensetiung  der  Kräfte;  Zusammensetzung  der 
Krüfle,  die  auf  oiueu  Punkt  wirken  oder  iu  einer  Ebene  liegen;  das  Moment 
der  KrXfte  und  uneudlicb  ferue  Kräfte  in  der  Ebene;  die  Kräfte  im  Raamj 
die  projectivische  Verwandtschaft  zwischen  dem  Kräfte-  und  dem  Seilpoly- 
gon. —  MumoDte  paralleler  Kräfte:    Parallele  Kräfte;  der  Schwerpunkt; 


il&s  TrsgheitsniDuetit ;  CoDstmction  der  CeDtmlellipse  and  de«  Keraas  TM 
ebeneü  Pigureu;  TrSgbeitsuiODieDtB,  CeDltalellipsoii]«  unil  Kerne  «intgor 
Körper.—  Elemeute  der  KlaiittciCAlstiieürJe:  KrSfle,  welclie  LiDien  propot* 
tion«!  sind;  die  elatitige  Linie;  iler  eUstjge  Bogen;  die  eU»tige  Parabi>]  b«i 
conslanlein  @;  der  gerade  elastign  Balkeo.  —  Eine  Probe  der  Hebaadlniigt- 
weiae  mittels  Pmcker'scher  Geometrie  fiudet  uia»  tu  der  „Vieiteljalin 
Huhrifl  der  nüturf.  Ges.  zu  Zürich"  1870,  .S.  1  („üeber  d«8  PArnnel»g»na 
uud  über  die  ZabaunneusetKUDg  der  Kräfte."  Vergl.  aacb  Üarbaux  ri 
Uoüel,  Bull.  d.  geience^ mal/i.  et  aslron.  1873.) 

Was  die  Aenderangea  bezUglicb  des  Sloffeu  gegeu  die  erato  Auflage 
betrifft,  80  erlaubt  una  der  beacltränkte  Kauui  uur  Aodeutuugen. 

Der  Abschoitt  über  grapbisciies  Uucbnea  bat  viele  Zugaben  erhallcu. 
Dia  CoustructtOD  reio  aualytiäuber  Aasdrücke  wie  Polj-nume,  die  Intcigra- 
tioo  mittels  des  Soilpolygoas,  Einiges  über  graphisube  DarstelliiDgeD  bei 
drei  DtmeDsioDen  im  Anschlues  au  Lalaune  {Ann.  d.  ponis  tl  dknti.. 
U.  S^r.  IB4ß,  isao),  ein  Capitel  über  MaxioialflScheu  bei  g«<geb«uen  Um- 
fange und  gegebener  Kichtuug  der  Seiten,  wie  es  bei  Csoalprofiltui 
vurkomuit,  mit  directem  Beweis,  daas  die  Seilen  des  Püljgoni  «iaen 
Ualbkreis  berübren  müssen,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Überflieki  im 
Waseeib  liegt  (deu  Beweis  von  Steiner  liiehe  Crelle's  JoarnaJ  JUJV) 
wurden  aurgeuommeD.  Im  Vorbeigclien  wird  eine  Lause  filr  die  l'Krnien- 
tier'ücbe  Formel  (Kouv.  Jmi.  de  malh.  Od.  1855)  gegenüber  der  Simpt an- 
sehen gebruvlieu,  bei  welcb  letzterer  sich  jeder  Anianger  fragt,  waran  die 
Ordinalen  llieils  einfacbes,  tfaeils  doppeltes  Gewicht  babeu  sollen.  Als  mW 
willkommen  ist  ku  erwSbneti  eine  vonj  Begriff  des  LogaritLinus  ausgtrlMBiie 
Theoria  der  UecLeuscbiebcr,  bei  welcher  Golegeubeit  auch  mehrere rerbes- 
serte  nnü  au  speciellou  Zwecken  dieucade  lustrumeute  dieser  Art  votsofälirl 
werden.  Weggelassen  ist  Nichts  gegen  die  erste  Auflage,  obwohl  Tielleicbl 
Mauches  dafür  reif  gewesen  wäre,  x.  B,  die  Parabeltafel,  die  docb  oDr  «twa 
als  Beispiel  beim  Studium  dienen  könnte;  es  sind  aber  geDügend  aDiian 
vorhanden. 

Die  erwähnten  neuen  Capitel,  wie  nocb  weiter  folgende  lassen  duauf 
«chliessen,  dsss  das  Culmsnu'scbo  Buch  za  einem  Conipendium  der  gra- 
phischen Methoden  des  Ingonieurs  überbnupt  werden  »olL  Für  die  gra- 
phische Statik  selbst  ist  sa  aiemlicb  alles  im  ersten  Abschnitt  BntbKlleaa 
entbehrlich.  Um  diese  au  studiren,  könnte  man  ganz  gut  auf  S.  155  cuit  dem 
Cnpltel ,, Kräfte  tm  Allgemeinen"  beginnen.  Andererseits  werden  dio  njcfat- 
atatisobou  graphischen  Methoden  von  Vielen  angewandt,  die  mit  der  gn- 
phischen  Statik  wenig  zu  thuu  haben.  Es  wSre  deslialb  gauz  gut  utSgltcb, 
die  arwtibuteu  graphischen  Methoden,  denen  sich  noch  manche  andere 
aureihen  Hessen,  unter  Vorauaschiekung  einer  ganz  gedrlngten  ÜBnft<<naiig 
des  graphischen  Rechnens,  als  selbstständiges  Vferkcben  ersobeineti  an 
lassen.  C  te  m  o  n  a  hat  zwar  das  graphische  Rechnen  fUr  sich  beranegeeebea 


(&7emfn(»  rfi  catcolo  grafieo,  Tortno.  Paravia,  1874,  sucli  Ubers.  von  Curti«), 
nber  ohne  alle  Anweodnageii. 

Die  grnphiscbe  SUtik  selbst  beginnt  mit  eiaom  geiimetriactioa  lleweiue 
den  l'nratlelogrAinma  der  KräTte.  Es  wird  angedeutet,  daas  die  Stfttik  eben 
deshalb  eine  geometrische  WiBsenschaft  sei  nnd  die  jirojeutivi^che  Geo- 
metrie in  jodet  t'orm  auf  bie  AnwcndaDg  finden  milsso,  weil  das  GrüGsen- 
verbtllniBs  üweier  iu  beMtmuten  Riebtungen  wirkender  Kräfte  und  die 
Mittelkrartsrieblung  projeetivisch  sind.  Die  Erweitetuugen  im  Abschuitte 
tiber  die  Zusamineusetzung  der  Kräfte  betreffen  EUDüchst  die  Bebttudluug 
mittels  neuerer  aaatjrtischer  Geometrie.  Die  Symbolik  derselben  geatallet, 
die  ZussmmeusetsQiig  beliebiger  Kräfte  im  Sliablenbündel  darcb  eine  ein- 
facbe  Samroenformel  alH  Gleichung  des  uueudlicb  fernen  Punktes  der  Mit- 
telkraft aussud rücken.  Durch  eine  ähnliche  Summen formel  als  Gleichung 
der  Mittelkraftlinie  lässt  sich  die  Zusammensetzung  der  KrSfte  in  der  Ebene 
geben.  Aus  der  Erweiterung  und  Verbindung  beider  fulgt  die  analytiscba 
Zusammeusetznng  der  Kräfte  im  Räume.  Die  aus  den  gegebenen  Haupt- 
formeln hervorgebenden  Lösungen  specioller  Probleme  werden  im  Weitern 
am  Schlüsse  der  Capilel  in  kleinem  Drucke  kurz  aufgeführt  und  gestalten 
sich  oft  überraschend  einfach.  Auch  manche  schon  aus  der  ersten  Auflage 
bekannten  Untersuchungen  sind  vervollständigt,  so  die  Znsammcnsetzang 
der  Kräfte  mit  Hilfe  der  unendlich  fernen  Kräfte  (Kräftepaaren  eutspre- 
cbcnd);  beigefügt  ist  noch  die  Zerlegung  einer  Kraft  iu  swei  und  drei  Sei- 
tenkräfte mit  besonderer  Beziehung  auf  das  Fachwerk. 

Die  Zusammeuselzung  der  Kräfte  im  Räume  Ist  in  vollständiger  und 
vielfuch  neuer  Weise  behandelt  worden.  Seit  Mfibins  war  hier  wenig 
Neues  2U  verzeichnen.  Culmann  kniipft  direct  au  ihn  au,  stützt  sich  aber 
bei  seinen  Beweisen  auf  die  Staudt'sche  Geometrie  der  Lage,  besouders 
auf  das  dort  reiu-geomotriscb  und  am  Ausführlichsten  behandelte  Nullsystem 
Ka  sind  dies  Eulwickelungeu,  die  mehr  Interesse  für  deu  Mathematiker 
als  für  den  Techniker  haben  und  mit  vielen  anderen  gutes  Material  für 
ein  dem  jetzigen  Standpunkte  der  Geometrie  entsprechendes  Lehrbuch  der 
reinen  Statik  abgeben.  Den  Untersuchungen  über  projectivische  Verwandt- 
schaft zwischen  Kräfte-  und  Seilpolyguu  sind  die  diesbezüglichen  Arbeiten 
von  Clerk  Maxwell  {On  recipracal  fiyuret  and  liiiigrammi  of  forces ,  l'/iil. 
Mag.  1864,  8.250)  und  Cremoua  (£c  figure  reciproche  nella  slaltca  graficO' 
IHilaao,  Laenger,  1872}  eingefügt,  welche  in  der  Folge  besonders  bei  Bestim- 
mung des  Einfiasses  des  Eigengewichts  von  BrUckencoustructieuen  Verwen- 
dung finden  sollen. 

Die  Iiehre  von  den  parallelen  Kräften  ist  ebenfalls  sehr  reich  vormehrt 
worden.  'Die  Zusammensetzung  der  Kräfte  mit  Kräftepaaren,  wie  sie  beim 
oontinuirlicben  Träger  vorkommt,  kann  als  Anwendung  dos  Vorhergehendea 
seilen  hier  angedeutet  werden.  Die  Untersuchungen,  welche  sur  ungünstig- 
sten Belastung  einfacher  gerader  'I'rilger  darch  Systeme  von  concentrirtan 


LbsIod  rtihrcni  haben  Ergänsnngaii  erfahren,  ebenso  d«a  Capitel  vom 
Schwerpunkte  nnd  in  aDsgedebntem  Maaese  die  Lehre  vom  TrKgheiU* 
moment.  Anoh  eine  karze  BeHchteibuDg  und  sehr  einrai^be  Theorie  einea 
Amaler'scben  MomeDtenplaDimeters  ist  beigegeben. 

VoUatSndig  neu  eingeführt  und  von  hervorragender  Wichtigkeit  »t  der 
letzte  AbEcbnitt  des  eratan  Theiles,  die  Elemente  der  Elanticitätsthearie, 
wozu  die  Anregang  wie  die  ereten  wichtigen  GeeicLlftp unkte  und  Anwen- 
dungen Herrn  Mobr  zu  verdanken  sind  (Zeitscbr.  d.  Arch.-  n.  Ing.-V.  Uan- 
Dover  I80ä,  S.  19).  Was  speciell  die  Auffassung  der  elastigon  Linie  «la 
Seitpulfgon  betrifft,  so  findet  sich  dieselbe  auch  bei  Poiason  (Lebrb.  A, 
Mechanik,  übers,  t.  Schmidt,  Stuttgart,  Cotta,  tB25,  Vot.  I  Cap.6).  Cal- 
mann  leitet  zunächst  auf  rein  geometrischem  Wege  gana  allgemeine  SKtaa 
über  Kräfte  ab,  welche  Linien  proportional  sind,  wie  Kolcbe  bei  der  Biegung 
im  Innern  der  Körper  auftreten;  daran  scbliessen  sich  Untersuch  an  gen  (tber 
die  elastige  Linie,  soweit  sie  sieb  ohne  Voiaussetsnog  specieller  Prubleioe 
durchführen  lassen;  und  endlich  wird  in  xasfflhrlicher  Weise  der  «lästige 
Bogen  und  zam  Zwecke  der  Bestimmung  der  Aufiageudriicke  aacb  der  «■■>- 
fache  oiugespanate  oder  überragende  Balken  behandelt.  Auf  die  IhwMr«! 
sinnreiche  und  neue  Anwendung  der  TrfigheitsmumeDte  in  dieser  Theorie, 
sowie  auf  einige  dnrch  gewisse  vereinfacheude  Annahmen  (Cap.  4)  etbaf- 
tene  Besultato  ist  noch  besonders  aufmerksam  eu  macheu. 

Cnlmann  hat  auch  in  dieser  Auflage  die  systematische  BeaeicfannnKS- 
weise  beibehalleu,  welche  er  in  die  Statik  eingeführt  hat.  Es  besteht  die- 
selbe in  der  Wahl  beslimroter  Alphabete  für  Grössen  von  bestimniler  Di- 
mensionszahl.  So  n^^en  beispielsweise  Grössen  der  ersten  Uimenaion, 
Linien,  immer  durch  kleine  lateinische  Buchslaben,  Flüchen  durch  groaae 
lateinische,  Volumina  durch  grosse  deutsche  Buchstaben  beieichnet.  Pllr 
Coetlicionten  als  Grössen  nulltet  Dimension  ist  das  kleine  griechücbe 
Alphabet  vorbehalten,  Kräfte  sind  den  Flächen  cnordinirt,  also  statische 
Momente  den  Körpern  a.  s.  w.  Mau  erkenul,  dass  hierdurch  die  in  d«l 
Statik  immer  nothwendige  Homogenität  der  Gleichungen  auf  den  ersten 
Blick  betvorlreteu  muss,  nnd  dass  die  i'rüfaug  nener  Gleicbnpgeo ,  sowie 
Umrechnungen  bei  verschiedenen  Uansssystcmen  ganz  bedeutend  eileieb- 
tert  werden.  Der  Vorband  deutscher  Ingenieur-  und  ArcbitekteuvetniD« 
befasst  sieb  denn  auch  gerade  in  diesem  Jahre  mit  der  Frage,  ob  diwCal- 
manu'sche  Bezeicbnnngssystem  mit  geringen  Modihcationeo  in  dar  Is- 
genieurmechantk  allgemein  eiuEuführen  sei. 

Aus  unseren  Andeutungen  wird  mau  ersehen  bähen,  dass  sich  die 
zweite  Auflage  der  graphischen  Statik  mit  Recht  auf  dem  Titel  ein«  Nea- 
bearbeiluug  nenut.  Fast  zwei  Drittel  des  im  vorliegenden  ersten  Battd» 
Enthaltenen  ist  neu  hinzugekommen ,  worunter  sehr  interessante  and  wich- 
tige Capitel.  Wer  iu  allen  Tbeilen  der  graphiseheu  Statik  anf  der  Höbe 
bleiben  will,  wird  die  neue  Auflage  nicht  entbehren  köunen. 


Preilicb  bat  der  beträcbtlicbe  Zuwachs  auch  seioc  SchaltouseiUn.  Den 
Sluff  TollsUndig  za  bewältigen,  erfordert  viel  Eifer  uud  Zeit,  nicht  Jeder 
knan  sieb  für  alles  Gegebene  interesairen ;  der  Preis  entspricht  aber  in  nietn- 
lich  fühlbarer  Weise  dem  Ganzen.  Das  Werk  würde  eia  bei  Weitem  grösseres 
Publikum  finden  and  dadurch  an  directetn  Eiuänaii  gewinnen,  wenn  es  in 
einzeln  für  sieb  erbältlicbeD  und  passend  begrenzten  Lieferungen  erschienen 
wäre,  wie  dies  in  ähnlichen  Fällen  mehr  geschieht  und  woranf  wir  sobou 
oben  beim  graphischen  Rechnen  bingewiesen  haben. 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Ausstattung  der  nenen  Auflage 
sowohl  in  Besng  auf  den  Text,  als  auf  die  tbeilweise  sehr  schwierigen  Tafeln 
eine  vorztiglicbe  genannt  werden  muss. 

Sluitgart,  W^VRAUCti. 


Hodslle  von  Flächen  sweiter  Ordnung,  cotistruirt  nach  Angabe  von  Dr. 

A.  Bbili.,  ord.  Professor  am  Polj'tecbniknm  sn  Darmstadt.     Verlag 

von  L.  Brill  in  Darmstadt.  1B74. 
So  wünschenswerth  es  beim  Unlorrichte  in  der  analytisch en  Oeumetria 
ist,  die  Flächen  »weiter  Ordnung  durch  Modelle  »ur  nn  mittel  baren  Ansebaa- 
ung  bringen  xa  kbnnen,  eo  wenig  bat  sieb  bisher  die  pädagogische  lodustrie 
mit  derHeratelluDg  des  genannten  Lehrmittels  beschäftigt  j  mau  findet  in  den 
Modellsammlungen  gewöbalieb  nur  einige  Uolzmodelle  für  Kiitationstlächeu 
nud  «üeofallB  einige,  nach  Olirier's  Vorgange  aus  F&den  Kosammen- 
gesetete  Modelle  für  das  einfache  Hyperboloid  und  das  hyperbolische  Para- 
holoid,  Die  Lehrer  werden  es  daher  Herrn  Prof.  Brill  Dank  wissen,  dass 
er  eine  Beibe  ron  Modellen  construirt  hat,  die  sich  durch  vollkommene 
Anschautichkeit,  geringen  Raom  (alle  sechs  Modelle  stecken  iu  einem  Etui 
von  der  Grösse  eines  kleinen  Oclavbandes)  uuit  durch  Wohlfeilbeit  (0  Mark) 
ausseichnen.  Die  Vortbeile  sind  dadurch  erreicht,  dass  die  par«llelen 
Kreisschnittc  des  dreiaiigen  GIlipüoids,  der  beiden  Hyperboloide,  des 
Kegels  und  des  elliptischen  Paraboloida  ans  Carton  hergestellt  und  anf  sehr 
sinnreiche  Weise  zusammengefügt  wurden.  Die  Verbindung  ist  aber  keine 
starre,  vielmehr  lässt  sich  der  Neigungswinkel  swischen  den  biiiden  Syste- 
men der  Kreisschnitte  dorch  leisen  Druck  oder  Zug  ändern;  bei  der  Ver- 
paokung  im  Etui  ist  dieser  Neigungswinkel  =0,  mithin  jede  der  Flächen 
eine  Ebene,  beim  Auspacken  vergrüssert  man  nach  und  nach  den  Winkel 
und  hat  dann  au  jedem  einaelnen  Modelle  eine  Schaar  von  Flächen  der- 
aolben  Art  mit  TBrschiedenen  AxcnvbrhältnisBon,  Die  umstehend  bei- 
gedruckte  Figur  gieht  ein  deutlichen  Bild  von  drei  solchen  Modellen. 
Selbstverständlich  fehlt  das  hyperbolische  Paraboloid,  weil  dasselbe  keine 
reellen  Kreisschnitte  hat;  da  aber  gerade  diese  Fläche  dem  VerständuiNse 
dea  Anfflogers   die  meiste  Schwierigkeit  bereitet,  so  möabtea  wir  U^rci^i 


jn  keine  Uumögliclikeiten. 

Abgeachoa  vou  dem  Kelilen  der  letzten 
itistractiv,  so  uompoDdiöH  und  elcgaul,  daaa 
dient. 


Piofessor  Urtll 
Buchen,  dieguDsnnta 
Lücke  «usKaralleii. 
Dies  wird  Kwar  Dicht 
leicht  sein,  weil  sich 
pftrRbolisclieudHrliy 
perhulUche  Scbuille 
viel  weniger  bcqneia 
hIs KreiflGchDitte  me< 
chauitich     liernlellen 

Schwierigkeiten  sind 

t'läcbe  ixt  das  Gel>ai*ne  m 
■B  alkeitige  Euipfefalang  ve 

SCULÖH  11.01. 


LehrbDoh  for  dea  AeobeD-UnteiTioht.    Propsdeniik  der  allgeueiaen  Ariüi- 
niDtik  znni  Geliranche  an  höheren  Lehranstalten  vou  Juuus  Ho- 
Riui,  I'rofesBor  an  d»r  höhi^ren  Bilrgorachule  in  Ueidelborg.    lleii 
berg ,  Verlag  von  Georg  Weiss.    l»75.    XIV  und  252  8. 
Der  dum  Heferenleu  persönlicb  ganz  unbekatiijle,  wiewobl  sett  tä 


Anzahl  von  Johroii  in  derselben  Stadt 
seiuetu  Vorworte,  welche  UofTnungon  er 
Buches  verbinde.  Es  soll  daza  dienen,  „d 
ren  Lehranstalten  so  zn  orgauisiren ,  das 
gemeinen  Arithmetik  genilge  und  eine  eich 
luathematiaclien  Unterriebt  bilde.  An  der 
scher  Unterricht  nicht  über  den  Kahmen 


ihm  lebende  Vorfasser  aaft  i 
mit  der  VerßlTentltchong  sein« 

en  Kecheuuuterrichl  an  den  bi^be- 

i  er  den  Aufordernng) 

ere  Ctrundlage  für  den  gesammlea 
Miltelschuleu,  deren  matheatat^ 
des  Buches  hinausgehl,  soll  u 


dioaen  Unterricht  zn  einem  liildungsioittel  gestalten,  wie  es  die  bfiburva 
Schalen  in  der  Mathematik  besitzen".  Demnach  hat  der  Verfasser,  wie  e« 
auch  den  Anstallen  gemäss  erscheint,  deren  Zöglinge  er  als  oacb  BaiD«n 
Baohfl  zu  UDlerrichteiide  im  Ange  hat,  nicht  erste  A&fnngsgr linde  des  Rech- 
nens Überhaupt,  xondern  wissenschaftlich  geordnete  nnd  begriindete  l>flbrea 
»u  schreiben  beabsichligl,  dadnreh  allein  eine  Besprechung  \a  dieser  Z«it- 
Kohrirt  rechtfertigend.  Von  diesem  Oesichtspnnkte  aus  mtissan  wir  in  dem 
originell  angelegten  Buche  Manches  loben,  Manches  missbilligi 

Um  mit  Letzterem  zu  beginnen,  fragen  wir,  was  die  grundaStxlisba 
Beuntinug  von  Zahlen  znoUchsl  nnr  zwischen   I  und  19  beim  Addirrn  und 
Soblrahiren ,  dann  zwischen  1  und  09  beiui  Multiplicireu  und  Uividireo  «tll, 
welchen   in   einem   dritten  Capitel   erst  das  Kuchnen  mit  den  Zahlen  d- 
dokftdiscbeu  Systems  überhaupt  and  iu  ihm  eine  uuthgedrunj^i 


boinng  der  beiden  «rsten  Cspitol  folgt?  Das  mag  Tür  eioeD  ersten 
uoterricbt  bei  der  Wahl  iler  Uebuiigsbeispiele  sweckinätiaig  sein;  fttr  die 
äcfaUler,  welcbe  bereits  (Ubig  sind,  das  Bucb  des  Ücrro  Ilanrici  su  ver- 
sieben,  dAs  elementarste  Becbnen  also  binter  sieb  haben*,  ist  es  sicherliub 
iiberäUnsig.  Wissenscbafilicbo  Berechtigung  vollends  besitzt  es  gewiss  nicht, 
in  irgend  einem  SuUiam  des  Unterrichts  bei  der  zweiziffrigen  Zahl  ütobeD 
zu  bleiben  oder  gar  iooerbalb  der  zweislffirigcn  Zttbl  noch  eine  Otenxa  su 
sieben,  deren  Ueberscbreitung  man  sich  untersagt.  Das  ist  freilieb  der 
Hauptmangel,  den  wir  zu  rligen  haben,  indem  die  Wahl  (uaucher  uns  uicht 
snsagcnder  Aasdrflvke  und  Redewendungen  (furaiclle  und  reelle  Summe  S-6 
a.  dgl.)  bei  andereu  Lesern  vielleicht  keinen  AostasB  erregen  tnögon. 

Zu  dem  entschieden  Guten  gehören  die  mannigCauhen  aus  dem  Leben 
gegriffenen  Erläuterungen,  welcbe  dazu  dienen,  dem  Schüler  über  mitDche 
begriff  liebe  Schwierigkeit  binwegzabelfeu.  Ebendaxu  gehört  die  Lehre  von 
deräubtraction,  welche  wir  an  einem  Beispiele  darstellen  wollen.  Um  etwa 
M  von  62  abzuziebeu,  sagt  der  Verfasser  wie  fulgt :  4  und  8  ist  12  mit  der 
KandKiffer  2.  Ich  schreibe  H  als  Facil  und  merke  1  für  die  künftige  Addition. 
Uas  gemerkte  1  und  5  und  2  giebt  das  verlangte  8  zur  Summe.  Ich  schreibe 
2  hiu.  Die  ganze  Bedeutsamkeit  des  Unterschiedes  dieses  Verfahrens  vou 
den  älteren  Methoden  xeigt  sich  bei  der  Division,  wo  das  neue  Verfahren 
auch  dem  weniger  geübten  Kechoor  verstattet,  die  Mnltiplicatiou  einer  Quo- 
tienteuziffer  mit  dem  Divisor  und  die  vorzunehmende  Subtraction  vom  Divi- 
dttndeu  in  einen  Act  zu  verbinden,  so  dass  stets  nur  die  Keste,  d.  b.  also 
jel8t  die  ErgänzungL<n  zur  Summe  mit  voraus  bestimmter  Kandziffcr,  bin- 
geschrieben  wüidcu.  Sehr  wohl  hat  uns  ferner  ein  Keunzcicbon  der  Theil- 
barkeit  durch  7  gefallen  :  „Eine  Zahl  ist  durch  7  theilbar,  wenn  die  doppelte 
letzte  Ziflur  von  den  vorhergehenden  Ziffern  als  Zahl  abgezählt  einen  Rest 
ergicbt,  der  durch  7  (heilbar  ist"  (S.  72).  Wir  wissen  nicht,  ob  dieses  Kri- 
terium neu  ist;  uus  wenigstens  ist  es  noch  uicht  begegnet. 

Vielleicht  dUrfen  wir  uns  gestatten,  diesem  Referate  eine  kurze  Noli« 

über  eine  Darstellung  uweier  sehr  elementarer  Dinge  beizufügen,  welche 

wir  dem  Urtbeile,  vielleicht  der  Benutzung  vou  Scbnlmünueni  ciiipfehlon 

mocbleu,  Vieleu  Kuabou  bereitet  da»  Subtrabirea  algebraischer  Zahlen  und 

das  Dividireu    mit  Brüchen  Scbwierigkctt.     Wir   schlagen  folgendi^    Her- 

loituug  vor,  die  wir  schon  als  zweckmässig  erprobt  haben. 

1.  Man  kann  Nichts  abziehen,  was  nicht  verhaudeu  ist.    Soll  also  von  dem 

Miuueudon  M  der  Subtrahend  a  —  h  abgezogen  werden,  so  verwandle 

ich  den  Minuenden  erst  in  W+a  — (i+i  — (i,  lasse  dann  a—b  wug  und 

bekomme  deu  Rest  M — (i-|-A. 


*  In  dem  Jahresbericlit«  der  liülicrn 
ist  unter  den  BodiDgungea  iiir  AufDahme 
Den  der  vier  Rechtiongsarteu  iu  unbeuaiin 
drüeklieb  vorgesohriebou. 


iirgerschale  tu  Heidutbcrg,  August  187&, 
die  uatarKto  Claaee  „Ksrtigküil  im  Rech- 
ti  Zalilcu,  im  Kopf  und  auf  durTar«t"  am- 


iMtoriscIi-li 


)  AbtLeiluug. 


t.  Man  kann  dot  Zablen  gleicher  Beueonaog  darch  eioander  dividjrair  1 
wobei  die  BeDennung  von  selbal  wegfliUl.    Soll  also  ^  durcli  -r  divldlrtl 
werden,  no  bringe  icb  beide  Brüche  auf  gleichen  Nenner  6rf,  d.  Ik.  itk, 
habe  dann  —.  durch  -—  oder  ad  darch  bc  za  dividireu. 


bd 
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